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RESUMEN

A partir del anélisis de investigaciones relacionadas con materiales didacticos se observa
la falta de éstos para el estudio de las funciones en el nivel educativo superior; asimismo,
se confirma la problemética en torno a la ensefianza y el aprendizaje del concepto funcién.
Ante ello, y considerando las ventajas que un material didactico concreto ofrece, este
trabajo se plantea como objetivo proponer un material did4ctico para analizar la
comprension del concepto de funcién matematica en el nivel superior.

El disefio del material consisti6é en una adaptacion del juego de mesa Adivina quién,
en el que los personajes habituales se intercambiaron por objetos propios del tema de
funcién, poniendo en juego algunas concepciones, caracteristicas y propiedades de este
concepto que fueron reportadas como dificultades o generadoras de errores dentro de su
didactica; es decir, ya sea en la manera de ensefiar y/o de aprender.

Este material didactico se implement6 para su validacién y mejora en las aulas de
Universidad Politécnica de Zacatecas-Fresnillo; del Colegio Santa Elena Zacatecas; y
finalmente, en la Unidad Académica de Matematicas, de la Universidad Auténoma de
Zacatecas.

Se utiliz6 como método la aplicacion de dos técnicas para la recogida de datos, por
medio de un cuestionario y de bitdcoras que registraban el uso del material didactico. El
andlisis de resultados de la comprensiéon del concepto funcién matematica se hizo
confrontando las respuestas de los estudiantes en el juego y en el cuestionario con base en
los niveles de comprension de Perkins.

De los resultados obtenidos, se observaron algunas de las dificultades que tienen
los alumnos en la comprensién de este concepto, tales como: la conversién entre algunos
registros de representacion o confundir la ecuacion con una expresion algebraica. La
implementacién recurrente en las distintas instituciones también nos brindé elementos
para mejorar el material.

Palabras Clave: funcién, comprension, material didactico, representaciones semiéticas.

Claudia Ivette Hernindez Quemada
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ABSTRACT

From the analysis of research related to didactic materials, the lack of these is observed for
the study of the functions in the higher educational level, likewise, the problematic around
the teaching and learning of the function concept is confirmed. Given this, and considering
the advantages that a specific material offers, this work aims to propose a didactic material
to analyze the understanding of the concept of mathematical function at the higher level.

The design of the material consisted in an adaptation of the table game Guess
who, in which the usual characters were exchanged for objects of the function theme,
introducing certain conceptions, characteristics and properties of this concept that were
reported as difficulties or generating errors within its didactics; that is, either in the way of
teaching and / or learning.

This didactic material was implemented for its validation and improvement in
the classrooms of the Polytechnic University of Zacatecas-Fresnillo, Santa Elena School in
Zacatecas; and finally, in the Academic Unit of Mathematics, of the Autonomous
University of Zacatecas, with students who were studying the second semester of the
Degree in Mathematics.

Using as methodology the application of two techniques for the collection of
data, by means of a questionnaire and the use of the didactic material. The analysis of the
results of the understanding of the mathematical function concept was done by comparing
the responses of the students in the game and in the questionnaire based on the levels of
understanding of Perkins.

From the results obtained, some of the difficulties that students have in
understanding this concept were observed, such as: conversion between some records,
confusing the equation with an algebraic expression. He also provided us with elements to
improve the material.

Keywords: function, comprehension, didactic material, semiotic representations.

Claudia Ivette Hernindez Quemada
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PRESENTACION

A partir del analisis de investigaciones relacionadas con materiales didé4cticos concretos se
observa que éstos son implementados en contextos que involucran principalmente los
niveles educativos preescolar y primaria y ya en menor medida en secundaria y
bachillerato; sin embargo, hizo evidente la falta de uso de estos para el estudio de
conceptos matematicos en el nivel educativo superior. Por otra parte, siendo de nuestro
interés el concepto matematico funcién, mediante el andlisis de antecedentes se pudo
confirmar la problematica en torno a su ensefianza y aprendizaje, asi como la importancia
de este concepto, basico para el estudio del Célculo. Ante este panorama, y considerando
las ventajas que un material concreto puede ofrecer en la didéctica de las matematicas, este
trabajo se plantea como objetivo proponer un material did4ctico para analizar la
comprension del concepto de funcién matematica en el nivel superior.

El disefio del material consisti6é en una adaptacion del juego de mesa Adivina quién,
en el que los personajes habituales se intercambiaron por objetos propios del tema de
funciéon. Los items incluidos se fueron seleccionando por medio del anélisis de las
concepciones, caracteristicas y propiedades de este concepto que fueron identificadas y
reportadas en resultados de investigaciéon como dificultades o generadoras de errores
dentro de su didactica; es decir, ya sea en la manera de ensefar y/o de aprender.

Con el objetivo de validar y mejorar el material didactico propuesto, se implementé
en contextos reales de ensefianza-aprendizaje en las aulas de la Universidad Politécnica de
Zacatecas-Fresnillo (con estudiantes de ingenieria industrial); posteriormente en el Colegio
Santa Elena Zacatecas (con dos grupos de nivel medio superior); y finalmente, en la
Unidad Académica de Matemaéticas, de la Universidad Auténoma de Zacatecas, con
alumnos que cursaban el segundo semestre de la Licenciatura en Matematicas.

El fundamento tedrico que dio sustento al disefio y la posterior interpretaciéon de
los datos recabados estuvo conformado por aspectos de la Teoria de Representaciones
Semidticas propuesta por Duval, asi también adoptamos la nocién de comprension
propuesta por Perkins y, dado que el objetivo final de este proyecto es proponer un
material didactico, se abordaron algunos nociones relacionadas con los materiales
didacticos, sus clasificaciones y uso para la ensehianza.

Dentro de los aspectos metodoldgicos se utilizaron dos técnicas para la recogida de
datos con los estudiantes, por medio de un cuestionario y la observacién para el uso del
material didéctico. El analisis de resultados de la comprensién del concepto funciéon
matematica se hizo confrontando las respuestas de los estudiantes en el juego y en el
cuestionario con base en los niveles de comprension de Perkins.

La experiencia obtenida mediante la aplicacién del material didactico propuesto en
las diferentes escuelas que nos permitieron el desarrollo de la actividad sirvié para
mejorar el disefio del material. Como complemento para dicha mejora, se aplicé también
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un cuestionario a los profesores de los alumnos que utilizaron el material. En dicho
cuestionario, se les pregunté su opinién general acerca del juego y se les solicité que
hicieran las observaciones que consideraran pertinentes en torno a los tiempos de
aplicacion, el nivel de dificultad de los items, ventajas y desventajas al hacer uso del
material, entre otros aspectos.

Entre los resultados obtenidos se observaron algunas de las dificultades que tienen
los alumnos en la comprension de este concepto, tales como: conversion entre algunos
registros, dominio y rango de las funciones, confundir la ecuacién con una expresion
algebraica. También nos brindé elementos para mejorar el material, como la
implementacion de la bitdcora de resultados, donde se pueden analizar las preguntas que
hacen los estudiantes al jugar, o algunas reglas que se deben agregar para que los
jugadores no elijan su respuesta de manera azarosa.

De manera general, éste es el trabajo que se desarroll6 y que se expone en este
trabajo recepcional dividido para su presentacién escrita en los siguientes apartados:

En el capitulo 1 se hace el planteamiento del problema, presentando los
antecedentes en dos apartados principales, uno referente a materiales didacticos y otro en

torno a la funcién.

En el capitulo 2 se plante6 el fundamento teérico de la investigacion, conformado
por la Teoria de Representaciones Semiéticas y algunas nociones de comprensién que nos
ayudan a interpretar los resultados obtenidos en las aplicaciones, asi como lo que
entenderemos por material didéctico.

En el interior del capitulo 3 estd la metodologia, donde se explican las fases que
llevo el disefio del material, asi como las herramientas que se utilizaron en la aplicaciéon

del mismo y para el anélisis de datos.

En el capitulo 4 se analizan y se exponen los resultados de las concepciones, errores
y obstaculos de los estudiantes, que se obtuvieron en las diferentes aplicaciones del

material didéctico, tanto en nivel medio superior asi como en superior.

Dentro del capitulo 5 se dan las conclusiones a las que llegamos, después de un
andlisis de datos, a la par de retomar nuestro objetivo de investigacion e hipétesis.
También se incluyen algunas recomendaciones para investigaciones futuras y una
reflexion desde mi postura como docente, después de la experiencia realizada.

Finalmente, se encuentran las referencias que fueron utilizadas para llevar a cabo la
investigacion y los Anexos que incluyen las herramientas utilizadas y evidencias de los
datos que se obtuvieron en las diferentes aplicaciones.
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CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capitulo presentaremos tres elementos del inicio de nuestra investigacion: la
motivacion inicial del estudio, la revisién realizada de los estudios que nos preceden vy,
finalmente, una reflexiéon en torno a lo que consideramos se podia realizar a partir del
andlisis hecho. Posteriormente, se presenta el planteamiento formal del problema
atendido.

1.1. Motivaciéon

Desde que inicié mis estudios en la Licenciatura en Matemdticas, me interes6 el uso de
materiales didacticos para su ensefianza. Durante ese tiempo participé en varias ocasiones
en eventos de difusién y divulgaciéon de las matematicas, como en el Taller de Difusion
Creativa de las Matematicas, impartido en las instalaciones de la Unidad Académica de
Matematicas de la Universidad Auténoma de Zacatecas. Se trabajaba con estudiantes de 5°
y 6° de primaria y 1° de secundaria, se impartian sesiones de dos horas semanalmente, ahi
les dabamos a los participantes, 15 minutos de gimnasia cerebral con distintos ejercicios
que estimulaban un mejor aprendizaje de las matematicas, después se les repartian
diversos problemas enfocados a un tema en especifico por sesién y concluiamos con el uso
de un material didactico que pudiera reforzar el conocimiento visto en la reunién. En ese
espacio, pude observar que las personas parecian interesarse en esta ciencia cuando es
presentada de una manera informal y que el apoyo de materiales concretos favorecia el
aprendizaje de las matematicas.

Al respecto, segtin Arrieta (1998) afirma:

El material [manipulativo] facilita la comprensién y la comunicacién porque permite
referirse a un soporte fisico, favorece la visualizacién, la motivacién y la actitud positiva
hacia la Matemaética, convirtiéndose su uso en el punto de partida de la construccién del
conocimiento. (Arrieta, 1998, pag. 107).

Esta premisa suele ser aceptada e implementada con bastante naturalidad en los
niveles basicos de ensefianza. Sin embargo, en el nivel educativo superior hay pocos
materiales didacticos disefiados para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Por otra parte, segtin Eisenberg (1991), el concepto de funcién es una de las ideas
fundamentales de la Matematica Moderna y es uno de los de mayor dificultad para su
enseflanza y aprendizaje. Diaz (2013) confirma y amplia esta idea al afirmar que “el
concepto de funcién es uno de los conceptos fundamentales en la matemética, pero
también es uno para el cual los estudiantes tienen problemas para desarrollar una
comprension satisfactoria” (p. 1).

Asimismo, otras investigaciones han analizado las dificultades que tienen los
alumnos al estudiar la funcion: Lopez (2007), por ejemplo, menciona que los estudiantes
presentan dudas respecto a las actividades realizadas en clase como la graficaciéon,
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identificaciéon del dominio y la semejanza con otros conceptos matematicos como la
ecuacion. Asimismo, Prada (2015) analiza las dificultades que presentan los estudiantes al
abordar este tema y presenta como uno de sus resultados que los estudiantes necesitan un
apoyo visual o gréfico para identificar si una expresién es una funcién.

Finalmente, entre los aspectos que motivaron esta investigacion, nos cuestionamos
si realmente los estudiantes comprenden lo visto en clases. Hitt (2003) menciona que en la
ensefianza tradicional regularmente se privilegia la memorizacién y la algoritmia y no en
si la comprensiéon, como podria ser un enfrentamiento del alumno con tareas de
conversion de representaciones entre al menos dos registros de representacion.

Fue a partir de estas ideas que surgio el interés por analizar la comprensién de los
estudiantes en el tema funcién con ayuda de un material didéctico.

1.2. Antecedentes

Planteado el interés inicial del proyecto, una primera etapa de esta investigaciéon consistio
en analizar los antecedentes respecto al concepto funcién matemaética. Esto nos permitié
reconocer la importancia del concepto funcién y de su ensefianza, la diversidad de
concepciones en torno a ello, su historia, asi como dificultades y obstaculos que presentan
los estudiantes en su aprendizaje.

La basqueda de trabajos al respecto se llevé a cabo tanto en medios fisicos como
virtuales. En el caso de los medios virtuales se usaron bases de datos, revistas virtuales y
memorias de congresos, entre otras fuentes. Los descriptores empleados para la bisqueda
fueron: funcién, concepciones de los estudiantes, dificultades, secuencias didacticas. Entre
los medios fisicos, encontramos algunos libros y reportes de investigacién. En general, se
encontré que se presentan aspectos como: historia de la funcién, la epistemologia de las
concepciones en torno al concepto, asi como algunas dificultades reportadas.

Una vez analizada la importancia del concepto, dificultades, obstaculos,
concepciones, secuencias didacticas e historia en torno a ello, y conociendo las ventajas
que ofrecen los materiales didacticos, se decidi6 que seria pertinente analizar la
comprension del concepto funcién por medio de uno de ellos. Por ello, también se realiz6
una busqueda y andlisis de trabajos que permitieran comprender de una manera mas
formal qué entender por materiales didécticos.

A continuacién se presentan algunos aspectos de los trabajos analizados. Se han
dividido para su presentacion en este escrito en dos apartados, uno correspondiente a la
enseflanza de las funciones y otro en torno a materiales didacticos.
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1.2.1. Funciones

Se encontraron diversos estudios enfocados al concepto funcién y a su didéctica. Para su
presentacién en este escrito han sido organizados en dependencia del tépico atendido: la
historia del concepto, las concepciones que han surgido en torno a las funciones a lo largo
de la historia y en el saléon de clases, algunas de las dificultades mas frecuentes en su
aprendizaje y finalmente, algunas propuestas didécticas producto de estos aportes.

Historia del concepto funcién

En Diaz (2013) se presenta un breve estudio de la historia de la funcién, concepto
matematico cuya ensefianza afirma es larga y laboriosa, y que

...es uno de los conceptos fundamentales en la matematica, pero también es uno para el
cual los estudiantes tienen problemas para desarrollar una comprensiéon satisfactoria. ...ya
presenta muchas facetas y contiene una multiplicidad de representaciones, ademds de una
variedad de conceptos asociados que se manifiestan con diferentes niveles de abstraccién

(p- 13).

El autor cita a Youschkevitch (1976), quien divide la historia de la funcion en tres etapas: la
antigiiedad, la edad media y el periodo moderno, y se apoya en autores como Pedersen
(1974), Boyer (1946) y Riiting (1984) para presentar una descripcion de cada una de ellas. A
continuacién presentamos de manera breve lo expuesto por Diaz (2013):

e La Antigiiedad: En ella considera principalmente la Matemética Babilénica (2000 a.
C. - 600 a. C.) y la Griega. Los numeros considerados por estas civilizaciones sélo
permitian construir una ilustraciéon discretizada de los fenémenos de la naturaleza;
el pensamiento matematico de la antigiiedad no cre6 una nocién general de
cantidad variable o de una funcioén.

e La Edad Media: La cual divide en dos fases: la Fase Latina (500-1200), en la que
encontraron soluciones de ecuaciones con una incégnita. Pero la idea de variable
no surgié, y no se consideré que una ecuacién con dos incégnitas establecia una
relacion funcional entre dos variables; y la no Latina (1200-1500), en la que los
tratados sobre proporciones, desarrollados principalmente por Oresme,
representaron una teoria primitiva de funciones en la que ésta tenia que ver con la
dependencia de una cantidad variable sobre otra pero les falt6 el lenguaje del
algebra con el cual expresar la ley de variacién o la correspondencia funcional.

e El Periodo Moderno: sugiere un cambio de una visién estatica y discreta a una visién
dindmica y continua de la relacién funcional. Distingue a partir del siglo XVIII
cuatro etapas principales en el desarrollo del concepto de funcién, que pueden
distinguirse por el tipo de definicién dada a este concepto, por ejemplo:

o 17 etapa. La funcién es una ecuacion o férmula. Asociada con Euler (1707-
1783). “Por funcién de una cantidad variable denotamos aqui una expresion
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analitica construida de un modo u otro con esta cantidad variable y
ntmeros o constantes”.

o 2%etapa. En 1822 Fourier avanza en la definiciéon del concepto de funcién, al
hacer notar que lo principal era la asignaciéon de valores para la funcion;
que esta asignacion fuera llevada a cabo por una o varias férmulas no era
de importancia. “En general, la funcién f(x) representa una sucesién de
valores u ordenadas cada una de las cuales es arbitraria. Para una infinidad
de valores dados a la abscisa x, hay un namero igual de ordenadas f(x).
Todas tienen verdaderos valores numéricos, ya sean positivos o negativos o
nulos. No suponemos que estas ordenadas estén sujetas a una ley coman; se
siguen una a la otra, de cualquier manera, como sea, y cada una de ellas
estd dada como si fuera una cantidad tnica”.

o 3? etapa. En 1829 Dirichlet llega a formular por primera vez el concepto
moderno de funcién: “y es una funcién de una variable x, definida en el
intervalo a<x<b, si a todo valor de la variable x en este intervalo le
corresponde un valor definido de la variable y. Ademas, es irrelevante en
qué forma se establezca esta correspondencia”.

o 4% etapa. Asociada con Bourbaki (1939). Se caracteriz6 por la arbitrariedad
del dominio y el rango. “Sean E y F dos conjuntos, que pueden ser distintos
o no. Una relacién entre un elemento variable x de E y un elemento variable
y de F se llama una relacién funcional en y, si para toda x E, existe un tnico
y en F el cual esta en la relacién dada con x.

Del andlisis de su historia concluye que “la ensefianza del concepto de funcién ha
experimentado un desarrollo andlogo al histérico” (Dreyfus, 1990, citado en Diaz, 2013) y
reconoce que “algunas de las dificultades que experimentan los estudiantes con el
concepto de funcion se parecen a las ideas que tenian los matematicos del siglo XVIII”.

Ademas, Diaz reconoce la importancia del concepto de funcién y advierte la
dificultad de su didé&ctica, citando la siguiente aportacion de Ruiz (1993): “El concepto de
funcién es inherentemente dificil para los alumnos cualquiera que sea el método de

ensefanza”.

Concepciones de funcién

Otros autores categorizan las concepciones que tienen los alumnos al abordar el concepto
de funcién en los primeros semestres del nivel educativo superior.

Lavaque, Méndez y Villaroel (2006) afirman que el término concepcion lo utiliza con
el fin de: “establecer una distincién entre el objeto matematico que es tnico y las diversas
significaciones que le pueden asociar los alumnos” (p. 1). Después de ello, presenta las
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concepciones en torno a la funcién que han ido evolucionando histéricamente como

obstaculos epistemologicos, basandose en el trabajo de Ruiz-Higueras (1998), quien hizo

un andlisis histoérico de las concepciones predominantes:

La funcion como variacion.- “Existe una distancia muy grande entre instinto
de funcionalidad y la nocién de funcién” (Ruiz-Higueras, 1998).

La funcion como proporcion.- “Esto conduce a las proporciones y ecuaciones, y
no a las funciones” (Ruiz-Higueras, 1998).

La funcion como grifica.- “La dependencia se representaba globalmente por
toda la figura, predominando entonces la concepcién de funcién como
gréfica”. (Lavaque et al., 2006).

La funcion como curva.- “Nociéon de funcion, cuando se asocia la grafica con
la trayectoria de puntos en movimiento y no con conjuntos de puntos que
satisfacen condiciones en una relacion funcional”. (Lavaque et al., 2006).

La funcion como expresion analitica.- Euler del concepto de funcién, reemplaza
el término cantidad hasta ese momento por el de expresién analitica.
(Lavaque et al., 2006).

La funcién como correspondencia arbitraria: aplicacion.- “una cantidad es
funcién de otra u otras”, aunque no se conozca por qué operaciones
atravesar para llegar de una a la otra. (Lavaque et al., 2006).

La funcién como terna.- terna f = (A,B,G) en donde 4, B,G son conjuntos
con las siguientes condiciones G ¢ AxB,x € A,y € Btal que (x,y) € G.
(Lavaque et al., 2006).

En esta investigacién, Lavaque y colaboradores también analizan las concepciones

de un grupo de universitarios, basandose en que la comprensién implica la articulaciéon

coherente entre los distintos registros de representaciéon semiética. Para ello, aplica a 24

estudiantes una evaluaciéon de seis ejercicios de pasaje entre los diferentes registros,

obteniendo los siguientes resultados:

1.

La conversion del registro algebraico al grafico en el caso de funciones lineales y
cuadraticas tiene un porcentaje 6ptimo de respuestas correctas, pero si se trata de la funciéon
exponencial y la funcién racional los porcentajes disminuyen.

Las tareas internas al registro algebraico son extensas y aumentan en complejidad se
transforman en una dificultad para la conversién entre registros.

Los porcentajes mas bajos en las respuestas correctas se dan en la conversion entre registros
en funciones como la exponencial y la racional con las cuales los alumnos han tenido menos
experiencia, lo cual nos induce a pensar que la cantidad de actividades que los alumnos
realizan deberfa considerar este aspecto.

(Lavaque et al., 2006, pag. 3).

Por otra parte, Vanegas (2013) también considera importante estudiar las

concepciones de los estudiantes pues afirma que pueden ayudar para proporcionar las

bases en un aprendizaje significativo. Aplica como parte de su metodologia un pre-test y
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un pos-test, en los cuales los estudiantes debian graficar tres funciones: una lineal, una
cuadrética y una cuabica; cabe aclarar que aplica el mismo test con la finalidad de observar
los aprendizajes relacionados con las funciones, antes y después de 80 horas de clases.

En la Tabla 1.1 se presenta la descripcion de las concepciones encontradas por
Vanegas, con 29 estudiantes de primer semestre de ingenieria en el concepto de funcién de
una variable.

Tabla 1. 1. Concepciones de los estudiantes en torno a la funcion (Vanegas, 2013, p. 108).

10.34% Mantienen la nocién inicial, es decir, consideran las funciones como
valores que se ubican en un sistema de coordenadas.

17.24% Las funciones son o representan una ecuacion.
51.72% La funcién es la relacién entre los elementos de dos conjuntos.
10.34% Integran nueva informacion.

Prada (2015) inicia citando a algunos de los autores que destacan la importancia de
la ensefianza del concepto de funcién como:

e Eisenberg (1991), quien considera que el concepto de funcién es una de las ideas
fundamentales de la Mateméatica Moderna y es uno de los de mayor dificultad para
su ensefianza y aprendizaje.

e Farfan y Garcia (2005), quienes mencionan que el concepto de funcién es uno de los
esenciales en el estudio del Célculo en la Educacién Superior.

Prada tuvo como objetivo evaluar los distintos elementos que estdn presentes en la
comprension del concepto de funcién en los estudiantes de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Francisco de Paula, Santander, Colombia. Para ello utiliz6 una metodologia
cualitativa del tipo investigacién descriptiva, hizo un estudio de caso con estudiantes que
cursan la materia de calculo diferencial. El instrumento que utiliz6é consté de nueve items
en donde se utilizan diversos registros de representaciéon alrededor del concepto de
funcién. Por ejemplo, en el primer item el autor presentaba al alumno dos
representaciones gréficas con la finalidad de que el estudiante identificara cual de ellas
representaba una funcion.

Después del anélisis, lleg6 a resultados como: “los estudiantes evaltan si la grafica
representa una relacion, en cuyo caso concluyen que ya no es funcion” (p. 41). Concluye
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que los estudiantes no tienen un concepto claro de lo que es funcién y poseen diferentes
conceptos entre los cuales destaca:

Asociacién de funcién con la de par ordenado, asociacién de correspondencia tinica entre
pares de elementos e incluso entre pares de conjuntos.

Necesitan un apoyo visual o grafico mas que analitico para comprender si una expresiéon
dada es una funcién, debido a la carencia de competencias algebraicas.

Una gréfica representa una funcién si es continua, entendida la continuidad como un
sinénimo de secuencia o de no interrupcién desconociendo las funciones definidas por
partes o a tramos. (p. 42).

Los resultados y conclusiones obtenidos por parte de Prada nos sirvieron de
referencia para el disefio de los items a incluir en el material que proponemos (Adivina
cudl), principalmente aquellos que ponen en juego las concepciones de los estudiantes en
el tema de funciones. Asimismo, nos ha permitido justificar la importancia del concepto de
funcién en la ensefanza.

Tabla 1.2. Concepciones en la historia (Lavaque et al., 2006, pp. 2 y 3).

Concepcion Periodo en que se usé
esa concepcion o

quiénes la usaban

Idea en el pensamiento
de los babilonios.

e Funcién como wvariacion (buscaban regularidades en
las tabulaciones de fenémenos naturales para después
intentar aritmetizar y generalizar tales observaciones).

Los

e Como proporcion, la basqueda de proporcionalidad

era la relacion privilegiada entre magnitudes
variables, es decir, la variabilidad atada a las
magnitudes fisicas, las cuales se consideraban
diferentes a las matematicas.

griegos
comparaban longitudes
con longitudes, éareas
con 4areas y volamenes
con volimenes.

Como grifica, Oresme traza un segmento horizontal
cuyos puntos representan los sucesivos instantes y
para cada instante traza un segmento perpendicular
cuya longitud representa la velocidad en ese instante.

Por Oresme en el siglo
XIV.

Como Curva, cuando se asocia la grafica con la
trayectoria de puntos en movimiento y no con
conjuntos de puntos que satisfacen condiciones en
una relacion funcional.

Fermat y Descartes en el
siglo XVII.
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Expresion analitica, definicién propuesta por Euler
“Una funcién de una cantidad variable es una
expresion analitica compuesta de cualquier forma que
sea, de esta cantidad y de ntmeros o cantidades
constantes”. Se entiende que una funcién es una
combinaciéon de operaciones dada por una expresion
analitica.

Bernoulli y Euler siglo
XVIIL

Correspondencia arbitraria, a partir del problema de la
cuerda vibrante de Euler, surge la nocion de
correspondencia general: se dice que “una cantidad es
funcién de otra u otras”.

Euler en el siglo XVIII y
Fourier XIX.

Como Terna, a fines del siglo XIX y principios del
siglo XX se llama funcién a la terna f = (A4,B,G) en
donde A4,B,G son conjuntos con las siguientes
condiciones G ¢ AxB,x € A,y € B tal que (x,y) €
G.

Finales del siglo XIX y
principios del siglo XX.

Dificultades, errores y obstaculos

El aspecto cognitivo de los estudiantes también ha sido un tema de interés para algunos

investigadores, quienes se han interesado en identificar y/o analizar las dificultades,

errores y obstaculos que se presentan en torno al aprendizaje de la funcién. Estos aspectos

son de interés para considerar en el disefio del material de este trabajo y los obtienen

mediante el disefio y aplicaciéon de algunas herramientas.

Garcia, Vazquez e Hinojosa (2004) aplicaron una prueba a 433 estudiantes de

Ingenieria Mecanica y Eléctrica del estado de Nuevo Leén, México, con actividades en las

que debian pasar algunas funciones del registro gréfico al algebraico y viceversa. Ejemplo

de las actividades que implemento6 son las siguientes:

Hallar el dominio y rango de una funcion.

Confrontar la grafica de una funcién con una serie de funciones con dominio y

rango correspondientes, para determinar cual pertenece a la grafica.

Identificar valores de la variable independiente dada la grafica de la misma,

mostrando algunos puntos con sus coordenadas correspondientes.

Después de analizar las respuestas de los estudiantes, Garcia obtuvo los siguientes

resultados acerca de las dificultades de los estudiantes:

1. Los tres reactivos con mayor porcentaje de error fueron reactivos basados en tareas

del paso de registro grafico al algebraico. Este resultado es una fuerte evidencia de

que las mayores dificultades de aprendizaje y dominio del concepto de funcién se

encuentran en esta categoria de tareas.
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2. El estudiante utiliza el registro algebraico con muy pocas conexiones con otros
registros semioticos.

3. Resumiendo, se demuestra y se documenta que uno de los obstaculos en el
aprendizaje es la falta de una conversiéon congruente entre registros de
representacion del concepto de funcién. (Garcia, 2004, pp. 31 y 32).

Por otra parte, Lopez (2007), de Yucatdn, México, hace una revision documental
donde observa algunas interrogantes que se hacen los estudiantes: ;estoy graficando
ecuaciones o funciones? ;El dominio de una funcién es siempre el conjunto de nameros
reales? ;Una funcién es una ecuacion, o viceversa? Con base en esta revision se elaboraron
dos instrumentos para emplear conceptos propios de la funcién y de ecuacion. Utiliza
como metodologia la ingenieria did4ctica.

Dentro del capitulo de andlisis e interpretaciéon de resultados afirma que los
estudiantes presentan las siguientes caracteristicas:

e Confusién entre funcion y ecuacién.

e Falta de discernimiento en la identificacion de funciones y ecuaciones (una
ecuacion que representa a una grafica).

e Concebir el conjunto de los reales como el dominio de cualquier funcién (el
dominio de una funcién es siempre el eje de las abscisas).

e Identificar una relaciéon funcional entre dos conjuntos en los que no existe (se
limitaban a marcar los elementos repetidos en ambos conjuntos dados).

e Describir las variables por medio de las literales usualmente empleadas
(escribieron, x, y).

Algunas de las actividades que aplica Lépez (2007) se utilizaron dentro de nuestro
instrumento para aplicar, extrayendo el sustento que se da en cada actividad.

En el contexto argentino, Oviedo (2005) analiz6 las dificultades que presentan dos
grupos de alumnos pertenecientes a los niveles medio y universitario acerca del concepto
de funcién. Para ello aplicé una evaluacién diagnéstica a estudiantes con edades de 17 a 20
afos, con actividades en las que debian reconocer funciones representadas en distintos

registros, como las siguientes:

e C(lasificar algunas de las funciones representadas graficamente en lineales o
cuadréticas.

e Indicar el dominio y el conjunto imagen de determinadas funciones.

e Sefalar en la grafica los puntos de interseccién de dos funciones.

e Calcular, analiticamente, los puntos de interseccion de las gréificas de dos
funciones.

Producto del analisis realizado en las investigaciones anteriores, se resumen en la
Tabla 1.3. Las dificultades que presentan los estudiantes, con la siguiente clasificacion:
procedimentales, conceptuales e incompletas.
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Tabla 1. 3. Listado de dificultades

Dificultades procedimentales y conceptuales Autor

e Dificultades en tareas de pasaje de registro grafico al Garcia, Vazquez e

algebraico (poca relacién con otros registros). Hinojosa (2004)
(Conceptual). Jaimes (2012)
Lavaque et al., (2006)

e Concebir el conjunto de los reales como el dominio de Lopez (2007)
cualquier funcién (el dominio de una funcién es
siempre el eje de las abscisas). (Conceptual).

e Falta de discernimiento en la identificacion de
funciones y ecuaciones (una ecuacién que representa a
una gréfica). (Conceptual).

e Identificar una relacion funcional entre dos conjuntos,
en los que no existe (se limitaban a marcar los
elementos repetidos en ambos conjuntos dados).

(Conceptual).

e Describir las variables por medio de las literales
usualmente empleadas (escribieron x,y).
(Procedimental).

e Identificacion de curvas como funciones, cuando no lo
son (indicaron que una pardbola horizontal puede ser
catalogada como la grafica de wuna funcién).
(Procedimental).

e Graficando y operando funciones como si fueran
ecuaciones. (Procedimental).

e Los alumnos recurrian a un procedimiento algebraico
para localizar los puntos “clave” para la correcta
graficacion. (Procedimental).

Listado de dificultades conceptuales (equivocadas o Autor
incompletas)

e Las funciones son ecuaciones o representan una Vanegas (2013)
ecuacion.

e Una relacién entre los elementos de un conjunto.

e Valores que se ubican en un sistema de coordenadas.

10
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Propuestas didacticas

Se encontraron también algunos aportes dirigidos hacia la ensefianza del concepto funcién
a manera de propuestas didacticas. Por ejemplo, Garcia (2004) disefi6 una secuencia con
ejercicios relacionados con el concepto de la funcién en el nivel superior, en la cual los
estudiantes deben pasar de una representacién a otra, es decir del registro algebraico al
grafico. Su estrategia fue confrontar a los estudiantes con ejercicios de una ecuacioén con su
representacion gréfica.

Jaimes (2012) hace un analisis epistemolégico acerca del concepto de funcién para
proponer una secuencia didactica que indica puede ser aplicada en los primeros semestres
del nivel educativo superior. Su propuesta consistia en inducir el concepto de funcién a
través de problemas matematicos, teniendo en cuenta el comportamiento de los valores de
una tabla, la grafica o la ecuacién y usando como herramienta la modelacion matematica.

Cantoral y Montiel (2001) proponen el tema de funcién matematica en una
ensefianza contemporanea, llevando del excesivo tratamiento algebraico de las funciones
hacia la visualizacién, donde ésta se entiende como un proceso del pensamiento
matemadtico. En este libro presentan secuencias con los distintos métodos de representar
las funciones (tabulacion, transformaciones, operaciones, analisis matematicos y gréficos);
secuencias disefiadas, segtin afirman los autores, a lo largo de diez afios con base en el
analisis de un caracter multiple en el Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados del
Instituto Politécnico Nacional de México.

Marcos tedricos

Entre las investigaciones que han tenido como objeto de estudio a la funcién se pueden
observar distintas posturas teéricas. A continuacién presentamos algunas de ellas.

Ferrari (2001) hace un estudio sobre la funcién logaritmica desde el punto de vista de la
Socioepistemologia. El planteamiento de su problema de investigacion lo empieza
presentando un analisis del concepto de funciéon desde distintas perspectivas tedricas. En
la Tabla 1.4 se resume esta parte de su trabajo, que evidentemente es de nuestro interés
para comprender el tratamiento que se ha dado a este concepto desde la investigacion.

Tabla 1. 4 Resultados de investigaciones de diferentes perspectivas tedricas acerca del
tema de funcién (Ferrari, 2001).
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Sean Ay B dos conjuntos, sea
AxB su producto cartesiano. Un
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Los alumnos asocian el concepto de funcién con un proceso calculatorio, es
decir, con una manipulacién de variables.

Confunden el proceso de construir un conjunto de pares ordenados con la
funcién misma.

Requieren de una regla bien definida que puedan expresar mediante un grafico
o férmula.

Creen que gréficas discontinuas representan varias funciones.

El alumno puede reflexionar sobre
el concepto, describirlo, invertir los
pasos de la transformacion. Es una
concepcion de funcién dinamica.
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Conversion de la
representacion

Formacion de la
representacion

Registro grafico

|

Registro algebraico

f(;){yp‘

f()=(x=1)x+2)

Tratamiento de la representacion
(Transformacion interna)

S Marcan unidades significativas en cada registro
Indican la conversion de la unidad significativa elegida

Esquema de la articulacion de registros semidticos para el caso de funcion cuadratica

Por otro lado, Ruiz (1998) en su tesis doctoral realiza un anélisis epistemolégico y
didactico del concepto funcién. Utiliza como fundamento y marco conceptual la
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transposiciéon didéactica, que toma como centro de atencién los cambios que se dan del
saber cientifico o saber sabio al saber a ensefiar.

Desde su postura, la nocién de concepciéon epistemolégica en Didactica de las
Matematicas, “puede referirse a la evolucion histérica de los objetos del saber matematico,
asi como en los programas oficiales y libros de texto de los alumnos” (Ruiz, 1998, p. 49).
Para analizar las concepciones de los estudiantes respecto a la funcién toma las
definiciones de Vinner y otros investigadores de imagen conceptual y definicion conceptual,
las cuales presenta como:

Imagen conceptual.- un conjunto de esquemas mentales asociados a dicho concepto.
(Vinner y Dreyfus, 1989, p. 356). Donde incluyen imagenes del concepto por ejemplo en

non

funcion los simbolos "f(x)","y ="

Definicion conceptual.- conjunto de palabras que se usan para especificar lo que es
un concepto. (Vinner y Tall, 1981, p. 152).

Ruiz, en el analisis epistemolégico y didactico, concluye describiendo siete tipos de
concepciones: relacién entre magnitudes variables, razén o proporcion, grafica, curva,

expresion analitica, correspondencia arbitraria y funcién como terna.

Este primer apartado dentro de la revision de antecedentes nos ha permitido tener
una vision mas amplia del trabajo realizado en la investigacion en Matematica Educativa
con respecto al concepto funcién.

1.2.2. Materiales didacticos

Los trabajos que se abordaran en los siguientes parrafos fueron considerados de interés,
dada la relacién con la propuesta de intervencién planteada. Algunos de ellos han
permitido establecer un lenguaje comtn en torno a los materiales didécticos, aspecto que
se profundizara en el capitulo 2 correspondiente a los referentes teéricos; otros tienen una
metodologia similar a la que se pretende utilizar en nuestra investigacion, ademas de que
los resultados obtenidos en estas investigaciones nos dan una mayor referencia de lo que
se ha hecho en torno a esta tematica y lo que atin falta por hacer, como se veré reflejado en
la reflexion en el apartado final de esta seccion.

El uso de materiales didacticos sustentado por la NCTM

Boggan (2010), en su investigacion titulada Using manipulatives to teach elementary
mathematics, afirma que los materiales deben ser usados dentro del aula en cualquier nivel
educativo y que esta idea es apoyada por el Consejo Nacional de Maestros de Matematicas
(NCTM, por sus siglas en inglés). Sehala que aunque algunos de los profesores se niegan a
usarlos dentro del aula, porque consideran que es una pérdida de tiempo implementarlos,
otros profesores lo consideran una oportunidad para construir su propio conocimiento.
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Presenta una breve historia acerca de los materiales sefialando su uso desde los
babilénicos con el dbaco chino, el cual posiblemente es una adaptacién del abaco romano.
Dentro de esta historia se menciona también a Friedrich Froebel en el afio de 1837 con el
uso de materiales como los bloques geométricos.

Por otro lado, Kelly (2006), en el articulo Using Manipulatives in Mathematical
Problem Solving: A Performance Based Analysis, se enfoca hacia el uso de materiales a partir
de la resolucion de problemas, es decir usando los pasos de la resolucién de problemas:
comprender el problema, concebir un plan, ejecucion del plan y visién retrospectiva. Y
menciona, al igual que Boggan, el respaldo de la NCTM en torno al uso de materiales
didécticos.

Nociones relacionadas con material didactico

Uno de los aspectos que se encontraron al hacer la revisién de investigaciones relacionadas
con los materiales didacticos fue que existen varios términos que se utilizan tanto en el
ambito de la investigacion como en el cotidiano, que se vinculan con la nocién de material
didactico e incluso se usan de manera indistinta, como sinénimos. Ejemplo de ello son
recursos didécticos, materiales, herramientas, manipulables, material concreto, entre otros.
Ante ello, cabe incluir algunas de las definiciones o caracterizaciones que de estos
términos se encontraron en dichos trabajos.

Recurso tecnologico

e Todo aquello, objetos, aparatos o medios de comunicacién, que puede ayudar a
descubrir, entender o consolidar conceptos fundamentales en las diversas fases de
aprendizaje. (Alsina, 1988, citado en Arrieta, 1998).

Material

e Todos aquellos objetos, aparatos o medios de comunicacién que pueden ayudar a
describir, entender y consolidar conceptos fundamentales en las diversas fases del
aprendizaje. (Alsina, Burgués y Fortuny, 1988, citados en Mendoza (s.f.); Velasco,
2012 y Valenzuela, 2012).

Material diddctico

e Todo objeto, juego, medio técnico, etc. capaz de ayudar al alumno a suscitar
preguntas, sugerir conceptos, o materializar ideas abstractas. (Alvarez, 1996, p. 9,
citado en Mendoza (s.f.) y Velasco, 2012).

e Los objetos usados por el profesor o el alumno en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de la matematicas con el fin de lograr unos objetivos didacticos
programados, es decir, aquellos objetos que pueden ayudar a construir, entender o
consolidar conceptos, ejercitar y reforzar procedimientos e incidir en las actitudes
de los alumnos en las diversas fases del aprendizaje. (Cafadas, 2002, p. 3).
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Materiales manipulativos

e Este término es el mas usado en la literatura anglosajona, manipulatives, para hacer
referencia a los materiales didacticos concretos.
Todos aquellos objetos fisicos tangibles disefiados con wun fin didactico
(estructurado), que el alumno pueda tocar directamente con sus manos, ademas de
tener la posibilidad de intervenir sobre ellos haciendo modificaciones. (Valenzuela,
2012, p. 24).

Materiales curriculares

e Propuestas para la elaboracion de proyectos educativos y curriculares de centro;
propuestas relativas a la ensefianza en determinadas materias o &reas, o en
determinados niveles, ciclos o etapas; propuestas para la ensefianza a alumnos con
necesidades educativas especiales; descripciones de experiencias de innovacion
curricular; materiales para el desarrollo de unidades didacticas; evaluaciones de
experiencias y de los propios materiales curriculares, etc. (Parcerisa, 2005, p. 26,
citado en Gairin, 2010).

Categorias

Cascallana (1999) y Velasco (2012) clasifican los materiales en estructurados y no
estructurados. Los materiales estructurados son aquellos disefiados especialmente para la
ensefianza de las matematicas. No son figurativos y suponen una mayor capacidad de
abstraccion, pero son previos al uso exclusivo de los signos numéricos. Los materiales 1o
estructurados son todos los que el nifio puede manipular, sin ser necesariamente creados
con fines matematicos, como por ejemplo juguetes.

Morales (2012) los clasifica del tipo modelo o maqueta, segtn el érgano receptor y
audiovisuales.

Segin Gonzalez (2010) se puede clasificar en tres categorias: 1) materiales
manipulativos y no manipulativos. 2) A partir de los bloques contenidos matemaéticos, por
ejemplo en el contenido correspondiente a geometria y medida, se pueden utilizar,
tangrams, construcciones geomeétricas, geoplanos, geoespacios y espejos. 3) Segun su
utilidad o finalidad.

Ventajas y desventajas

Uno de los aspectos por los cuales surge el interés de trabajar con materiales didé4cticos en
esta investigacion es la motivacion que puede generar entre los estudiantes. Sin embargo,
cualquier profesor que se interese en integrar a su préctica docente alguna innovacién
debe ser consciente de las ventajas pero también de las desventajas que esas
modificaciones pueden conllevar con respecto a la ensefianza tradicional.
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Respecto a las ventajas de incluir materiales didacticos, algunos autores mencionan:

Arrieta (1998), “facilita la comprensién y la comunicaciéon porque permite referirse
a un soporte fisico, favorece la visualizacion, la motivacién y la actitud positiva
hacia la matematica, convirtiéndose su uso en el punto de partida de la
construccion del conocimiento”. (p. 107).

Cafiadas (2002), “permitir mayor independencia del alumno respecto al profesor,
conectar las matematicas con el entorno fisico del alumno, favorecer un clima de
participacién en el aula, y el trabajo en equipo... refuerza el conocimiento y el
aprendizaje significativo”. (p. 4).

Gairin (2008), “Aproximar al alumno a la realidad de lo que se quiere ensefiar”.
“Motivar a la clase”. “Facilitar la percepciéon y la comprension de los hechos y de
los conceptos”. “Concretar e ilustrar lo que se estd exponiendo oralmente”.
“Economizar esfuerzos para conducir a los alumnos a la comprensién de hechos y
conceptos”. “Contribuir a la fijaciéon del aprendizaje a través de la impresion maés
viva y sugestiva que puede provocar el material”. “Dar oportunidad a que se
manifiesten sus aptitudes”. (pp. 60 y 61).

Carrillo (2010), “Comprobar intuitivamente una propiedad o descubrirla,
relacionar la geometria con el algebra y el aritmética”. (p. 185).

Velasco (2012), “Para favorecer la adquisicién de rutinas. Para modelizar ideas y
conceptos matematicos. Para plantear y resolver problemas”. (p. 4).

Mendoza (s.f.) sefiala que los materiales sirven para:

Para favorecer la adquisicién de rutinas. Para modelizar ideas y conceptos matematicos.
Para plantear problemas. Permite la reflexién y analisis de procedimientos y resultados,
proporciona oportunidades para que los estudiantes muestren sus concepciones erréneas,
acerca de determinados conceptos matemaéticos, desarrolla la motivacién y potencia la
capacidad creativa de los estudiantes. (pp. 3y 4).

Por otra parte, consideramos que al realizar un trabajo en el que se contemple

dentro de la metodologia el uso de materiales didécticos también se deben considerar

algunas de las desventajas que estos autores advierten respecto a su implementacion:

Mendoza (s.f.): “No garantiza la comprension de los sujetos”. (p. 6).

Godino (2003) advierte acerca de:

...las dificultades de aprendizaje del software o la calculadora si el alumno no esta
familiarizado con el mismo. Ello puede ocasionar que el tiempo, ya limitado, para la
enseflanza de la matemaética se invierta en el aprendizaje de la tecnologia. Por ello se
recomienda usar recursos facilmente manipulables que no afiadan complejidad innecesaria
a la actividad matematica. (p. 142).

Valenzuela (2012): 1a sofisticacion del material (complejidad del objeto), utilizacion
del material por el docente y no por el alumno, poca cantidad de materiales, la no
adecuacion del concepto presentado por el material, creer que el material ya
asegura la adquisicion de un concepto, falta de recursos para obtener materiales.
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e Velasco (2012) proporciona una lista de desventajas a considerar: Dificultades

econdémicas; Dificultades estructurales; Excesivo nimero de alumnos y alumnas;

Las concepciones previas de alumnos y alumnas, profesores y profesoras y padres

y madres como “los juegos se realizan en el patio”, “los juegos generan mucho

ruido”, “las buenas clases son aquellas donde reina el silencio”; las exigencias del

desarrollo curricular: Los programas, que hay que acabar, pueden suponer

enemigos irreconciliables del uso de material didéctico.

Se puede observar que existe una sugerencia de uso de los materiales desde un

organismo reconocido como la NCTM asi como desde diversas investigaciones. Aunque

apoyamos la postura de que su inclusién puede aportar beneficios en la ensefianza,

también somos conscientes de que ésta debe hacerse de manera formal y cuidadosa y

considerando las desventajas advertidas por las investigaciones precedentes.

1.2.3. Reflexion

A vpartir de la revision acerca del concepto de funcién se analizaron distintas

investigaciones relacionadas con su ensefianza, tratando diferentes topicos, algunos en el

nivel educativo medio superior y otros en superior. Lo que se puede extraer de estas

investigaciones como apoyo para la presente es lo siguiente:

18

Conocer la historia de la funcién. Fue interesante conocer la génesis de este
concepto y las circunstancias que se suscitaron para llegar a su definicion, asi
como la antigiiedad que tiene desde antes de Cristo, con las diferentes
nociones que ya utilizaban para asociar elementos. Se puede observar que la
mayoria de las dificultades que se presentaron a lo largo de la historia son
similares a las que aparecen en el aula con los estudiantes en el momento de su
ensefianza/aprendizaje.

La implementaciéon de un material didéctico favorece la motivaciéon de los
estudiantes. Siendo la funcién un concepto dificil de aprender e importante
dentro del céalculo, esto nos motiva a aportar un material didactico para la
verificacion de la comprension de los alumnos en este concepto.

Observamos que existen diversas concepciones alternativas respecto al tema
de funcién. Esto nos brinda un horizonte desde dénde partir en nuestro
disefio, para la eleccién de aquellas concepciones mds usuales que pueden
provocar alguna dificultad en su comprensién. Por ejemplo, la hipérbola se ha
presentado en cursos anteriores a cdlculo como una funcién, esta idea se fija en
los estudiantes quienes se niegan a dejar de verla como una funcién aun
cuando ésta es rotada.

Algunos items de las investigaciones se tomardn como referencia para disefiar
nuestro material. Especificamente los ejercicios que tienen un dominio discreto



Capitulo 1. Planteamiento del problema

y los que cambian de la representacién algebraica a la geométrica y viceversa,
pues consideramos que una manera de verificar si el estudiante efectivamente
esta comprendiendo el concepto es que éste pase de una representacién a otra
con las menores dificultades.

El analisis de antecedentes del concepto de funcién nos lleva a tener una vision
mas completa y amplia acerca de lo que se ha estudiado en esta area, asi como ideas para
retomar o mejor no tomar.

Respecto a la revision de trabajos en torno a materiales didacticos se observé que
los investigadores manejan algunos términos que pueden parecer similares dado su uso
para la ensefianza y aprendizaje de las mateméticas, mencionamos uno de los mas
comunes: material y recurso, por sefialar una diferencia que existe entre ellos seria que los
primeros fueron elaborados con fines educativos exclusivamente de un tema y los
segundos no necesariamente. De las definiciones de material didactico, observamos que
los autores acuden recurrentemente a la de Alsina, Burgués y Fortuny (1988), presentada
anteriormente.

En cuanto a las ventajas y desventajas de usar los materiales didacticos dentro del
aula, en las investigaciones se hace mas hincapié en las ventajas. Entre los ejemplos mas
comunes se encuentran: la motivacion, el desarrollo de competencias que el curriculo pide
al profesor que desarrolle en sus estudiantes, comprobar intuitivamente alguna propiedad
o descubrirla. Entre las desventajas mas comunes estdn: que no garantizan la comprension
de los sujetos, el costo puede ser elevado, si nos enfocamos en la tecnologia, ésta podria
acarrear que el alumno no sepa manejarla y puede llevar mds tiempo en ensefiar su uso
que ensenar el concepto mismo.

Por medio del constructivismo, la ensefianza tradicional sufre un cambio. Y en este
sentido, un aspecto que considero necesario resaltar en el uso de materiales didacticos es el
papel del profesor: el maestro debe estar convencido de su uso y no verlo como una
pérdida de tiempo o algo de relleno dentro de la clase y que lo considere como extra
respecto al curriculo. Cuando los profesores estan muy arraigados dentro de la ensefianza
tradicional lo que no se encuentra dentro de ella pudieran verlo con cierto rechazo.

En opinién personal el leer documentos que hablaban de la historia de los
materiales didacticos rompi6 algunos mitos que tenia acerca de su novedad. Me di cuenta
de que éstos han estado ahi desde la antigiiedad, sin embargo, en mi caso no habia tenido
mucho contacto con ellos. Por mencionar algtin autor que aborde los materiales en la
trayectoria histérica, Comenius alrededor del afio de 1630 propone que el conocimiento se
adquiere y tiene origen con los sentidos, pues los objetos hay que mostrarlos no
describirlos. Entre otros autores mas cercanos en la linea del tiempo tenemos a Rousseau y
Montessori.

Otro punto para abordar es la diferencia del uso de materiales didacticos en el nivel
basico con el nivel superior, ya que la complejidad de los temas es diferente, mientras que
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en un nivel su objetivo es dar una nocién de los conceptos matemaéticos en otro nivel mas
elevado se tiene que ensefiar a mayor profundidad. El hecho que los temas sean mas
complejos no significa que el material a usar lo sea también, sino que éste debe ser
accesible y de uso fcil para no destinar mas tiempo en la explicacién de como usar el
material que en el propio contenido matematico.

Finalmente, aunque el uso de materiales didacticos es antiguo, cabe destacar que la
mayor parte de la investigacion se enfoca en primaria, secundaria y bachillerato, hay poca
investigacion sobre este tema en el nivel educativo superior. Consideramos que uno de los
motivos por los cuales existen pocos materiales en el nivel superior podria ser que en
ocasiones se cree que los alumnos de la universidad ya se encuentran motivados; otra
razén pudiera ser el trabajo que involucra el disefio de materiales para conceptos cada vez
mas complejos o abstractos; ademas, es sabido que en los niveles bachillerato y superior,
principalmente, se tiende a implementar el uso de la tecnologia (que también es un
material didactico) para favorecer la comprensioén. Sin embargo, mas allad de indagar sobre
la razén por la cual casi no tenemos materiales didacticos concretos en estos niveles,
pensamos que cualquiera que sea el nivel educativo debe de existir un impulso para
aprender, una motivacién y sostenemos que los materiales didécticos la propician. Como
lo describimos en parrafos anteriores, éstas son algunas de las bondades que los materiales
ofrecen, es por eso que creemos importante el uso de materiales didacticos en el nivel
superior, ademds que éstos también pueden ser de apoyo en la evaluacién del estudiante.

1.3.  Planteamiento del problema
1.3.1. Problematica

Segun Arrieta (1998), el material facilita la comprensién y la comunicacion porque permite
referirse a un soporte fisico, favorece la visualizacién, la motivacion y la actitud positiva
hacia la Matematica. Eisenberg (1991), considera que el concepto de funcién es una de las
ideas fundamentales de la Mateméatica Moderna y es uno de los de mayor dificultad para
su enseflanza y aprendizaje.

Sin embargo, existe poco material didactico para utilizarse en el nivel educativo superior,
y mas aun dentro del tema de funciones matematicas. Los materiales que se encontraron
estan relacionados principalmente con el uso de algtn software.

1.3.2. Pregunta de investigacién

¢Qué caracteristicas debe tener el material didactico con el fin de analizar la comprensién
del concepto de funcién matemaética?

1.3.3. Objetivo general

Proponer un material did4ctico para analizar la comprensién del concepto de funcién
matemaética en el nivel educativo superior.
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1.3.4. Objetivos particulares

e Disefiar una primera propuesta del material didactico, con base en:
o Caracteristicas de los materiales existentes.
o Andlisis de errores, obstaculos, dificultades y concepciones alternativas que
presentan los estudiantes.
o Propuestas didécticas en torno a la ensefianza del concepto funcion.
o Aspectos didacticos escolares de la funcion.
e Implementar la secuencia.
e Mejorar el disefio.

1.3.5. Hipotesis

Las caracteristicas que debe tener el material didactico, para que cumpla el objetivo de
analizar la comprension del concepto de funciéon en el nivel educativo superior, son:

e Contemplar las distintas representaciones (Geométrico, algebraico, tabular y
lenguaje verbal).

e Confrontar las posibles concepciones alternativas de los estudiantes.
1.3.6. Justificacion

Se reportan diversidad de investigaciones de funciones, diferentes obstaculos y
dificultades al abordar el tema. Un material disefiado con base en los resultados de
investigacion puede ser un auxiliar dentro de la evaluacién que el profesor realiza en el
aula. Ademas el hacer uso de los materiales didacticos por las bondades que estos ofrecen,
tal es el ejemplo de la motivacién y el apoyo para descubrir ideas nuevas.

Por ejemplo, los estudiantes consideran que algunas funciones no lo son por el
simple hecho que su representaciéon geométrica representa trazos de dos o més partes; tal
es el caso, por ejemplo, de la funcién de la parte entera, que se muestra en su
representaciéon geométrica en la Figura 1.1.
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Figura 1. Funcién parte entera

Consideramos que el disefio puede ayudar al profesor como punto de partida
desde el cual abordar el tema, asi como al estudiante para identificar y reflexionar acerca
de sus propias dificultades. Por otra parte, puede ser de ayuda para los docentes del nivel
superior ya que les permitiria tener una herramienta alternativa para el analisis de la
comprension de este concepto de una manera quiza mas atractiva para los estudiantes.

Por otro lado, segin Arrieta (1998), el material facilita la comprension y la
comunicacién porque permite referirse a un soporte fisico, favorece la visualizacién, la
motivacion y la actitud positiva hacia la Matematica. Sin embargo, existen muy pocos
materiales didacticos en el nivel educativo superior. Este material puede incidir en el
proceso de ensefianza aprendizaje del concepto de funcién, no seria memoristico y
algoritmico ademds permite visualizar elementos de la matematica y motivar a los
estudiantes.
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Para conformar el marco referencial de esta investigacion nos basamos en algunos
aspectos de las Representaciones Semiéticas. Dado el objetivo planteado, es importante
también incluir qué se entendera por comprensiéon y como se pretende analizar. Y por
altimo, con el fin de establecer un lenguaje comun, se incluyen también algunas
definiciones relacionadas con los materiales didacticos.

21. Representaciones Semiéticas

La nocién de representacion aparece en el panorama de la psicologia desde sus inicios como
disciplina, a principios del siglo pasado. Diversos autores la han mostrado como centro de
su reflexion.

e Representacion mental (1924 - 1926).- Piaget recurre a esto como la evocacién de los

objetos ausentes.

e Representacion interna o computacional (1955 - 1960).- Uno de los iniciadores fue
Broadbent y se concibe desde las teorias que privilegian la transformacién que hace
un sistema de las informaciones que recibe para que produzcan una respuesta
adaptada, es decir, como una codificacién de informacion.

e Representacion semidtica (1985).- desde el marco de la educacién matematica, en
particular considerando los problemas de aprendizaje, se presenta como el cambio
de la forma en que un conocimiento estd representado.

La Teoria de Representaciones Semiéticas, desarrollada por Duval (1999), sostiene
que la actividad matematica se realiza necesariamente con representaciones, a las que
concibe como: “producciones constituidas por el empleo de signos que pertenecen a un
sistema de representacion el cual contiene sus propios constrefiimientos de significancia y
funcionamiento”. (Duval, 1999, p. 14).

Para entender un concepto matematico es necesario una representacion de él, y
mas adn si se quiere adquirir una comprensién es preciso pasar de un registro a otro. Si el
estudiante se queda con un solo registro trabajando o adquiriendo habilidades, podria
quedarse con la representacién, y no con los propios conceptos. “No puede haber
comprension en matemadticas si no se distingue un objeto de su representacion”. (Duval,
1999, p. 13).

Por ejemplo, en el tema de nuestra investigacion, si en el material didactico se
trabaja inicamente con items de un solo registro como el geométrico, seria dificil analizar
si el estudiante en realidad estd comprendiendo o s6lo adquiri6 un conocimiento del
concepto de funcion.

Los registros de representacion fundamentales son: lenguaje natural, tabular,
algebraico y geométrico.
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Existen tres actividades que son necesarias en toda representaciéon, que son:
constituir una marca o un conjunto de marcas, transformar y convertir.

e Constituir una marca o un conjunto de marcas: Que sean identificables como una
representacion de alguna cosa en un sistema determinado.

e Transformar: Las representaciones de acuerdo con las tnicas reglas propias al
sistema, de modo que se obtengan otras representaciones que pueden constituir
una ganancia de conocimiento en comparacién con las representaciones iniciales.

e Convertir: Las representaciones producidas en un sistema de representaciones en
otro sistema, de manera tal que éstas tultimas permitan explicar otras
significaciones relativas a aquello que es representado.

Duval afirma “no hay noesis sin semiosis, es la semiosis la que determina las
condiciones de posibilidad y de ejercicio de la noesis”. Entendiendo por Semiosis la
aprehension o produccion de una representacion semidtica y por Noesis los actos
cognitivos como la aprehensiéon conceptual de un objeto, la discriminaciéon de una
diferencia o la comprensién de una inferencia. (Duval, 1999, p. 13). Con esto, Duval
defiende la idea de que para poder comprender los conceptos matematicos por naturaleza
abstractos, no concretos, se precisa partir de una representacion semiotica que permita
exteriorizar las representaciones mentales que se forman en torno al mismo.

Hay tres actividades cognitivas de representacién inherentes a la semiosis y son: la

formacién de transformaciones, tratamiento y conversion.

e Formacion de transformaciones: En un registro semiético particular, ya sea para
“expresar” una representacién mental, o bien para “evocar” un objeto real.
e Tratamiento: Cuando la transformacion produce otra representacion en el
mismo registro.
e Conversion: Cuando la transformacién produce una representacion en un
registro distinto al de la representacion inicial.
(Duval, 1999, p. 40).

Un ejemplo de transformacion y conversiéon se da en la siguiente figura, en el
concepto de funcién matematica.
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Figura 2. Ejemplo de las tres actividades cognitivas del concepto de funcion.

Representacion

Una funcién f es una regla que asigna a
cada elemento del conjunto D, exactamente
un elemento llamado f(x), de un conjunto

E.

{(x, f(x)) | x € D}
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Duval hace recomendaciones acerca de los criterios de congruencia entre representaciones.

e Correspondencia semantica de los elementos significantes, toda unidad que
depende del 1éxico de un registro.

¢ Univocidad semantica terminal, a cada unidad significante elemental de salida le
corresponde una de llegada.

e Orden del arreglo de las unidades que componen cada una de las dos
representaciones, las unidades en correspondencia seméntica sean aprehendidas
en el mismo orden en las dos representaciones, (pertinente cuando éstas tienen el
mismo ndmero de dimensiones).
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Puede no haber congruencia fallando un solo criterio.

(Duval, 1999, pp. 50 y 51).

2.2. Lanociéon de Comprensién

Para poder definir el concepto de comprension, se presentaran dos nociones que segin
Perkins (1999) se relacionan con ella y que regularmente los profesores pretenden
desarrollar en los alumnos en las escuelas: el conocimiento y la habilidad. Se entiende por
conocimiento la informacién respecto a un tema, en el caso particular de las matematicas
podriamos entender como conocimiento las definiciones, propiedades, teoremas o
caracteristicas. La habilidad es el desempefio de rutina, por tanto algunas de las tareas que
podriamos considerar habilidades en matematicas podrian ser la aplicacién de algoritmos,
resolver problemas o demostrar teoremas. A partir de estas nociones, Perkins (1999) define
comprension como “la habilidad de pensar y actuar con flexibilidad a partir de lo que uno
sabe” (p.1). Y en ese sentido aunque el conocimiento y la habilidad son necesarios para
comprender, esto va més alld de poseer informacién o desarrollar tareas rutinarias.

A manera de experiencia, puedo compartir cuando estaba cursando la secundaria
nos basidbamos en las habilidades, es decir una matematica de algoritmos y si éstos
estaban bien desarrollados, entonces se tenia la idea que éramos buenos para las
matematicas. Ahora, en la Maestria Profesionalizante en Matematica Educativa he
aprendido que es més que aplicar un algoritmo, sino una comprensién a fondo, no por el
hecho de haber aprendido a aplicar un algoritmo puedo asegurar que ya sé matemaéticas.
Mas bien a partir de conocer algunos teoremas, definiciones, propiedades, extraer ese
conocimiento y aplicarlo.

Tomando la definicién que propone Perkins (1999), ;qué es la comprension? Es la
Habilidad de pensar y actuar con flexibilidad a partir de lo que uno sabe.

Por ejemplo: cuando el estudiante tiene la siguiente expresion, y el trabajo que
realiza es sustituir para ciertos valores de x, podriamos decir que tiene habilidades y
conocimientos del tipo que la funcion es una relacién entre dos magnitudes.

FxX)=x+5
x=1 f(1)=1+5=6
x=19  f(19) =19 + 5=24
x=28  f(28)=28+5=33

En cambio, si en la siguiente expresion logra ver que es la funciéon de la parabola
trasladada cinco unidades hacia arriba, el estudiante ya habra pensado y extraido
conocimientos anteriores, y podriamos decir que el estudiante est4d comprendiendo.

f(x)=x?>+5
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Para apreciar que se ha comprendido un tema se puede solicitar al estudiante que
realice algunas tareas/acciones que den evidencia de ello, tales como pasar de una funcion
en su representacion grafica a representacion algebraica.

Dos ideas surgen de estas observaciones de sentido comtin. Primero, para apreciar la
comprension de una persona en un momento determinado, se le puede pedir que haga
algo que ponga su comprensiéon en juego, explicando, resolviendo un problema,
construyendo un argumento, armando un producto. Segundo, lo que los estudiantes
responden no s6lo demuestra su nivel de comprensioén actual sino que lo mas probable
es que los haga avanzar. Al trabajar por medio de su comprensién en respuesta a un
desaffo particular, llegan a comprender mejor. Ademas cuando un estudiante no
puede ir mas alla de la memorizaciéon y el pensamiento y la accién rutinarios, esto
indica falta de comprension. (Perkins, 1999, p. 4).

Después de haber analizado la definicion de comprensiéon, nos surgen las
siguientes cuestiones ;cémo lograr que el estudiante comprenda las funciones?, ;qué
actividades permiten/promueven el desarrollo de la comprensién? O ;por qué se marca al
inicio de clases como objetivo, que el alumno comprenda, cuando en realidad sélo se le
dota de habilidades y conocimientos?

Ahora en el papel de profesores ;Por qué no comprendieron los alumnos? De lo
que se pudiera dar respuesta es que probablemente las actividades o ejemplos no fueron
los indicados para alcanzar un nivel distinto a las habilidades y retencion, reafirmando
con lo que se dice en Perkins (2003) para desarrollar la capacidad de comprension se
necesita algo mas que un método superior. “Hace falta ensefiar algo més y algo distinto.
Para mejorar la capacidad de comprensién, debemos ensefiar otro tipo de cosas” (p. 80).

Para dar respuesta a algunas de estas preguntas, Perkins (2003) hace referencia a
algunas actividades que pueden generarla entre los estudiantes, asi como la relacién de

imagenes mentales con la comprensién y define cuatro niveles de ésta, mostrados en la
Tabla 2.1:

Tabla 2.1. Hacia una pedagogia de la comprensioén, de Perkins (2003, pp. 82 - 90).

a) Contenido.- Conocimiento = a) La explicacion
referer'lte a datos‘ y procedimientos b) La ejemplificacion
de rutina, las actividades no son de
comprensi6n sino de repeticion. c) La aplicacion
d La justificacion
b) Resolucién de problemas.- ) J
Resolver problemas expresados en | €) Comparaci6n y contraste
lenguaje ordinario. f) La contextualizacion
c) Epistémico.- Se generan 8) La generalizacion

explicaciones y justificaciones.
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d) Investigaciéon.- Se  construyen
nuevos conocimientos.

Estas siete actividades que describe Perkins (2003) puedan dar muestra de que un
estudiante estd comprendiendo.

Por ejemplo, en nuestro caso con el concepto de funcién, si un alumno justifica por
qué cierta expresion es una funcién, de acuerdo a su definicion, si es capaz de construir un
ejemplo que cumpla con las condiciones de ser una funcién, podemos afirmar que esta
comprendiendo, al realizar tareas como ejemplificacién o justificacion.

Una imagen mental es un tipo de conocimiento holistico y coherente; cualquier
representacion unificada y abarcadora que nos ayuda a elaborar un determinado tema (p.
8). Perkins (2003) sefiala que las imdgenes mentales estdn en correspondencia con la
comprension ya que éstas nos permiten indagar lo que puede suceder con cierta l6gica, es
decir a partir del conocimiento que se tiene y con la ayuda de las imagenes mentales poder
dar una conjetura. Por ejemplo, si un estudiante tiene la imagen mental de una parabola
f(x) = x?, cuando el profesor le pregunte por la representacion gréfica de la funcion de
f(x) = x? — 2x — 8, éste podra llegar a la respuesta con la ayuda de la imagen mental de la
funcién anterior.

Por dltimo, en los niveles de comprension se puede tener como referencia en el
momento de analizar la comprension del estudiante, es decir qué tanto ha comprendido el
tema, por ejemplo en el nivel dos que corresponde a la resolucion de problemas con un
lenguaje ordinario, podria parecer al cambio de registro de representacion, es decir del
lenguaje verbal pasar al lenguaje numérico o grafico para poder resolver los problemas.

2.3. Materiales didacticos

En el capitulo uno se explicé y se presentaron algunas definiciones relacionadas con
materiales didacticos, como recurso, materiales, material curricular y material
manipulable.

Dentro de la misma revision de lo anterior, pudimos analizar algunas de las
definiciones especificamente de materiales didacticos. La que adoptamos dentro de
nuestra investigacién es la propuesta por Alvarez (1996): “es todo objeto, juego, medio
técnico, etc. capaz de ayudar al alumno a suscitar preguntas, sugerir conceptos,
materializar ideas abstractas” (p. 9). Ya que fue una de las que nos parecié mas completa y
que se adaptaba a la idea de implementar el juego como un material did4ctico que nos
permitiera observar la comprension.
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En este capitulo se expone el camino seguido para el alcance de los objetivos planteados.
En primera instancia se define el tipo de investigacion, los aspectos contemplados para el
disefio de la propuesta, las aplicaciones realizadas para su validacion y mejora vy,
finalmente, aspectos sobre la aplicacion realizada para analizar la comprensiéon de los
estudiantes.

3.1. Tipo de investigacién

Como se mencion6 anteriormente, una primera etapa de la investigacion consisti6 en la
revision de trabajos previos relacionados con los tépicos propios del interés de la
investigacion, como funcién matematica.

Es necesario reconocer que el anélisis de la comprension del concepto funcién se
puede realizar por otros medios, tales como un examen, preguntas en clase u otra opcién,
pero hemos elegido realizarlo por medio de un material didactico concreto y un
cuestionario, dado que existe la hipotesis de que los primeros promueven la motivacion, la
participacion del estudiante y los segundos para tener un anélisis mas profundo de cada
estudiante. Ademads, se triangularon los resultados obtenidos. Recordemos que, segin
Cohen (2007), la triangulacién es “el uso de dos o mas métodos de recogida de datos en el
estudio de algtn aspecto del comportamiento humano” (p. 142).

Dadas las caracteristicas de los datos que se esperan obtener, esta investigacion
puede considerarse del tipo cualitativa, que segtin Kothari (2004) “se ocupa de fenémeno
cualitativo, es decir, los fenémenos relacionados con la calidad o tipo” (p. 3).

3.2.  Disefio de la propuesta

Para el disefio del material a utilizar se contemplé lo obtenido en el andlisis de
antecedentes. Los resultados reportados por las investigaciones previas nos brindaron un
panorama acerca de las posibles dificultades y errores que los estudiantes podrian
presentar al abordar el concepto funcion.

Por otra parte, también se consideraron aspectos oficiales de su ensefianza, es decir,
desde su planteamiento dentro del plan de estudios hasta el discurso del profesor a cargo
de la unidad did4ctica que lo contiene.

Finalmente, previo a la aplicacién final con un grupo de nivel superior, se
implement6 el prototipo con 2 grupos de estudiantes para de esta forma validar los items
seleccionados y contemplar aspectos que pudieran mejorar el disefio.
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3.21 Anadlisis de antecedentes

En la revisiéon de antecedentes del concepto de funcién se enfatizé en aquellos
estudios que reportaran: concepciones en torno a la funcién, algunos obstaculos, errores y
dificultades que los estudiantes presentan al abordar el tema y propuestas de secuencias
didacticas. Después de dicha revision se seleccionaron aquellos ejercicios de funciones y
no funciones en los que los estudiantes suelen presentar nociones erréneas. Por ejemplo:

1. Marca conuna X la(s) graficals) que represente(n) una funcidn.

a) b)

Este grafico representa ay =x, donde x Este grafico representa ay = x. donde x
solo puede tomar valores enteros solo puede tomar valores reales

[Por qué elegiste esa(s) grafica(s)?

Figura 3. Problema de cuestionario para alumnos, (Lopez, 2007, p. 68).

En la Figura 3 Se presenta un ejemplo de uno de los problemas en que los
estudiantes suelen tener dificultades, debido a que generalmente consideran que el
dominio de una funcién debe pertenecer siempre a un conjunto continuo.

También se encontraron propuestas para ensefiar el concepto de funcién en el nivel
educativo superior. En una de ellas se introducia el concepto de funcién desde lo mas
trivial, es decir ejemplos y ejercicios de funciones constantes y polinémicas, continuaban
con trigonométricas para finalizar con exponenciales y logaritmicas.

La mayor parte de la propuesta didéctica se manejaba en representacion algebraica
y numeérica.

3.2.2 Analisis del plan de estudios
Ante nuestro interés en analizar la comprension de los estudiantes con respecto a la

funcién, hicimos una revisién del Programa de la unidad didéctica de Calculo contenida
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en el Plan de Estudios de la Licenciatura en Matemadticas impartida en la Unidad
Académica de Matematicas de la Universidad Auténoma de Zacatecas. Se analizé su
ubicacién dentro de la asignatura, los conocimientos previos, la definicién del concepto,
asi como sus propiedades para poder llevar a cabo el estudio.

En los conocimientos previos se encontraron:

Propiedades de las operaciones aritméticas (suma y producto, division, potencia,
leyes de los exponentes), de los logaritmos, de las exponenciales en los ntimeros reales,
relacién de igualdad y sus propiedades como relacién de equivalencia.

Se encontraron tépicos en los semestres como:

a) Primer semestre, Precdlculo.- dominio e imagen de las funciones elementales
(constante, lineal, cuadratica, exponencial, entre otras mas), representacién de las
funciones elementales en los diferentes registros (tabular, analitico, gréfico y
verbal), transformacién de funciones a través de variacion de pardmetros
(traslaciones verticales y horizontales) y clasificacion de funciones inyectivas y
sobreyectivas.

b) Segundo semestre, Célculo diferencial.- dominio, rango, continuidad, crecimiento y
decrecimiento, diferentes registros de representacion.

Identificando que en el primer semestre en la materia Precdlculo, es donde se
introduce por primera vez la nocién de funcién, junto con definicién y rango de éstas.
Aqui se da un primer encuentro de las dificultades de los estudiantes, que se describen en
algunas investigaciones.

3.2.3 Analisis de la didactica

En los meses de octubre y noviembre (2017), participé como observadora en las
clases de Precélculo que se impartieron en el Auditorio de la Unidad Académica de
Matematicas, con alumnos de primer semestre en un horario de 8:00 a.m. a 9:00 a.m.

La didéctica de la profesora para impartir la clase radicaba primero en algunas
definiciones junto con ejemplos, ejercicios en las cuatro representaciones (tabulares,
geométricas, algebraicas y verbales); cabe sefialar que la docente hacia énfasis en el uso de
representaciones. También, incluy6 la visualizacién de los elementos matematicos, con
ayuda del Software Geogebra, resoluciéon de problemas contextualizados como la funcién
lineal modelando el comportamiento de una funcién que modela el crecimiento de un
bebé en sus primeros meses de vida. Se presentaban casos particulares hasta llegar a la
generalizacién de los conceptos.

En el caso de la ensefianza del tema funcién, la docente fue mostrando primero el
producto cruz, después algunas relaciones entre conjuntos, para posteriormente inducir
poco a poco a la definicién de funcién, de la siguiente manera:
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Dados dos conjuntos A,B € R se define una funcién de A en B como una relaciéon
que tiene la caracteristica: “a cada elemento de A se relaciona con uno y sélo un elemento
de B”

Figura 4. Apuntes de la clase de Precélculo.

3.2.4 Prototipos

Por otro lado, en el disefio del material didactico se hizo una exploracion de éstos y
algunos juegos. Se opt6 por el juego “Adivina quién” por su caracteristica de eleccion
dicotémica de la respuesta a las preguntas planteadas, asi como el uso de la légica y
estrategia. Las instrucciones del juego son:
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" _ 21

1) Formular preguntas que se puedan responder con un “si” o un “no”

2) Una pregunta a la vez, por jugador.

3) Podran adivinar el item del jugador contrario, hasta que el estudiante tenga dos
objetos matematicos en el tablero.

4) Gana el primero que descubra el personaje misterioso del jugador contrario.

Figura 5. Juego original ;Adivina quién?

En el disefio del material didéctico se cambiaron los personajes del juego por items
de prototipos de funciones elegidos de propuestas didécticas de otros investigadores o por
su dificultad reportada. Tal es el caso, por ejemplo, de las funciones por partes, un punto
en el plano, algunas funciones discontinuas (ya que los estudiantes tienden a relacionar la
funcién con la continuidad), entre otras (Ver Anexo 2). Ademas se decidi6 presentarlos en
sus cuatro representaciones, dada la postura de Duval de que si el estudiante es capaz de
manipular como minimo dos de las representaciones de las funciones, significa una mejor
comprension del concepto.

En una primera aproximacion, se realizé un tablero con una cartera de huevos en la
cual se hicieron aberturas para colocar los objetos (items de funciones recortados y
pegados en rectangulos de cartulina), como se muestra en la Figura 6.
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Figura 6. Primer prototipo

Otro prototipo del material didactico es el que se muestra en la Figura 7,
manteniendo la misma idea del tablero del juego de mesa. Este material se elabor6 con
madera, se le pidi6 a un carpintero su elaboracién. Presenta una mejor resistencia y
permite ver claramente los objetos matematicos.

Figura 7. Segundo prototipo

Algunas de las preguntas que se consideraron dentro del juego previo a su
aplicacion fueron:

¢Tu objeto se encuentra en representacion geométrica? ;Tu objeto se encuentra en
representacion tabular? ;Tu objeto se encuentra en representacién algebraica? ;Tu objeto
tiene asintotas? ;Tu objeto es una funcion? ; El dominio de tu funcién es...? ;El rango de tu
funcién es..? ;Tu funcién es creciente? ;Tu funcién es decreciente? ;Tu funciéon es
inyectiva? ;Tu funcién es sobreyectiva? ; Tu funcién es biyectiva?
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3.2.5 Validacion

También se consideraron otras dos puestas en escena del material didactico en
diferentes contextos de la UAM. La primera de ellas en la Universidad Politécnica de
Zacatecas, ubicada en Fresnillo, Zacatecas. La segunda aplicacion fue en el Colegio Santa
Elena, con dos grupos de cuarto semestre de preparatoria, en diferentes modulos cada
uno.

3.3. Analisis

La recogida de la informacién se llevé a cabo mediante la observacion de los
estudiantes y junto a las definiciones que se presentaron anteriormente en el marco
referencial de comprension.

Tabla 3.1. Niveles de comprension.

Contenido Conocimiento referente a datos Identificacién de funciones prototipo
y procedimientos de rutina, las como la identidad. Contestar
actividades no son  de preguntas relacionadas con describir
comprension sino de repeticion.  definiciones y propiedades.

Resolucion de Resolver problemas expresados El alumno resuelve problemas en el

Problemas en lenguaje ordinario. lenguaje matematico. Como definir

si las expresiones matematicas son
funciones.

Nivel Se generan explicaciones y En los problemas resueltos el

epistémico justificaciones. estudiante realiza explicaciones y

justificaciones de sus conocimientos.

Nivel de Se construyen nuevos El estudiante resuelve problemas

investigacion conocimientos. que hacen cambios de

representacion.

Se consideran la confiabilidad y la validez de la investigacion via la observacién, ya
que como afirman Hernandez, Fernandez y Baptista (1997): “La observacién consiste en el
registro sistematico, valido y confiable de comportamientos o conducta manifiesta. Puede
utilizarse como instrumento de medicién en muy diversas circunstancias” (p. 316).

Al final, se reflexion6é sobre los resultados obtenidos, comparando con nuestros
objetivos e hipétesis, definiendo los alcances que se tuvieron, asi como las debilidades y
sugerencias que se pueden hacer en las investigaciones posteriores.
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3.3.1 Poblacién de estudio

La poblacién final de este estudio fue un grupo de 2° semestre de la Licenciatura en
Matematicas y se llev6 a cabo la actividad en el semestre de enero-junio de 2017. En un
lapso de dos médulos aproximadamente, donde en el primer médulo se implement6 el
material didctico, es decir se organizaron los equipos que participaron en las partidas. En
un segundo moédulo se hizo la aplicacion de un cuestionario congruente con los items del
material didéctico.

Se llevaron al aula dos tableros como los de la Figura. 2 del prototipo, con los
respectivos items que se presentardn mdés adelante. Ademads fue posible desarrollar el
estudio en el periodo previsto de tiempo, aplicando y analizando resultados.

Puesta en practica

La metodologia descrita anteriormente da respuestas al objetivo planteado en esta
investigacion. Porque se interacttia con el estudiante y se pueden analizar las respuestas.
Por ejemplo, sean dos estudiantes a y b que se encuentran jugando, con el siguiente
dialogo:

- Alumno a : ;Tu objeto es inyectiva?
- Alumno b: {Si!

En este momento, el profesor puede observar las tarjetas que los estudiantes
seleccionan para seguir en el tablero como inyectivas, ya sea en el registro grafico o
algebraico, cual sea el caso que se haya elegido en el juego. De esta manera analizara si
tienen la nocién de lo que es inyetividad, en los dos participantes.

- Alumno b: ; Tu elemento es una funcién?
- Alumno a: jNo!

Entonces se deberfan de descartar todas aquellas expresiones que efectivamente no
sean una funcién, pero si algunas que no cumplen con serlo permanecen en el tablero, se
podria decir que atn no identifica bien la definicién del concepto (esto se analiza en los
dos jugadores). Sucesivamente ambos pueden ir preguntando caracteristicas y conceptos
de las expresiones hasta llegar a descubrir el objeto matemaético del jugador contrario.

Asi se pretendié que los estudiantes jueguen con el material didéctico, con las
diferentes caracteristicas de cada expresion, el profesor puede observar a cada uno de sus
alumnos y analizar qué tanto comprendié del tema.

Una segunda etapa de andlisis se dio por medio de un cuestionario, conformado
con base en los items que lleva el tablero del material didactico. Se aplicé después de haber
jugado con la finalidad o ventajas de:

e Al aplicar los dos métodos, en el cuestionario se pueden analizar las ideas de los
estudiantes mds desarrolladas, es decir, durante el juego el alumno puede afirmar
que un objeto matemaético es funcién con un si, pero al estar dentro de la dindmica
de un juego su justificacion puede no ser clara. El uso de ambos métodos de toma
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de datos permitié contrastar las respuestas y verificar aquellas que dieron en el
juego Adivina cudl.

e Al confrontar al estudiante con los dos métodos, se puede triangular, es decir,
hacer el uso de dos técnicas para la recogida de datos. Para comprobar que las
respuestas no fueron acertadas en Adivina quién por azar, por ejemplo, si se le
pregunta al alumno:

— Al ;Tu objeto es una funcion?
- A2 No.

Si la respuesta del alumno dos, no fue razonada y sélo se respondi6 por no dejar de
contestar y ademads éste acierta a la respuesta, entonces nos deja muy abierto el andlisis de
si el estudiante realmente esta comprendiendo especificamente en esa respuesta.

3.3.2. Herramientas

3.3.2.1. ftems

Como se habia mencionado anteriormente los items que se colocaron en los 18 espacios del
tablero del material didactico que llamaremos Adivina cudl, fue una recopilaciéon de
algunos problemas o actividades de las investigaciones que se analizaron en la etapa de
antecedentes, principalmente de Prada (2015) y Lopez (2007). También se incluyeron
ejercicios y ejemplos que se tomaron de la libreta de apuntes de la materia de Precélculo,
que se menciono anteriormente.

De entre los contenidos reportados del plan de la Unidad Didactica, se incluyeron
problemas que cuestionan al estudiante acerca de las diferencias de funcién con ecuacion,
dominio y rango de funciones, graficas por trozos, en distintos registros de representacion.

3.3.2.2 Cuestionario

El cuestionario fue elaborado con base en los items del material didactico pero de tal
manera que los estudiantes resuelvan mas explicitamente los problemas. El cuestionario
estd conformado por diez preguntas, divididas de la siguiente manera:

e Tres de ellas en representaciéon verbal, donde el estudiante tiene que dar muestra
de sus conocimientos en las definiciones de funcién de dominio y rango de una
funcién, asi como funcién inyectiva, sobreyectiva y biyectiva.

e Otras tres estan en representacién grafica, donde el alumno debe identificar cuales
graficas representan una funcién.

e Por dltimo, cuatro problemas estdn en representacion algebraica con un nivel de
dificultad diferente que los anteriores, pues el estudiante debe ser capaz de
transitar por lo menos en dos representaciones para poder resolverlos.

3.3.2.3. Bitacora

El estudiante puede escribir las preguntas que va haciendo en cada partida del juego, en
cada uno de los renglones de la bitdcora, asi como marcar la respuesta que le dio el
jugador contrario (si 0 no). También podra tachar el nimero de item que descart6 en cada
movimiento.
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3.3.2.4. Cuestionario de profesores

Con la finalidad de conocer la opinién de los profesores de los grupos a los que se les
aplico el disefio, se elaboré un cuestionario, que contiene preguntas relacionadas con la
opinién en general que se tiene del material didactico, asi como fortalezas y debilidades
que ellos puedan sefalar, segin su experiencia y sugerencias para la mejora.

3.4. Analisis de datos

En este apartado se describe el andlisis que se hizo previo a la aplicacion de cada
herramienta conforme a nuestro fundamento teérico, ubicando algunas de las posibles
respuestas en algun conocimiento, concepcion o los distintos niveles de comprension.

Enseguida se muestra un pre analisis de respuestas que pudieran dar lo

estudiantes en la aplicaciéon del cuestionario que va después de algunas jugadas con el
material did4ctico.

Cuestionario

1. ;Qué es una funcién? Da un ejemplo.

Tabla 3.2. Anélisis de datos, pregunta uno.

_ Conocimiento _ Concepcion ____Comprension (contenido)
e Aquella expresion que e Un par ordenado Dados dos conjuntos A,B

tiene f(x). ¢ Una gréfica CR, se define una funcién
e Relacién entre elementos e Una ecuacion de A en B, como una

relacion que tiene la
caracteristica: “A  cada

de un conjunto.
e Es una correspondencia

de conjuntos de nameros.
Es la correspondencia de
dos puntos en dos grupos
distintos.

A todo x le pertenece un
s6lo numero de y.

Es cuando una recta pasa
s6lo por un punto de x, si
la recta pasa por dos
puntos deja de ser
funcién.

2. ;Qué es el dominio y rango de una funcion?

elemento de A se relaciona
con uno y sélo uno de B”

Es una férmula que dice
que a cada conjunto de 4 le
corresponde uno y sé6lo uno
del conjunto B.

Tabla 3. 3. Analisis de datos, pregunta dos, dominio de una funcién.
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Un conjunto.
Los valores de salida.

Toda la recta real.
El eje de la x.
Valores enteros.

Las x en N tal que f(x) tiene
sentido (las x que puede
sustituir de manera directa
en la regla de asignacion).

Tabla 3. 4. Analisis de datos, pregunta dos, rango de una funcion.

Conocimiento
Los valores de llegada.
Un conjunto.

Concepcion

Todo el eje y.

Todos los reales.
Numeros reales que se
toman en una gréfica.

Comprension (contenido)

Los nameros y que
obtenemos al calcular f(x)
(los valores obtenidos luego
de sustituir o reemplazar x).

¢Qué significa que una funcidén sea inyectiva, sobreyectiva y biyectiva?

Tabla 3. 5. Analisis de datos, pregunta tres.

Conocimiento

Uno a uno
Correspondencia

Concepcion

Cada valor del dominio
tenga solo uno  del
contradominio.

¢ Cudl gréfica representa una funcion?

Comprension (contenido)
f se dice inyectiva, si cada
y €EB se ha puesto en
relacién bajo f con uno y
solo un elemento de x € A.
f se dice sobreyectiva en B,
si cada y en B se ha puesto
en relacion bajo f, con al
menos un elemento de
x EA.
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a) b)
: E
4 [ ] P
3 [ ] 3
z ] :
1 [ ] P
§ 4 : z : - ’ z # 4 g B 4 5 H -1 g i H 5 4 B

L] -2 2
» -3 "
» -4 4
£ .

Este grafico representa ay =x, donde x Este grafico representa ay = x, donde x

solo puede tomar valores enteros solo puede tomar valores reales

Tabla 3.6. Anélisis de datos, pregunta cuatro.

Conocimiento Concepcién prension
Contenido.- Se observa que
La identidad siempre es una La gréfica con dominio en pasando una barra vertical
funcién. todos los reales. toca s6lo un punto, por lo
tanto las dos imagenes son
funciones.
Epistémico.- Las dos

graficas representan una
funcién, ya que cumplen
con la definiciéon de que a
cada elemento del dominio
le corresponde uno y solo
uno del rango.

5. ;Cual de las siguientes expresiones representa una funcion? (Grafica tu respuesta)

Tabla 3.7. Andlisis de datos, pregunta cinco.

Conocimiento Concepcion Comprension
Le corresponde mds deun  Una funcién se representa Epistémico.
valor a cada elemento del con f(x).

conjunto de salida.

Pasa solo por un punto.
Pasa la prueba de la linea
vertical.
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Comprension nivel Epistémico

Tabla 3.8. Comprensién del nivel epistémico, pregunta cinco.

Expresion

¢Es funcion?

(Por qué?

Gréfica

4x—-8=0

No

Esuna
ecuacion,
doénde la x
toma valores
de una
incognita.

;

f(x) =4x—8

Una variable
depende de
otra es una
relacion,
ademads es una
funcion
porque solo
toma un valor
al sustituir
cuaquier real
enx.

6. Identifique cudl de las siguientes representaciones es una funcion.

Concepcion

Cuando el estudiante conteste que las dos representaciones
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7. De los siguientes conjuntos:
¢ Defina si son funciones.

e Realice dos cambios de representacién de ello (tabular, algebraico, geométrico o
verbal).

Nivel de comprension de investigacion

G ={(a,2a):a € R}

* Es una funcién ya que a cada uno de ellos le corresponde s6lo un elemento del
conjunto de llegada es decir; cada real tiene su doble y es tnico.

1.- La relacion de un numero real con su doble.

2- X f(x)
-2 -4
-1 -2
0 0
1 2
2 4
3 6

H ={(lal,a):a € R}

e No es una funcién ya que no cumple con la definicién, pues le corresponde dos
elementos del conjunto de llegada, esto muestra con un ejemplo, sea x = 3
entoncesy =30y = —3.

Wk R(OININ(R
o

2- f(x)=x

8. Indica cual de las siguientes graficas representan una funcion.
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9. Grafique las siguientes expresiones e identifique si son una funcién, en caso de
serlo defina su dominio y rango.
0, x €EQ
=]

, x €1

Comprension.- (Epistémico).- Es una funciéon con D = R R = {0,1}
Concepcion.- No es una funcién porque no es continua
Conocimiento.- Es una funcién D = {0,1} R = R

1, x>0
h(x)={0, x=0
-1, x<0

Comprension.- (Epistémico).- Es una funcioncon D = R R = {0,1, -1}
Concepcion.- No es una funcién porque no es continua o porque esta expresada
con una letra diferente a la f(x)

Conocimiento.- Son muchas funciones

10. Identifique si la siguiente expresion es una funcién, en caso de serlo defina si es
inyectiva, sobreyectiva o biyectiva en los ntiimeros reales.

w(x)=1-2x
Nivel de comprension de investigacion (aqui se pueden dar todos los niveles)
Es una funcién sélo toca un punto en su rango

Es inyectiva
Seay=1-2x y=1-2w
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1-2x=1-2w
—2x = —2w
X=w

Es sobreyectiva ya que siempre corta al eje de las y
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CAPITULO 4. RESULTADOS

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos en las cuatro aplicaciones del
material didactico y las distintas herramientas en nivel licenciatura asi como media
superior.

Como se indic6 en el capitulo anterior de la metodologia, se realiz6é una revisién del Plan
de Estudios de la Licenciatura en Matematicas de la Unidad Académica de Matemadticas.
Se observé que en los dos primeros semestres se ensefia el tema de funcién, en el capitulo
2 y 4 respectivamente. Se decidi6 trabajar con los contenidos del primer semestre porque
eran los que iniciaban con las principales caracteristicas de la funcién, que son el dominio,
imagen, inyectiva y sobreyectiva, como se muestra en la Figura 8.

Conceptos que fueron vistos en el curso que se llevé de Precélculo.

UNIDAD DE COMPETENCIA 4 TOTAL DE HORAS DEL
SEMESTRE QUE SE LLEVA LA

UNIDAD DE COMPETENCIA
AID ATS ATI
Expresar las relaciones funcionales entre dos conjuntos, en sus diferentes representaciones: tabular, analitica,
grafica y verbal; para reconocer el cambio de una magnitud (variable dependiente) respecto de otra (variable
independiente).
Desempeiios Saberes Tedricos/Declarativos Saberes Procedimentales Competencias Genéricas
Funciones como relaciones
especiales entre conjuntos
Interpretacion de un conjunto de
Determinar dominic e imagen de las|Funciones en los diferentes coordenadas que componen a Capacidad critica y autocritica
funciones elementales: constante, lineal, | registros: tabular, analitico, grafico Juna funcion en los diferentes
cuadratica, exponencial, radicales, wvalor|y verbal registros (numérico, algebraico | Compromiso con la calidad
absoluto, logaritmo, seno y coseno; y aquellas y grafico).
definidas a trozos a partir de éstas. Dominio, imagen y pre-imagen
como un conjunto de valores
Reales
Representar las funciones elementales en los | Funciones elementales (lineal, Identificar las graficas,
diferentes registros (evaluar expresiones |cuadratica, exponencial, radicales, |expresiones algebraicas o
algebraicas, construir tabulaciones, graficar|valor absoluto, logaritmo, verbales que representan a las
parejas ordenadas), primero a lapiz y después | trigonométricas, funciones a funciones elementales.
con el apoyo de software de graficacion. trozos.

Manejar la calculadora o
Igualdad, identidad, e inversa de software grafico
funciones

Funciones acotadas y no acotadas.
Uso de signos en las funciones (-
,+, raiz, valor absoluto): variacion |Reconocer el comportamiento

grafica por medio de: grafico de las funciones al
~f{x) f{-x), operar (uso de signos -, +) y
Transformar funciones a través de variar sus Raiz(f(x) vy Abs(f{x) variar los parametros
parametros;  traslaciones  horizontales y
verticales: Traslaciones horizontales v
fix)+b; fix+a), verticales: Determinar los cambio que
reflexiones: fix)+b; f(x+a) sucede en el dominio e imagen

Figura 8. Capitulo 4 del Plan de Estudios de Precalculo
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UNIDAD DE COMPETENCIA 2 TOTAL DE HORAS DEL
SEMESTRE QUE SE LLEVA LA
UNIDAD DE COMPETENCIA
AID ATS ATI
Usar el concepta, caracteristicas y distintos registros de la funcion definida como relacion, tanto para la
determinacian si una relacion es o no funcion, como para la caracterizacion de una que si lo es, para la
construccion de funciones con caracteristicas especificas v para la resalucion de problemas de aplicacion.,
Desempeios Saberes Tedricos/Declarativos | Saberes Procedimentales Competencias Genéricas

Identificar el concepto de funcion en sus
distintas representaciones; asi como
determinar  la  sobreyectividad e
inyectividad de funciones elementales.

Identificara en los diferentes registras
(algebraico-analitico, grafica, verbal y
tabular) las funciones por sobre
aquellas que salo son relaciones; asi
tomo |as primeras propiedades de
gstas: ser inyectiva y ser
sobreyectiva.

Reconocera las componentes de una
funcion: dominio, recorrido;
caracterizandolas como conjuntos
tapologicos en R.

Reconacer las funciones
elementales: palindmicas,
exponenciales, logaritmicas,
trigonometricas.

Determinar si una funcion
elernental es inyectiva y/o
sobreyectiva.

Clasificar a las funciones de acuerdo a
sus caracteristicas especificas.,

Relacionara las propiedades de las
funciones de ser inyectivas y
sobreyectivas, con los conjuntos que
definen a la funcion.

Modificar los conjuntos de
definicion de las funciones
para cambiar las
caracteristicas de
inyectividad y/o
sobreyectividad.

Aplicar el concepto de funcion en la
resolucion de problemas en distintos
tontextos.

Identificara el concepto de funcion
como relacion univoca entre
magnitudes o variables, y sus usos,
en diferentes contextos

Identificara las propiedades
de ser inyectiva/o
sobreyectiva, de las
funciones, asi coma los
daminios y recorridos
adecuados, cuando se
presenta este concepto en
diferentes fenomenas:
problema del calentamiento-

Capacidad critica y autocritica

Compromiso con la calidad

Figura 9. Capitulo 2 del Plan de Estudios de Calculo Diferencial de la UAM
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Aplicacion

4.1. Reporte de actividades de la primera aplicacion

La primera aplicaciéon del material didactico propuesto se realiz6 en la Universidad
Politécnica de Zacatecas, ubicada en Fresnillo, Zacatecas, con estudiantes de segundo
semestre de la carrera de Ingenieria Industrial. Se efectué los dias 20 y 21 de febrero del
2017 y su duracion fue de dos médulos de 90 minutos cada uno, en un horario de 6:00 -
8:00 p.m. y 8:00 - 10:00 p.m., respectivamente. Los estudiantes tenian edades en un rango
de entre 30 a 45 afios de edad, la mayoria casados, trabajan por las mafianas y estudian por
las tardes, habian dejado de estudiar por algian tiempo.

En el primer moédulo se imparti6 un repaso del tema funciéon matematica a los
estudiantes.

La didactica del repaso fue de la siguiente manera.
Tabla Analisis. 1. Actividades del repaso, en la primera aplicacién.

1 Presentacion de la relacién entre conjuntos en niimeros reales.
e Repaso de los nameros reales (digitos, naturales, enteros, racionales e irracionales).
e Una relacién entre dos conjuntos A y B se define como un subconjunto de AxB.
e Una funcién es una relaciéon pero con ciertas restricciones.
2 Definiciéon de funcién
Dados dos conjuntos 4, B € R, se define una funcién de A en B, como una relacién que tiene
la caracteristica: “A cada elemento de A se relaciona con uno y sélo uno de B”
3 Ejemplos de funciones y no funciones
a) b)

f(x)=4x—-8
1
fe=—
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[
| Funcién parabola

Funcion ctibica :
3

Funcidn a trozos

Funcioén raiz

Funcién a trozos no son funciones :
4 Verificacion de la linea vertical en la representacion grafica. A los estudiantes se les
explicé que una manera de verificar si una expresiéon geométrica representa una funcion es
por medio de una linea vertical y hacer un escaner parecido al cédigo de barras que se

muestra en la siguiente imagen.
Si al pasar la recta por todo el eje de las abscisas, ésta toca s6lo un punto, entonces se
dice que la expresién es una funcién. Si toca dos o mas puntos de la recta, entonces la

expresion no es una funcién sino una relacion.

788492

808274
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7

Dominio de una funcién
Dominios continuos y discretos

Las x en R tal que (x) tiene sentido (las x que puede sustituir de manera directa en la
regla de asignacion.

Rango de una funcién

Rangos continuos y discretos
Los ntimeros y que obtenemos al calcular f(x) (los valores obtenidos luego de sustituir
o de reemplazar x)
Algunos ejemplos con el uso de Geogebra para visualizar el comportamiento de
algunas expresiones.

En la siguiente seccion de las clases se aplico el material didactico Adivina cudl. En

el aula se contaba con:

Un proyector.

Pizarrén.

Un par de tableros del material didactico Adivina cual.

20 alumnos (S6lo 3 no habian asistido un dia anterior).

Cuadernos y plumas.

Una camara de video (enfocando a los estudiantes).

Tarjetas para anotar el nimero de elemento que elegian.

El tablero tenia los siguientes items:

Tabla Analisis. 2. ftems del material didactico.

1
f(x)=;

)
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B fe) =+

1, x>0
h(x)={0, x=0
-1, x<0

x f(x)
"/ 1
0 0
1 /3 Q
2 1
T (0
g g

G ={(a,a®):a € R}

La relacion de

un ndmero real con
su doble.

R TR R R ]

4x -8 =0

---------------

La estatura de

un nifio respecto a su

edad

Los items anteriores ya presentados en el material didactico se observan en la

siguiente imagen.
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Figura 10. Material didactico.

Para motivar a los estudiantes a esforzarse a competir en el juego, se les ofrecié que
el equipo ganador tendria un punto extra en un parcial. Se pudo observar que algunos
tomaron su libreta de apuntes para repasar lo de la clase anterior y otros cuestionaban a
sus compafieros “;qué significa que una expresion sea una funcioén?”.

Se hicieron cuatro equipos de cinco estudiantes. A continuacién se presenta lo
sobresaliente que sucedi6 en cada partida.

Partida 1.- En un inicio compitieron el equipo 1y 4, con algo de dudas y nervios
porque eran los primeros en participar.

En esta primera jugada se les daba mas tiempo para que alcanzaran a tachar el
namero de fichas que iban bajando. Pero aun asi podemos observar en la siguiente imagen
que no alcanzaban a tachar toda la informacién, por lo que no nos da mucha informacién.
Lo etiquetaremos de la siguiente manera:

Partida: P
Numero: 1, 2,...

Ganador o perdedor: Go P
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Por ejemplo las siglas P1G significa partida namero uno y fue el equipo ganador,
en cambio P1P es de la partida uno pero el perdedor.

ADIVINA CUAL. Bitacora de Juego

Jugada Pregunta Respuesta items descartados
L HONG [#23456785 1011 12 13 1415 16" 17718

2 Si No [12345678910111213 14 15 16 V7 18
8 na | Si No |12345678910111213 1415 16 17 18
4. ) Si No |123456789# 111213 14 15 16 17 18
5, Si No |1234567891011 1213 14 15 16 17 18
6. Si No [12345678910111213 14 1516 17 18
7 Si No |12345678910111213 14 1516 17 18
8. Si No (1234567891011 1213 14 15 16 17 18
% Si No (1234567891011 1213 14 15 16 17 18
10. Si No |12345678910111213 1415 16 17 18

Figura 11. Bitacora del equipo P1P

En la siguiente imagen podemos ver que en la primera pregunta, toman
elemento ntimero 18 que no es una funcién, por verlo diferente a las funciones prototipo.

ADIVINA CUAL. Bitacora de Juego

el

@cia | Pregunta Respuesta ftems descartados
1. Si N6 |$23X4567891011 1213 14 15 16 17 3§
2 T B No |12y458/4 89104 1213 14 15 16 17 18
3, Bt o % No |12845K784 1017 12 13 14 18 16 17 18

T4 | N 5 Si N6 N RSABSASS 16 313 K 18 1647 18
B ) st No [12345678910111213 14 15 16 17 18
6. o Si No |1234567891011 1213 14 15 16 17 18
7. ‘ Si No |1234567891011 1213 14 15 16 17 18
8. ) - Si No |1234567891011 1213 14 15 16 17 18
9. Si No |12345678910111213 14 15 16 17 18
10. Si No |1234567891011 1213 14 15 16 17 18

Figura 12. Bitacora del equipo P1G

En esta partida gano el equipo que sus respuestas se reflejan en la segunda imagen.
Sin embargo, pudimos observar que ganaron por cuestiones de azar.

Partida 2.- Aqui participaron el equipo 4 y 2. Volvia a participar el equipo ganador

de la partida anterior.

Tugada |
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ADIVINA CUAL. Bitacora de Juego

Pregunta

8910

Figura 13. Bitacora del equipo P2G

Respuesta Items descartados
f Si No | 1254567891011 1213 1415 16 17 18
"Si No |1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
s e M " | si M6 |123456789 10111223 14 15 16 17 18
o | st Mo |12345678910111213 14 15 16 17 18
o ' 5 No |1234567891011 1213 14 15 16 17 18
S Si No |1234567891011 1213 14 15 16 17 18
o Si No |12345678910111213 14 15 16 17 18
- St No |12345678910111213 14 15 16 17 18
T8t No |1234567891011 1213 14 15 16 17 18
Si No |1234567 1112 13 14 15 16 17 18
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En esta partida podemos observar en la imagen anterior que arrojan pocos datos
para analizar debido que ganaron por adivinar el namero 13, no por haberlo descubierto
por conocimientos.

Este equipo atin tenia algunas tarjetas en su tablero, por lo que sintié que ya iba
perder, mencioné el nimero, a ver si le atinaba y por cuestiones de azar si era el nimero
13 la tarjeta del equipo contrario y ganaron.

Esta experiencia nos deja como advertencia de regla, decir el elemento hasta que
tengan dos tarjetas o elementos atin arriba del tablero.

ADIVINA CUAL. Bitacora de Juego

[ugada o Pregunta 7 | Respuesta | Items descartados -
1 Si o6 2246 ¢78910 11 1213 14 15 16 17 18
2. . SRS | 87 No |1234567891011 1213 14 15 16 17 18
5 1 [ Si No [12345678910111213 14 1516 17 18
L ' ; [ Si No |1234567 8094011 12 13 14 15 16 17 18
5 | /¢ ' | si-No |12345678910111213 14 15 16 17 18
6. | . [si No |1234567891011 1213 14 15 16 17 18
7. | I [ 5i No |12345678910111213 14 15 16 17 18
8. | B | Si No [12345678910111213 14151617 18
7 7 st §2J1 23456780910111213 14 15 16 17 18

Figura 14. Bitacora del equipo P2P

El equipo 2 nos arroj6 mas datos, como lo vemos en la Figura 19, tachan los
elementos que dejan arriba y dejan en blanco los elementos que bajan, por lo que acotan
rapido el namero de tarjetas.

En la siguiente pregunta ;tu elemento es una funcién? Saben discernir cudles
corresponden a una funcién, por lo que se observa un conocimiento del tema.

En todas las preguntas que el equipo hizo, lo hicieron muy bien, estaban por ganar
ya solo tenian dos tarjetas, pero se enfrentaron a perder por cuestiones de azar y tiempo.

Partida 3.- En esta partida participé nuevamente el equipo 4 y de nuevos jugadores
los estudiantes del el equipo 3.

Vamos a observar ya nuevas preguntas entre los participantes, es decir la
experiencia de los juegos pasados para ambos equipos fue de ayuda para plantear
preguntas de tal manera que pudieran descubrir mds facilmente el elemento del equipo
contrario.

Gano el equipo de la figura 21 el namero tres, esta partida fue realmente ganada
por descubrir el elemento del equipo contrario con estrategias de conocimiento
relacionado al tema.

Es importante mencionar que el equipo ganador, antes de jugar estaban platicando
entre ellos algunas dudas que tenian del juego y del tema funcién, se ayudaban entre ellos
para ganar. Estudiaron algunas definiciones antes de participar.
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ADIVINA LL AL. Bitacora de Juego

Jlugada l;’rucgunm" N Rupuuh i Items de\cartados
1‘ Iy elorenta  +10n 2 E,“l No [F2345678910 M 1213 415 16 17 18
il i y | st No ’E*ﬁ"l”"“’“17”“1““‘1’“‘
g AP " T T et hnnputye
- . ) ) N 2 > 7 ¢ 415 16 17 1«"«
5 > | Si N6 [1234567891011 121314 15 16 1778”'
i Si No [1234567891011 1213 14 15 16 17 18

Si No 1 ?45h7801()llI"'H]-llvlh]/Ih‘

8. '

| o o | Si No [1234567891011 1213 13 14 15 16 17 18
Q ” =
N - ] - | Si No |1234567891011 12111413101/ 1%
10. | I & Nn i B0] 4R A2 QI AN A0 AR AB A4 A e so on |

Figura 15. Bitacora del equipo P3P

ADIVINA CUAL. Biticora de Juego

Jugada | reg [T ah o
J |7 WP ,I regunta - » | Rj’*guei‘ﬂ f\ o o Item% descartaTos o
y : ' CpL N e cn Lo d rerse o 7‘77: L::L‘T:;%;‘ 78910 12 13 415 16 I"Fz_
v — 1S D 2B v ‘%Qjﬂllljlluhlhl 18
4 L oo d o | S No |T2345678950m1 121514 151617 18 |
5. | o e Rillr @27¢) feerely ~— ‘(j'_)\‘f\‘ T',,,zif 6784510 111213 14 15 16 17 18 |
T 7Y o o s {ﬁjlﬁgitsvmﬂwnn 12 13 14 hmrTH
s o (€ | P M 1234567891011 1213 14 15 16 17 18 |
. | St No [12345678910111213 1415 16 17 18 |
= B o i \1:\;‘,Llijjs»msumﬁPunhﬂ,l 18 |
“ N | Si_ No \71;}45:» 89101112 13 14 15 16 17 ml

Figura 16. Bitacora del equipo P3G

Partida 4.- En esta ultima partida se dividié el equipo ganador de la partida
anterior, era un equipo de cuatro integrantes por lo que fue de dos vs dos.

Fue una partida en la que se pudieron observar con mas detalle los movimientos de
los participantes, en cada pegunta que formulan analizaban més detenidamente cuales
tarjetas descartar. Mientras tanto los demés compafieros estaban apoyando a sus favoritos.

ADIVINA CUAL. Bitacora de Juego

T};:éada Pregunta o Respuesta Items descartados )
L. Si N6 (1234867891011 121514 15 16 17 18
2 i e | Si Mo | 123456985 10 14 12 13 315 16 17 18
3. Si Ne |1234567890 111213 14 15 16 17 18
1 ) 87 No 1234567891011 1213 14 15 16 17 18
5 Si N« [12345678091011 1213 14 15 16 17 18
| e a Si No (1234567891011 1213 14 15 16 17 18
7 - B | si No |[12345678910111213 14 15 16 17 18
8. | - o | st No [1234567891011 1213 14 15 16 17 18
o [ | st No [1234567891011 1213 141516 17 18
w0 Si No |1234567891011 1213 14 15 16 17 18

Figura 17. Bitacora del equipo P4G

Los jugadores de figura 22 fueron los ganadores. Como podemos ver hacen
preguntas relacionadas a los sistemas de representacién, por lo que les lleva a descartar
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mas f4cil. Siendo los ganadores y como observadora puedo decir que si sabian del tema en
comparacién de sus compafieros, ya que en la clase que se destin6 de repaso se veia que
participaban en la clase.

Al terminar el juego se sintieron mas motivados y se veia en sus rostros que se
mostraban alegres ante la situacion.

ADIVINA CUAL. Bitacora de Juego

Jugada Pregunta Respuesta | ftems descartados
Si Ne 1234567891011 1213 14 15 16 17 18

Si. N 1234567891011 1213 14 15 16 17 18

Si No |12345678910H 121314 15 16 17 18
Si No |12345678910 111213 14 15.16.17 18
Si No |1234567891011 1213 14 15 16 1
Si No |123456789101112 13 14 15 16 17 18
'[:'»1'\,\*-.».;\.;;1;[v.|;1x;,.1~;\
1234567891011 1213 1415 16 17 18

Si No ;32?4""\ 891011 12:13 14 15 16 17 18
Figura 18. Bitacora del equipo P4P

Los jugadores de la imagen anterior, uno de ellos batallaba en algunas partidas
para descartar los elementos, ante lo cual su compafiero le explicaba cémo realizarlo para
ganar. Ambos jugadores, a pesar de que perdieron, se fueron motivados por llegar a la
partida final y ademds por obtener un punto extra en su parcial siguiente del tema de
derivadas.

Reflexion

Dar un punto extra al equipo ganador, los motivé ain mds para ganar en las
partidas.

Al terminar de competir todos los equipos, se destiné una sesién para la aplicacion
de un cuestionario que fue elaborado con problemas que pudieran ser resueltos con base
en la clase de un dia anterior.

También se les pidi6 que anotaran (en la parte superior derecha) si fue de agrado
interactuar con el material didactico, a lo que la mayoria de los estudiantes escribieron un
si, excepto un estudiante que por cuestiones de tiempo no anoté su comentario.

La mayoria de los estudiantes no resolvieron los ultimos problemas del
cuestionario, a algunos les parecié complejo de resolver, pero en su minoria por cuestiones
de tiempo ya que se termino el tiempo de la sesién y se les tuvo que retirar el cuestionario.

Los siguientes problemas son los que se aplicaron:
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Cuestionario

Lee con atencién lo que se pide en cada instruccion, contesta con pluma y en caso de
borrar, enciérralo y contintia con tu respuesta.

1. ;Qué es una funcion?
Tabla. Anélisis. 3. Descripcion de las respuestas de los alumnos en el cuestionario,
pregunta uno.

Descripcion Cantidad de
alumnos
No contesto 2
Tiene algtn tipo de conocimiento (correspondencia o asignacion) 13
Concepcion de gréfica 1
Tienen una comprension del tipo contenido 3

Nivel de comprensidn contenido

B No contesto
M Tiene algun conocimiento
m Concepcion

Comprension de nivel contenido

Figura 19. Nivel de comprensién

2. (Qué es el dominio de una funcién? ;Qué es el rango de una de una
funcién?
Tabla A. 4. Descripcion de las respuestas de los alumnos en el cuestionario, pregunta dos.

Descripcion Cantidad de alumnos
No contest6 3
Tiene algtn tipo de conocimiento 5
Concepcién de todo el eje x 11
Tienen una comprension del tipo contenido 0
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Problema 2

m No contestd
B Conocimiento
m Concepcion

" Comprension de contenido

S Av

Figura 20. Problema dos

3. Analice si las siguientes graficas son funciones y justifique su respuesta

a) b)
5
E
4 ] ]
3 ] 3
2 L] ]
1 L] 4
€ 4 . z : _15 B z * 4 £ -é -d -5 -2 -1 i 7 H 5 4 B
]
» -2 2
L] -3 3
. e )
] .
Este grafico representa av =x, donde x Este grafico representa ay = x, donde x
solo puede tomar valores enteros solo puede tomar valores reales
Tabla A. 5. Descripcion de las respuestas de los alumnos en el cuestionario, pregunta tres.
Descripcion Cantidad de alumnos
No contest6 1
Tiene algtn tipo de conocimiento 0
Concepcion de funcién discreta 1
Tienen una comprension del tipo contenido 14
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' Tienen una comprension del tipo epistémico ‘ 3

r Problema 3 1

B No contesto
m Concepcidn

m Comprension de contenido

1 Comprensidn nivel epistémico

Figura 21. Problema tres

4. (Cual de las siguientes expresiones representa una funciéon? (Grafica
tu respuesta)

Expresion ¢Es funcion? (Por qué? Grafica
4x—-8=0
f(x) =4x—8
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5. Indica cuél de las siguientes gréficas representan una funcién.
a) b)
z
{2
1
' o - . { 1 2 3
c) d)
T
. .
-1 i
—— g

Tabla A. 6. Descripcion de las respuestas de los alumnos en el cuestionario, pregunta
cinco.

Descripcion Cantidad de alumnos
No contest6 0
Tiene algtn tipo de conocimiento 17
Concepcién 2
Tienen una comprension del tipo resolucion 17

de problemas
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r Problema 5

 No contestd

m Conocimiento

m Concepcion

= Comprension resolucion de
problemas

Figura 22. Problema cinco

6. Grafique las siguientes expresiones e identifique si son una funcion,

en caso de serlo defina su dominio y rango.

_ (0, x €Q
f(x)_{l x €1

)

Tabla A. 7. Descripcion de las respuestas de los alumnos en el cuestionario, pregunta seis

A.
Descripcién Cantidad de alumnos
No contesto 14
Tiene algtn tipo de conocimiento 4
Concepcion 0
Tienen una comprension del tipo epistémico 1
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Problema 6 A

M No contesto
B Conocimiento
m Concepcién

" Comprension nivel epistémico

Figura 23. Problema seis A

1, x>0
h(x)=40, x=0
-1, x<0

Tabla A. 8. Descripcion de las respuestas de los alumnos en el cuestionario, pregunta seis
B.

Descripcién Cantidad de alumnos
No contest6 11
Tiene algtn tipo de conocimiento 6
Concepcion 1
Tienen una comprension del tipo epistémico 1
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Problema 6 B

H No contesto
m Conocimiento
m Concepcion

Nivel de comprension epistémico

Figura 24. Problema seis B

7. Identifique si la siguiente expresion es una funcién, en caso de serlo
defina dominio y rango.

w(x)=1-2x

Tabla A. 9. Descripcion de las respuestas de los alumnos en el cuestionario, pregunta siete.

Descripcion Cantidad de alumnos
No contest6 8

Tiene algtn tipo de conocimiento 7
Concepcién 2

Tienen una comprension del tipo resolucion 2

de problemas
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Problema 7

Tabla A. 10. Tabla de resultados en general del cuestionario.

Descripcion

Las  funciones  son
representan  una  ecuacion.
Vanegas (2013).

El problema ntmero 4 del
cuestionario se puso con la
finalidad de analizar si los
estudiantes distinguian
entre una ecuaciéon y una
funcioén.

Pero podemos observar que
los estudiantes tienen la
concepcion de que una
funcién se puede
representar con una
ecuaciéon; es decir, no se
distinguen el papel de x
como variable e incégnita.
Una de las dudas que
tenfan los  estudiantes
cuando resolvian el
cuestionario fue:

Maestra ;se equivocd en

Figura 25. Problema siete

H No contesto

M Conocimiento

m Concepcion

Comprensidn de resolucion de
problemas

|
|
\
|
1
|
|
i

Evidencia
| Expresién | ;Es funcién? | ;Por qué? | Grafica
B-b=0 15 {5 sdo Lﬂj
por un Pt -
% |
2
flx)=4x-8 g? iébrqw solo
Ygse pol
RS
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este problema? Esta
repetido

Les respondia que
verificardn bien si eran
iguales.

Describir las wvariables por
medio  de las literales
usualmente empleadas. Lépez
(2007).

No es de la forma F(x) o
bien tiene una letra distinta
a f tal es el caso de w(x)
(escribieron x, ).

Una grifica representa una
funcion  si  es  continua,
entendida la continuidad como
un sinénimo de secuencia o de
no interrupcion desconociendo
las  funciones definidas por
partes o a tramos. Prada
(2015).

Dificultades  relacionadas
con la continuidad.
Asociacion de funcion con la
de par ordenado, asociacion de
correspondencia tinica entre
pares de elementos e incluso
entre pares de conjuntos.
Prada (2015).

Este tipo de respuestas se
observaron en diferentes
cuestionarios, olvidando la
parte fundamental de “uno
y s6lo uno de llegada”
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7. Identifique si la siguiente expresion es una funcién, en caso de serlo defina
dominio v rango.

@(x)=1-zx <o &Q\fmma Como vou Q\N\er\ QOFKO\?

| ;Es funcién? | ;Por qué? | Grifica

!Uo es\w ‘

1 1
ben

€ X (¢ fmclo ]

Gty 2™

3. Analice si las siguientes graficas son tunciones y justitique su respuesta
E,‘ WNoes Q\\x\s‘\n}\ o Qe ole

d eo O;OC‘(‘;(\ ya Qe +ome
- Noma voloes Erieve
&

dodos Voo wloes

solo puede tomar valores reales
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Transito de registros de
representacion.
Dificultades en tareas de
pasaje de registro grifico al
algebraico (poca relacion con
otros registros).

Garcia, Vazquez e
Hinojosa (2004)

Jaimes (2012)

Lavaque et al. (2006)

Representacion geométrica
para visualizar si son
funciones.

Necesitan un apoyo visual o
grdfico mds que analitico para
comprender si una expresion
dada es una funcion, debido a
la carencia de competencias
algebraicas. Prada (2015)

Se les mostr6 que si
pasamos una recta vertical
en la gréafica y toca dos
puntos entonces no era una
grafica y viceversa. Por lo
que ellos

Relacionan como eje de las x
como el dominio de la funcion
y el eje de las y como el rango.
Loépez (2007) afirma que los
estudiantes conciben el
conjunto de los reales como
el dominio de -cualquier
funcién (el dominio de una
funcién es siempre todo el
eje de las abscisas).

Se comprueba que
efectivamente se presentan
este tipo de errores, no
queda claro qué es el
dominio y rango de una
funcién.

Mejoras derivadas de esta aplicacion:

e Establecer en las reglas del juego que no pueden dar su elemento sélo al azar.
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e Ellos mismos al final deben decir, de acuerdo a las preguntas que hicieron, el por qué
acertaron o no en el juego.

e En la bitdcora colocar un espacio para que el estudiante pueda anotar el namero de
elemento que eligi6 él y el jugador contrario.

e Poner mas elementos en el registro tabular y verbal.

4.2. Reporte de actividades de la segunda aplicacion
Sesion de aplicacion de nivel medio superior (Colegio Santa Elena de la Universidad de la
Vera Cruz). Miércoles 29 y jueves 30 de marzo de 2017.

Poblacién: 23 estudiantes de cuarto semestre de preparatoria.
Metodologia:

e Se hicieron 5 equipos de cuatro estudiantes y un equipo de 3, a consideracién del
profesor encargado de la materia.

e Sedieron las instrucciones antes de comenzar el juego.

e Se les entreg6 una bitdcora por equipo junto con un papel, para poner el nimero del
elemento que eligieron, se opté por esta idea del papel ya que al dejar la tarjeta
enfrente como en el juego original, los alumnos que estuvieran de espectadores,
podrian pasar la voz al equipo contrario de la tarjeta que se hubiera elegido.

e Dos tableros, se identificaron como equipo rojo y azul, para ello se colocaron unas
calcomanias redondas en cada tablero con la finalidad de mencionarlos por colores
durante la competencia, asi como para nombrar equipo ganador y orden de turnos
para preguntar.

e La duracion del juego en total fue de una hora y media, porque fueron seis equipos, y
en algunas partidas se equivocaban al dar las respuestas o en descartar los items y
esto ocasionaba que no llegardn a descubrir el objeto del equipo contario, por lo que
tenian que rectificar toda la partida.

e Con el fin de agilizar tareas, conforme los equipos iban perdiendo iniciaban a
contestar el cuestionario.

¢ Nuevamente, en acuerdo con el profesor, el equipo ganador obtuvo un punto extra.

e Se les permiti6 sacar la libreta de apuntes durante el juego, esto con la finalidad de
que ellos repasaran algunas definiciones. Cabe mencionar que esto no afecta en el
analisis, ya que a lo mas que pueden alcanzar, observando los apuntes, es una
comprension de contenido.

e Aplicacion de los items y cuestionario general.

Fue una experiencia en la que los estudiantes se sintieron en una competencia,
interesados por el premio, buscaban en sus libretas las ideas que les llevara al triunfo de
cada partida.

Los estudiantes hicieron preguntas como las siguientes:

¢ Tu elemento es una funciéon?
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¢Es una relacion?

(Es una tabla?

¢Es una parabola?

¢;Su funcién es una relacion?

¢Esta expresada con un enunciado?
¢Es cuadratica?

¢(Es algebraica?

¢Tu funcién es decreciente?

;Tiene irracionales?

¢Es una grafica?

¢Tu funcién es a tramos?

¢Tu funcién es a trozos?

¢Es funcién escalonada?

(Su expresion tiene ntimero real?
;Su elemento tiene un dominio discreto?
;Su elemento tiene asintotas?

Existieron algunas discusiones acerca de juna funcion es a trozos o a tramos?
¢Tiene ntimeros irracionales? Esto sucedi6 ya que ellos habian visto en clase funciones a
trozos, escalonadas y a tramos.

Evidencias

Tabla A. 11. Descripcién de algunas concepciones de los estudiantes, en la segunda
aplicacion.

Descripcion Evidencia |
Los alumnos tienen la
concepciéon de

representaciones gréficas de
funciones con dominio
discreto, no son funciones.

Los estudiantes necesitan un
apoyo grafico para responder
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si una expresion es una
funcién o una ecuacion.
Asocian que es necesario ser
tabulada una expresiéon para
que pueda llegar a ser una
funcién.

Tiene un f (x)

Consideran que la parabola
ubicada de manera
horizontal es una funcién.

Se muestra el andlisis de tres problemas de los siete del cuestionario ya que iban mas
acorde en el nivel de los estudiantes.

Problema cuatro

Tabla A. 12. Descripcion del problema cuatro del cuestionario, segunda aplicacién.

Concepciéon del dominio
discreto no es una funcion

Conocimiento de funciones
escalonadas

Responden que las dos son
funciones, es decir tienen
un nivel de comprensién de
contenido. (En este
problema el alumno puede
alcanzar un nivel
epistémico, pero en la
aplicaciéon se observé que
respondieron  por el
escaneo en las gréficas).

15

4
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Nivel de comprension

= Concepcion de expresiones con dominio discreto = Conocimiento de funciones escalonadas

= Comprensién del nivel contenido

Figura 26. Segunda aplicacién, problema cuatro.
Problema 5 a)

Tabla A. 13. Descripcion del problema cinco A del cuestionario, segunda aplicacion.

No contestaron Concepcion Conocimiento Comprension

7 1 8 6

Problema 5 a)

= No contestaron = Concepcion
= Conocimiento = Comprension resolucién de problemas

= Comprensién epistémico s
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Figura 27. Segunda aplicacién, problema cinco A.
Problema 5 b)

Tabla A. 14. Descripcion del problema cinco B del cuestionario, segunda aplicacién.

No contest6 Concepcion Conocimiento

5 6 11

Problema 5 b)

= No contest6 = Concepcién = Conocimiento

Figura 28. Segunda aplicacion, problema cinco B.
Problema 6

Tabla A. 15. Descripcion del problema seis del cuestionario, segunda aplicacién.

No contest6 Concepcion Conocimiento Comprensién nivel
contenido
1 6 3 12
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Problema 6

= No contesté = Concepcién = Conocimiento = Comprensidn de resolucion de problemas

Figura 29. Segunda aplicacion, problema seis

En general se observo que a los estudiantes les gust6 interactuar con el material
didéctico, pues no se presenté desorden durante la aplicacion del juego, los alumnos
estaban estudiando para la competencia. Cuando estaban en la partida buscaban sus
apuntes para corroborar preguntas y respuestas.

La mayoria de los estudiantes respondieron en el cuestionario que el material
didéactico les gusto.
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4.3 Reporte de actividades de la tercera aplicacién
Poblacion: 19 alumnos de cuarto semestre de nivel medio superior.

Aplicacién en dos médulos de 50 minutos cada uno (en un médulo es la partida de
juego adivina cudl y en el segundo médulo es la aplicacion del cuestionario).

El profesor encargado de la materia que prest6 el grupo para aplicar, nos explicaba
que los alumnos ponian mas atencién en las clases que el grupo anterior, ademéds que iban
mas avanzados en el contenido y que era un grupo que se apasionaba por competir entre
ellos mismos.

Lo anterior se pudo confirmar, ya que el grupo desde el momento en que se entr6 al
salon de clases se observé la disponibilidad que tenian, ellos mismos hacian ya sus
equipos, la mayoria estaba estudiando con ayuda de sus compafieros y libretas.

Cuestionario

Se les aplic6 el cuestionario general, el que fue disefiado para la aplicacién en la
licenciatura de matematicas, se tomo la decisiéon de hacerlo porque el profesor consideraba
que ya estaban aptos para hacerlo, es decir ya habia visto todos los contenidos que
abarcaba el cuestionario, ya habian visto los temas mas no pudieron contestar del todo.

A diferencia del grupo anterior de la aplicacién a este grupo no se le permitié sacar
su libreta en el momento de contestar el cuestionario. En el momento de contestar el
cuestionario fue donde algunos alumnos estaban inquietos, se escuchaban comentarios
como: “esta muy dificil”, “Esto no lo hemos visto”, “Hasta el juego ibamos muy bien”. Por
lo que se les pedia que contestaran sélo los problemas que estaban relacionados con los
temas que ya habfan visto. Cabe mencionar que si habia estudiantes motivados al
responder el cuestionario, hacian célculos y experimentaban sus respuestas, preguntaban
lo que no sabfan o no entendian en el problema.

De manera general, podriamos decir que:

Se les dificulté contestar el problema ntmero siete, ya que al momento de leerlo
decifan que no habian visto representaciones.

La definicion de funcién inyectiva, sobreyectiva y biyectiva se les olvido
completamente a la mayoria.

En el momento de graficar querian hacer uso del software Geogebra.

Los problemas en representaciéon algebraica se les dificultaban mas que los de
representaciéon geométrica, es decir necesitan un apoyo grafico para identificar si cierto
objeto matemaético correspondia con ser una funcién.

Identificaron el eje de las x y y como dominio y rango respectivamente de una
funcién, (dibujan un plano cartesiano y sefialan los ejes con los nombres).

De igual manera que en el grupo anterior, la mayoria de los estudiantes sefialaron
que expresiones con dominio discreto o graficas a trozos no son funciones.
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Partidas

Los items del juego son los generales, que se presentaron anteriormente. Los
estudiantes olvidan cudl elemento es el que eligieron y después tienen que levantar la
tarjeta para recordar qué caracteristicas tenia y asi responder con un si o un no la pregunta
que se les hace. Ademds que tratan de elegir el elemento més dificil para que no sea tan
sencillo de adivinar, pero en el momento de tener que responder las caracteristicas que
posee el elemento no pueden contestar, aun viendo los apuntes de la libreta.

El equipo ganador final de todas las partidas se gan6é un punto extra cada integrante.

Fueron tres partidas, dos de ellas con cuatro equipos diferentes y el equipo ganador
de cada partida jugo al final.

e Primera partida: un equipo de mujeres contra un equipo de hombres, ambos
se mostraban competitivos entre ellos.

Gano el equipo de las mujeres quien eligié el item ntmero 4 (la parabola acostada)
como su objeto, descubrié el elemento del equipo contrario el item namero 15 (funcién
identidad con dominio discreto).

Hicieron preguntas como: ;Es una grafica? ;Trazando una linea recta toca sélo un
punto? ;Tu elemento es una funcién? ;Tu elemento tiene dominio discreto? Cabe
mencionar que al momento de hacer la primera pregunta los estudiantes descartan la gran
parte de los items.

Los estudiantes hacian la pregunta ;Tu elemento es una funcién? Pero no sabian
descartar los elementos que no eran funciones, si éstos no estaban en representaciéon
geométrica, presentaban la necesidad del registro grafico para constar si es o no una
funcioén.

e Segunda partida: dos equipos mixtos, en los cuales no participaban todos los
integrantes, unos se sentian timidos u otros simplemente no se les veia el
interés de participar.

En esta partida gano el equipo que eligi6 el item ntimero 8 (una funcién a trozos),
descubri6é el elemento del equipo contrario el cinco (representaciéon geométrica de la
hipérbola).

Paso algo peculiar en esta jugada: los dos equipos llegaron a las dos tarjetas arriba en
el tablero, sin tener la correcta, por lo que tuvieron que rectificar nuevamente cada
pregunta y descartar nuevamente los items. Duré mas tiempo ya que los estudiantes
tenian dificultades en distinguir si eran funciones los elementos que no estaban en
representacion geométrica.

En esta partida se hacen preguntas como: ;Su elemento es una grafica? ;Es una
funcién continua? ;Es una pardbola? ;Su elemento es una funciéon? ;Su funcién es lineal?
¢Su funcion es algebraica? ;Su funciéon es de un grado?
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En la bitacora de los equipos se puede observar que los estudiantes bajaron tarjetas
que no cumplian con ser funciones o graficas de acuerdo a lo que corresponde a las
preguntas, es por eso que tienen que rectificar més de una vez las tarjetas que eligen.

e Tercera partida: los jugadores fueron los dos equipos ganadores de las
partidas anteriores. Estuvo con mds competencia, ya que la experiencia de los
juegos pasados les ayudo a formular mejor las preguntas a realizar, asi como
el item que eligieron para no ser descubiertos. Conforme fueron avanzando
en las partidas se puede observar que se hacian preguntas con mas dificultad.

Se hicieron preguntas como:

Equipo ganador del primer lugar: ;Su elemento es una grafica? ;Su elemento es una
funcién? ;Su grafica pasa por el origen? ;Su elemento es una funcién identidad?

Equipo ganador del segundo lugar: ;Su elemento es una grafica? ;Su elemento es
una funcioén a trozos? ;Su elemento es una funcién cuadratica?

En esta partida el equipo ganador sélo tiene una dificultad durante la partida en
identificar si las funciones a trozos pasan por el origen. El equipo contrario se confunde en
el momento de llenar la bitdcora, por lo que no es posible analizar sus movimientos
durante la partida.

Aunque no hubo mejorfas en cuanto al material, nos sirvi6 de experiencia en
tiempos e indicaciones.

4.4 Reporte de actividades de la cuarta aplicacién

La aplicacion de los instrumentos se 1levé a cabo los dias 11 y 12 de mayo de 2017, en dos
modulos, uno en cada dia, con una duracién de una hora respectivamente. En el primer
modulo se jugd con el material didactico y en el segundo la aplicacién del cuestionario de
los 10 ejercicios.

Se aplic6 con una poblacién de diez estudiantes de segundo semestre de la UAM-
UAZ, que ya habian llevado un primer bloque de materias (dlgebra superior, geometria
euclidiana, Precdlculo, laboratorio de calculo geometria, l6gica y teoria de conjuntos y
tratamiento de la informacion digital), y que actualmente cursaban un segundo bloque
(algebra superior II, geometria analitica, cdlculo diferencial, laboratorio de calculo y
geometria II, matematica discreta e inglés I).

En el médulo de la aplicacion del material se usé una cdmara de video para grabar
las respuestas y jugadas de los estudiantes, se cont6 con el apoyo de las bitdcoras que
fueron llenadas por los estudiantes y de tres hojas de maquina que tenfan impreso los 18
items del material, esto con la finalidad de que el estudiante pudiera observar el objeto
matemaético que eligi6. Los tableros del material didactico se dividieron en colores rojo y
azul, por medio de unas calcomanias que se colocaron en los tableros de madera. Los
equipos se formaron conforme los estudiantes se acomodaron, consideramos que fue por
amistades.
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Las reglas que se les dieron a los jugadores fueron dos:

e Las preguntas sé6lo se pueden contestar con un si o un no.
e S6lo se puede preguntar el nimero del item contrario.

Para iniciar cada partida se lanzaba una moneda al aire seleccionando dguila o sello
y el equipo que ganaba comenzaba a preguntar en el juego.

Partida #1

Dos equipos, el primero de color rojo, conformado por mujeres, lo etiquetamos de la
siguiente manera PIR (partida, uno, rojo) y el segundo por hombres que lo llamaremos
P1A (partida, uno, azul).

Entre los didlogos que se describiran enseguida se dara la observacion (Obs.) y el anélisis
(An.) de las jugadas correspondientes a cada equipo.

Los equipos PIR Y P1A eligieron el mismo item, sin ellos darse cuenta.
P1A - ;Es una funcién?
P1IR - Si.

Obs. - El equipo baja del talero los elementos que corresponden a los ntimeros 4 y 18,
dejando atin elementos que no correspondian en el tablero. Se les cuestionaban que si
estaban seguros de sus respuestas a lo que ellos contestaron - Si.

An. - Los alumnos de P1A identifican los elementos correspondientes de una funcién en
representaciéon geométrica pero en otro registro no lo identifican.

PIR - ;Su elemento esta en representacion gréfica?
P1A - Si.
Obs. - Eliminan todas las tarjetas de correspondientes a gréficas.

An. - El equipo no tiene dificultades para identificar las expresiones que corresponden a
una representacion grafica.

P1A - ;Esta en representacion grafica?
PIR - Si.
Obs. - El equipo hace la misma pregunta que el anterior.

An. - De igual manera, los estudiantes no presentan dificultades para identificar las
tarjetas que se encuentran en el registro gréfico.

P1R - ;Esta definida en todos los reales?

P1A - No.
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Obs. - Se les dificulta distinguir si son todos los reales el dominio de la pardbola y = x? por
ver s6lo una parte de ella en la grafica. Pero después de que el equipo analiza la respuesta
a dar se dan cuenta de que efectivamente la parabola tiene por dominio todos los reales.

An. - Logran definir de manera correcta los dominios de las funciones en partes y de
dominio continuo.

P1A - ;Su dominio son todos los reales?
P1IR - No.

Obs. - El equipo muestra dificultades para distinguir las expresiones que tienen su
dominio son todos los reales, entre comentarios entre ellos suben y bajan tarjetas, hasta
estar seguros de haber bajado las correctas.

An. - Debido a que los estudiantes estan indecisos en descartar las tarjetas, dejan la
bitacora, como muestra que bajaron las nimero 2, 5 y 15, aunque en la observacién del
video se ve que en realidad s6lo descartaron 2, 10 y 17 después de un lapso de haber
analizado los objetos.

P1R - ;Su funcién es continua en su dominio?
P1A - No.

Obs. - Por parte de los dos equipos se tiene confusién acerca de la continuidad en el
dominio de la funcién y en todos los reales, por lo que ambos equipos se guian con
continuidad en todos los reales para responder y descartar las tarjetas y no precisamente
en lo que se habia preguntado.

An. - La confusion de la continuidad o la falta de comprensién en la continuidad en el
dominio, lleva al equipo a PIR a descartar las tarjetas 15 y 18 que efectivamente son
continuas en todo su dominio pero también lo cumplian las que dejaron arriba, que es el
casodela4y 5.

P1A - ;Esta evaluada en cero?
P1R - No.

Obs. - El equipo P1A ya tenia dos fichas en su tablero pero ellos no quisieron preguntar el
namero del elemento, asi hicieron la pregunta anterior, de la cual descartaron la nidmero
15, que efectivamente estaban en lo correcto, pero ya no tenfan oportunidad de preguntar,
hasta el siguiente turno.

An. - P1A identifican que el item ntimero 5 precisamente no esta evaluado en cero o no
pasa la grafica por el punto cero.

P1R - ;Su funcién es la 5?

P1A - Si.
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Obs. - El equipo ganador fue P1R, aunque al final no sabian cudl item elegir, tenian el 4y 5
que ellas consideraban que habian cumplido con todas las caracteristicas.

Figura 30. Bitacora del equipo P1R

Figura 31. Bitacora del equipo P1A

En esta primera partida gané el equipo PIR, del cual se pudo analizar que las estudiantes
mostraron sus habilidades en sus preguntas y en descartar los items en sus jugadas.

Partida #2

En esta jugada sigue participando el equipo ganador PIR de la partida#1l el cual lo
nombraremos de manera distinta segtin el namero de la partida P2R. Se integran cuatro
alumnos al equipo del tablero azul, el cual etiquetaremos de la siguiente manera P2A
(partida, dos, azul).

P2R - ;Est4 en representacion gréfica?
P2A - No.

Obs. - El equipo P2R distinguen de manera correcta cudles son los items que se
encuentran en representacion geométrica.

An. - Ahora jugaran con elementos algebraicos, tabulares y verbales de los cuales seran
diferentes a la partida anterior.

P2A - ;Est4 en representacioén gréfica?

P2R - No.
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Obs. - En la bitdcora del equipo P2A no encierran la respuesta que les da el equipo
contrario de si o no, pero se puede ver en el video que el equipo contrario les contesta que
no. También reconocen los elementos pertenecientes a la representacion gréfica.

An. - De la misma manera que el otro equipo, jugardn con otras representaciones
diferentes a la gréfica.

P2R - ;Su elemento se encuentra en representacion verbal?
P2A - No.

Obs. - Distinguen los dos que se encuentran en representacion verbal 12 y 16 item sin
ninguna dificultad.

An. - Las estudiantes ya hacen preguntas diferentes a la anterior debido a que en su
tablero tienen representaciones diferentes a la grafica.

P2A - ;Esta representada a trozos?
P2R - Si.

Obs. - Los estudiantes de manera rapida bajan las tarjetas que creen que no corresponden
a funciones a trozos.

An. - Como sélo tenfan en representacién algebraica, tabular y verbal, descartaron los
items que no se encontraban en representacién algebraica. Aqui es importante mencionar
que no se observé que los estudiantes hicieran un andlisis de los item en representacién
tabular, sélo los eliminaron, aunque efectivamente no pertenecian a funciones a trozos.

P2R - ;Su elemento tiene dominio en todos los reales?
P2A - Si.

Obs. - En la bitdcora no aparece tachada la respuesta del equipo ni los items que
descartaron, pero se ve que las estudiantes eliminan de manera correcta aquellos items que
no tienen dominio en todos los reales.

An. -
P2A - ;Su funcién es la ocho?
P2R - Si.

Obs. - El equipo P2A ya sélo tenian dos tarjetas arriba del tablero por lo que ya les
correspondia decidirse por un item para ganar, tomaron el ndmero ocho que
efectivamente era el correcto.

An. - Los estudiantes trataron de hacer preguntas que descartaran el mayor namero de
tarjetas posibles, por lo que la estrategia les ayudé a ganar. Ellos observaban las tarjetas y
veian qué tenian en comun para poder asociarlas a sus preguntas.
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Figura 32. Bitacora del equipo P2R

Figura 33. Bitacora del equipo P2A

Gano el equipo P2A, por lo que al final se les pidié que se hicieran dos equipos de cinco
integrantes cada uno para una tltima partida. Es importante aclarar que a los estudiantes
se les dio tiempo libre en cada pregunta y respuesta, esto con la finalidad de que ellos
tuvieran la oportunidad de analizar las expresiones de cada jugada, asi como para que
ellos compartieran sus ideas.

Ahora partida #3 se etiquetan los equipos rojo y azul de la siguiente manera P3A (partida,
tres. azul) y P3R (partida, tres, rojo).

P3R - ;Estd en representacion gréfica?
P3A - No.

Obs. - Seleccionan aquellos items que estdn en representacion grafica y los descartan
rapidamente, para seguir con el juego. Las mujeres son las que mds participan en este
equipo P3R.

An. - Se puede ver que hacen preguntas al inicio del registro grafico, considerando que se
pueden eliminar mas tarjetas en un inicio.

P3A - ;Su funcién estd en representacion grafica?
P3R - Si.

Obs. -

An. -

P3R - ;Su elemento es una ecuacién?
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P3A - No.
Obs. - Distinguen una ecuacién de una funcién.

n. - Los alumnos observan que en el tablero existe una ecuacién y aunque no les sirve
An. - Los al b 1 tabl t 1
para descartar varias tarjetas, dan muestra de sus conocimientos e ideas.

P3A - ;Su funcién es continua en cero?
P3R - No.

Obs. - Se puede ver que los estudiantes s6lo bajan una tarjeta la nimero dos, aunque ésta
sea continua en cero.

An. - Se tiene dificultad en distinguir si la parabola es continua en cero. Ellos consideran
que no por la representacion grafica que ven de ésta.

P3R - ;Esta en representacion de conjuntos?
P3A - Si.

Obs. - Con la ayuda de esta pregunta el equipo logra descartar gran parte de las tarjetas,
dejando sé6lo dos en el tablero, esto les permitird que la préoxima jugada ya poder dar un
numero para descubrir el objeto matematico contrario.

An.- El analizar las tarjetas les permite a los estudiantes plantear las preguntas adecuadas
que los lleven a ganar.

P3A - ;Su elemento tiene dominio en todos los reales?
P3R - No.
Obs. - Eligen bajar el namero 10 (funcién a trozos) para descartar.

An. - A pesar de que analizaron por unos momentos los items no tenian caracteristicas
que descartaran varias a la vez.

P3R - ;Su elemento es el 1?

P3A -S5i.

Obs. - Los items que quedaron al final s6lo eran dos, que dieron uno al azar y si lo
acertaron.
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Figura 34. Bitacora del equipo P3R

Analisis del cuestionario

Ahora pasaremos al analisis de la aplicacion del cuestionario, de la cual anteriormente ya
se explic6 que se destiné una hora para que los estudiantes lo resolvieran, pero sélo se
llevé 50 minutos de la aplicacion, ya que unos terminaron en 30 minutos, otros en 40.

Con base en la revision del cuestionario, una parte de los estudiantes universitarios
que se analizaron tienen concepciones de funciones prototipo, dificultades para distinguir
de la definicién de funcién y de funcién inyectiva, en graficar el conjunto solucién de una
ecuacion, confusiéon de la representaciéon de una funcién con dominio discreto con la
funcién parte entera.

Enseguida, en la Tabla 4.1. se presentan evidencias de lo que se detect6 en el
analisis.

Tabla 4. 1. Analisis del cuestionario.

Concepcion  de la
pardbola rotada, sigue
siendo funcién.

Es de la forma F(x)
“Describir las variables
por medio de las
literales usualmente
empleadas (escribieron
x,y)”. Lopez (2007)
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Tréansito de registros de
representacion.

Dificultades en tareas
de pasaje de registro
algebraico al geométrico

Lo anterior lo
mencionan:

Garcia, Vazquez e
Hinojosa (2004)

Jaimes (2012)

Lavaque et al. (2006)

Dificultad en distinguir
la correspondencia de
las variables en la
definicién de funcién y
funcién inyectiva.

Uno de los estudiantes
le llama funcién parte
entera a una funcién
con dominio discreto, se
queda con la idea del
parecido con la funcién
parte entera.

Dificultad para graficar
la solucibon de una
ecuacion.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES

En este apartado se presentan las conclusiones de este trabajo, para ello retomaremos el
objetivo general planteado y los particulares:

Objetivo general:

Proponer un material diddctico para analizar la comprension del concepto de funcion matemdtica en
el nivel educativo superior.

Objetivos especificos:

e Explorar las caracteristicas deseables de materiales didacticos existentes.

e Revisar los aspectos contemplados en las propuestas didacticas en torno a la
funcién, asi como algunas de las dificultades, obstaculos, errores y concepciones
que presentan los estudiantes al estudiar el concepto.

e Analizar las caracteristicas de la funcién contempladas en el aula.

e Disenar y validar el material.

Con base en lo planteado y en el andlisis hecho, podemos decir que las
caracteristicas que debe tener el material didactico para que cumpla el objetivo de analizar
la comprensién del concepto de funcién en el nivel educativo superior son:

v Contemplar las distintas representaciones (Geométrico, algebraico, tabular
y lenguaje verbal). Es decir, incluir una misma funcién en sus diferentes registros con
el fin de que el estudiante identifique que se trata de la misma funcién.

v Confrontar las posibles concepciones alternativas de los estudiantes. Dentro
del analisis de distintas investigaciones que abordaron las principales concepciones
que presentan los alumnos en el tema, se toman algunas de ella para aplicarlas en
nuestro material didactico, de esta manera podemos analizar con mas facilidad la
comprension, teniendo estos items en especifico.

v Tener como apoyo la bitdcora del juego que también tomd un papel
importante para el analisis, ya que en ella se podia visualizar los pasos que hizo el
estudiante en cada partida y jugada.

En la exploracion de las caracteristicas deseables de materiales didacticos existentes,
encontramos que éstos deben de ser faciles de manipular, de facil acceso y motivadores
para el estudiante. Aunque existe una gran diversidad de materiales didacticos para la
ensefianza de las matemadticas, es importante decir que cada uno de ellos cumple con el
objetivo de apoyar en la ensefianza de algunos temas.

En la revisiéon de los aspectos contemplados en las propuestas didacticas en torno a la
funcién, estudiamos algunos de ellos que se presentan de manera general con los
estudiantes como dificultades, obstaculos, errores y concepciones. Se tomaron aquellos
que fueran ad hoc con lo visto en el plan de estudios, en el nivel educativo el alumno
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podria resolver con el conocimiento adquirido durante las clases. Dos de los items que
causaron conflicto en los estudiantes fueron los siguientes, ya que descartaban la primera
imagen de no ser funcién, mientras que el jugador contrario la mantenia como funcién, lo
cual hacfa nunca poder adivinar el objeto matemaético y ellos mismos entrar en discusién,
de si es 0 no es una funcién.

4 L]

Fue enriquecedor el jugar con este item, pues el estudiante debatia y daba sus argumentos
para defender sus ideas, de lo cual nosotros inferimos que estaba comprendiendo con base
en nuestro marco referencial de las actividades de comprension: la explicacion, la
ejemplificaciéon, la aplicacién, la justificaciéon, comparaciéon y contraste, la
contextualizacién, y la generalizacién. Al final se daba la conclusion y entre ellos mismos
se convencian de que efectivamente es una funcién.

El analizar las caracteristicas de la funcién contempladas en el aula fue una experiencia en
la que se permiti6 observar la manera en la que la docente ensefaba, los ejercicios y
ejemplos que se presentaban en cada sesioén, para posteriormente tomar algunos de ellos y
poner en confrontacion el conocimiento del estudiante. Por ejemplo, como el siguiente, fue
un item en el que el alumno no identificaba su representacion tabular y gréfica.

H={(|la|,a):a € R}

El disefiar y validar el material fue un proceso divertido y enriquecedor, pues el disefio
tuvo diferentes etapas e ideas que se discutieron para optimizar la que proporcionaria a
los estudiantes para que analizaran. La validaciéon del material en sus diferentes etapas,
fue un redisefio de éste, pues en cada aplicaciéon surgian detalles que hacian una mejora
del material.

Recoger datos de manera escrita, videograbaciones, cuestionarios del estudiante y del
profesor, bitdcora del juego, son elementos que fortalecieron los resultados en cada
aplicaciéon y permitieron asi tener un mejor disefio.
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Capitulo 5. Conclusiones

En cuanto a la comprensién de los estudiantes, podemos decir que existen diferentes
niveles, unos muestran sus habilidades y conocimientos, otros alcanzan un nivel de
comprension de contenido, de resoluciéon de problemas, de nivel epistémico, incluso hubo
casos de estudiantes que tienen un nivel de comprensién nivel investigacién, segin
Perkins (Ver Tabla 2.1).

Recomendaciones
Estar convencidos de que el uso de materiales didécticos ofrece tantas ventajas dentro del

aula y no son una pérdida de tiempo es una de las opciones que se deben tomar para que
se den buenos resultados, pues recordemos que el alumno tomara una actitud, segtn la
manera que el profesor se lo presente.

Ser cuidadosos con el tiempo que se destina para aplicar cada actividad como lo
son, el uso del material didactico y aplicaciéon del cuestionario, de tal manera que el
estudiante pueda contestar sin presién y ésta no intervenga en sus respuestas. Cuidando
siempre, no darles las respuestas, sino mas bien, encaminarlos a que reflexionen cada una
de sus ideas y puedan tener éxito en el juego, ganando por conocer y comprender el tema
y no por cuestiones de adivinar.

Llevar mas de un par de tableros, si el grupo a aplicar es numeroso ya que con uno
se puede salir el grupo de control, llevando mas se pueden hacer equipos y el profesor
s6lo observar la manera de jugar y contestar de los alumnos. Es importante mencionar que
el material es de fécil acceso si se adaptan casilleros de blanquillos simulando el tablero y
asi se pueda llevar tantos materiales como se requieran.

En el momento de la aplicacion ser extremadamente atento para poder analizar y
conectar cada pregunta, respuesta y comentario que los estudiantes hagan en su momento.
Que mejor que sea el profesor el que aplique dicho material, pues éste conoce la forma de
pensar y aprender de sus alumnos y asi puede indagar mejor en la interpretaciéon de sus
resultados.

Ideas para futuras investigaciones
El material didéctico desarrollado en esta investigacién se puede adaptar para una gran

diversidad de temas en los diferentes niveles educativos como secundaria, bachillerato y
superior. Por ejemplo el tema de ecuaciones algebraicas en sus diferentes registros de
representacion, en el cual se puede ir aumentando el grado de dificultad para contestar
segun sea el nivel de los estudiantes. A manera de experiencia les comparto que esta idea
yo la apliqué recientemente con mis estudiantes de secundaria, adaptdndolo a su nivel y
contexto que presentaban, obteniendo resultados favorables. Pude observar las limitantes
que ellos presentaron al jugar, asi como las fortalezas y conocimientos que mads se
aprendieron y sin duda una motivacién por ganar en cada una de las partidas.
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Comprension del concepto funcion en el nivel superior. Su andlisis mediante un material diddctico

Es importante advertir que como con cualquier otro juego, la solucién después de
un tiempo de haberlo jugado se puede volver memoristica. Es decir, podrian grabarse que
algunos objetos matematicos del juego son funcién, sin tener comprendido el por qué.
También es importante decir que durante la aplicacién del material, en una de las partidas
los estudiantes ganaron al final, no porque supieran sino porque dieron la respuesta al
azar y ésta fue acertada. En torno a esto, el material se podria aplicar mds ocasiones para
perfeccionar los items planteados, para delimitarlos por niveles educativos y también para
aumentar el nimero de item que permitieran evitar en la medida de lo posible estos
inconvenientes.

Hacer competencias a nivel escuela en las que se hagan grupos mixtos como
equipos y asi compacte sus conocimientos, fomentando la convivencia y talleres de
conocimiento dentro de la institucién.

Reflexion como profesora

Como lo mencioné en un inicio, en mi experiencia al haber trabajado con materiales
didécticos en un taller de difusién, para mi era un tema de interés pues observaba que su
uso era de apoyo para un mejor aprendizaje en los temas especificamente de matematicas.
Ahora, al concluir este trabajo, es satisfactorio haber aportado uno de ellos,
especificamente para estudiantes de nivel superior, donde se observé que hay pocos. Y se
reafirma que es interesante y motivador trabajar de manera ltdica sus conocimientos.

Al aplicar el material didéctico se pudo observar la motivacién que se generaba en
los estudiantes, incluso en aquellos que generalmente se mantenian apartados de la clase,
se acercaban con interés a participar, sorprendiendo a sus profesores.

Como profesora me queda esa buena experiencia de que, con ayuda de los
materiales didécticos, se puede despertar el interés por aprender matematicas en los
alumnos de cualquier nivel de una manera divertida, donde el estudiante explora y
analiza su propio conocimiento.

El término de este trabajo representa el inicio de una nueva etapa que tanto he
estado esperando con alegria, la cual es llevar el conocimiento a nuevos alumnos. Y es
ahora que tengo la oportunidad de ensefiar matematicas a estudiantes de nivel secundaria,
donde aplico un material didactico al término de cada eje de los bloques segtin sea el tema
visto se adapta, obteniendo de igual manera resultados favorables.

Observo que el reto no es llevar materiales didacticos solamente a los alumnos,
sino también a los demds profesores que estan en busca de mejorar su practica docente,
compartiendo ideas y resultados de implementarlo en sus aulas de trabajo.

Como profesores, el utilizar diversos métodos de ensefianza nos ayuda a entender
la manera de aprender de nuestros diferentes estudiantes. Es decir, de los que se tenia la
idea de que batallaban para entender las matematicas, con ayuda de otros métodos nos
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Capitulo 5. Conclusiones

podemos dar cuenta de que su manera de comprender es diferente a la que le estamos
ensefiando y que siempre es bueno innovar en nuestra forma de trabajar, pues cada
estudiante es diferente y por lo tanto se le debe ensefiar diferente.

El ser profesora es una oportunidad maravillosa de entrar al mundo del
conocimiento, descubriendo en cada estudiante aprendizajes nuevos y tinicos, como lo son
ellos.
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ANEXOS

ANEXO 1. Extracto de la planeacién de la Unidad Didactica de
Precalculo.

UNIDAD DE COMPETENCIA 2

TOTAL DE HORAS DEL
SEMESTRE QUE SE LLEVA LA
UNIDAD DE OOMPETE_NCIR

AID ATS ATI

Usar el concepto, caracteristicas y distintos registros de la funcion definida como relacion, tanto para la
determinacion si una relacion es o no funcion, como para la caracterizacion de una que si lo es, para la
construccion de funciones con caracteristicas especificas y para la resolucion de problemas de aplicacion.

Desempeiios

Saberes Teoricos/Declarativos

Saberes Procedimentales

Competencias Genéricas

Identificar el concepto de funcion en sus

distintas representaciones; asi
determinar la sobreyectividad
inyectividad de funciones elementales.

como

e

Identificara en los diferentes registros
(algebraico-analitico, grafico, verbal y
tabular) las funciones por sobre
aquellas gue sdlo son relaciones; asi
como las primeras propiedades de
éstas: ser inyectiva y ser
sobreyectiva.

Reconocera las componentes de una
funcion: dominio, recorrido;
caracterizandolas como conjuntos
topoldgicos en R.

Reconocer las funciones
elementales: polinomicas,
exponenciales, logaritmicas,
trigonomeétricas.

Determinar si una funcion
elemental es inyectiva y/o
sobreyectiva.

Clasificar a las funciones de acuerdo a

sus caracteristicas especificas.

Relacionara las propiedades de las
funciones de ser inyectivas y
sobreyectivas, com los conjuntos que
definen a la funcion.

Madificar los conjuntos de
definicion de las funciones
para cambiar las
caracteristicas de
inyectividad y/o
sobreyectividad.

Aplicar el concepto de funcion en

la

resolucion de problemas en distintos

contextos.

Identificara el concepto de funcion
como relacion univoca entre
magnitudes o variables, y sus usos,
en diferentes contextos

Identificara las propiedades
de ser inyectiva/o
sobreyectiva, de las
funciones, asi como los
dominios y recorridos
adecuados, cuando se
presenta este concepto en
diferentes fendmenos:
problema del calentamiento-

Capacidad critica y autocritica

Compromiso con la calidad
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ANEXO 2. items.

4x —8 =0 f(x) =4x—8

yz =X H = {(]al,a):a € R}
”; f”(/x) f(x)

2 2 X X

0 0 T/ 1
1/ —1/ 0 0

1 1 {f =

1 1 8/ 5

5




0, X E
1

= o

f(x) ={

1, x>0
h(x) =40, x=0
-1, x<0

G ={(a,2a):a € R}

La relacion de un nimero real con
su doble.

La estatura de un nifo respecto a

su edad.
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ANEXO 3. Cuestionario para estudiantes

Universidad Auténoma de Zacatecas nidad Académica de
Unidad Académica de Matematicas Matematicas
Cuestionario

Lee con atencion lo que se pide en cada instruccién, contesta con pluma y en caso de
borrar, enciérralo y continta con tu respuesta.

¢Qué es una funcién? Da un ejemplo.

¢Qué es el dominio y rango de una funcién?

(Qué significa que una funcién sea inyectiva, sobreyectiva y biyectiva?

¢Cual gréfica representa una funcion?
a) b)

m
&
i
*
.
"
w
&
o

Este grafico representa ay = x, donde x Este grafico representa ay = x, donde x
solo puede tomar valores enteros solo puede tomar valores reales
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5. ¢Cual de las siguientes expresiones representa una funcion? (Grafica tu respuesta)

Expresion ¢Es funcién? | ;Por qué? Grafica
4x—-8=0
f(x) =4x—8

6. Identifique cuél de las siguientes representaciones es una funcion.

7. De los siguientes conjuntos:
e Defina si son funciones

e Realice dos cambios de representacién de ello (tabular, algebraico, geométrico o

verbal)

G ={(a,2a):a € R}
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H ={(]al,a):a € R}

8. Indica cual de las siguientes graficas representan una funcién.

a) b)

9. Grafique las siguientes expresiones e identifique si son una funcién, en caso de
serlo defina su dominio y rango.

_ (0, x €Q
f(x)_{l, x €1
1, x>0

h(x)={0, x =
-1, x<0
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10. Identifique si la siguiente expresion es una funcién, en caso de serlo defina si es
inyectiva, sobreyectiva o biyectiva en los nimeros reales.

w(x) =1-2x
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ANEXO 4. Cuestionario de opinion para profesores

Universidad Auténoma de Zacatecas

Unidad Académica de Matematicas Matematicas
<“\-'-’ti§\—@j[}g» 40?“ i
Nombre: Edad:
Afios de experiencia docente: Escuela:

Por favor, conteste las siguientes cuestiones de la manera mds honesta posible. Toda

sugerencia o critica recibida servird para la mejora del material, por tanto se le agradece de
antemano que sus respuestas sean profundas y justificadas.

1.

2.

10.

104

¢Cual es su opinion general del material didactico implementado (Adivina cual)?

Considera viable la implementaciéon del material dentro de su préctica docente
cotidiana. ;Si o no y por qué?

De las reglas del juego (hacer preguntas que se respondan con un si o un no, se
puede adivinar el objeto del equipo contrario hasta que se tengan dos tarjetas en el
tablero) ;Cuél(es) cambiaria y por qué?, ;Implementaria alguna otra? ;cual?

Los items del material ;Le parecieron congruentes con el nivel de sus estudiantes?,
¢ Cuél(es) le parecieron més y menos interesantes? Justifique su respuesta.

El tiempo de aplicacion del material ;Le pareci6 adecuado?, ;Cree que podria
incluirse dentro de la planificacién de sus clases en torno al concepto funcién?

Fortalezas o ventajas que observé en los estudiantes en el momento de interactuar
con el material.

Debilidades o desventajas que observé en los estudiantes en el momento de
interactuar con el material.

Alguna sugerencia de modificaciéon para el material.
Si usted lo aplicara con su grupo ;Qué cambios haria en la forma de aplicacién?

Respecto al cuestionario, ¢lo considera adecuado respecto a los conocimientos que
sus estudiantes tenian?

nidad Académica de



ANEXO 5. Bitacora de Juego. ADIVINA CUAL.

Jugada Pregunta Respuesta items descartados
1. Si  No 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
2. Si No 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
3. Si No 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
4. Si  No 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
5. Si  No 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
6. Si No 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
7. Si  No 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
8. Si  No 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
9. Si No 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18
10. Si No 1234567891011 12 13 14 15 16 17 18

Lugar y fecha:

Grado y grupo:

Observaciones:

Integrantes Equipo:
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