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RESUMEN

La Matematica Educativa se ocupa de atender problemas que se presentan en el aprendizaje y
ensenanza de las matematicas, particularmente desarrolla herramientas que permiten explicar
coémo se construye, adquiere y difunde el conocimiento matematico. En esta investigacion nos
centramos en significados variacionales que se pueden obtener sobre la derivada cuando se
incorpora el binomio Modelacion-Graficacion en un escenario de laboratorio experimental con
el uso de tecnologia. Tomamos como eje fundamental la linea de investigacion del
Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV). Se atienden algunas problematicas
documentadas que se generan en torno al aprendizaje de la derivada, las cuales reportan que el
estudio de la ensefianza y aprendizaje de la misma, suele restringirse al empleo de métodos
algoritmicos o se privilegia el empleo de ciertas notaciones. Por otra parte, asumimos un rol
importante para la grafica de una funcién en un sentido méas amplio que su representacion
visual, el cual la considera, en su uso, argumentativa en situaciones especificas para el calculo
diferencial. Estamos interesados en aportar evidencia de que el conocimiento matematico
sobre la derivada no es preexistente, sino que su construccion es normada mediante practicas
sociales como la prediccion y la modelacion desde la Teoria Socioepistemoldgica de la
Matematica Educativa.

En ese sentido se reportan resultados de situaciones experimentales que fueron redisenadas
considerando los elementos del Pensamiento y Lenguaje Variacional, articulados con los
elementos del binomio Modelacién-Graficacion y las construcciones de la Socioepistemologia
del Calculo para una situacion de variacion. Con esta postura epistemologica de practicas
generamos un marco de referencia distinto a como usualmente se trabaja en el discurso
Matematico Escolar, en donde el alumno de bachillerato al realizar la modelacion de
situaciones fisicas concretas en un escenario de laboratorio, desarrolla su pensamiento
variacional y resignifica la derivada.

De esta forma brindamos el redisenio de situaciones experimentales bajo la perspectiva
variacional, donde el conocimiento sobre la derivada, se usa y a su vez, se resignifica.

Palabras clave: Modelacion, graficacion, tecnologia, pensamiento y lenguaje variacional,
derivada.
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ABSTRACT

The Mathematics Education deals with addressing problems encountered in learning and
teaching mathematics, particularly developing tools that explain how to build, acquire and
disseminate mathematical knowledge In this research we focus on variational meanings that
can be obtained on the derivative when the binomial Modeling-Use of Graphs on a stage of
experimental laboratory with the use of technology is incorporated. We as a fundamental axis
of the research Thought and Language Variational (PyLV). Some documented problems that
are generated around learning of the derivative, which reported that the study of the teaching
and learning of it, usually restricted to the use of algorithmic methods or the use of certain
notations are favored are met. Moreover, we assume an important role in the graph of a
function in a broader sense than its visual representation, which considers, in use,
argumentative in specific situations for the differential calculus. We are interested in providing
evidence that the mathematical knowledge of the derivative is not existing, but its construction
is normed by social practices as forecasting and modeling from the Socioepistemological
Theory of Mathematics Education.

In this regard results of experimental situations that were redesigned considering the elements
Thought and Language Variational are reported, articulated elements Modeling-Use of Graphs
and constructions of Socioepistemology of Calculus to a situation of variation. With this
epistemological stance practices generate a different frame of reference to work as usual in the
speech Mathematical School, where high school students to perform modeling of specific
physical situations on stage laboratory develops its thinking and redefines the variational
derivative.

Thus we provide redesign experimental situations under variational perspective, where
knowledge about the derivative is used and in turn, it is redefined.

Keywords: Modeling, graphing, technology, thought and language variational, derivative.
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INTRODUCCION

En esta investigacion se aborda una problemdtica relacionada con la enseflanza y el
aprendizaje de un concepto de gran relevancia en la ensefianza del calculo tanto por su
relaciébn con otros conceptos como por su aplicabilidad en diversas ramas cientificas: la
derivada. En el nivel medio superior este concepto es abordado en el quinto semestre, en
particular en el bachillerato de fisico-matematico de las preparatorias de la Universidad
Auténoma de Zacatecas, donde me desempefio como docente. La motivacion para realizar este
estudio subyace, por una parte, en la experiencia que como docente he adquirido al impartir el
curso de célculo diferencial, misma que me ha permitido detectar ciertas deficiencias en el
aprendizaje de la derivada, sobre todo cuando el alumno no sabe como y cuando emplear el
concepto de derivada en ciertas situaciones problematicas; ademds recurrentemente
estudiantes que han llevado el curso de calculo diferencial emplean frases como: “esto en
donde se aplica”, “para sacar la derivada solo hay que aplicarle la formula”, “qué le hago, con
cudl formula”, entre muchas otras. Geométricamente se quedan mas con la idea momentanea
de que la derivada tiene que ver con la pendiente de la recta tangente, en este caso puntual. Por
otra parte, se encuentran aportes de investigaciones en Matematica Educativa sobre la
comprension del concepto de derivada y la construccion de significados de la misma. Estas
reportan conflictos e inconsistencias entre las construcciones realizadas por los alumnos y lo
que se presenta formalmente en los libros de texto, la falta de contextualizacion, entre otras
cosas. Coincidimos con algunas de ellas, en que la ensefianza de este topico se suele centrar en
lo algoritmico, el empleo de las reglas de derivacion (féormulas) o el tratamiento geométrico
desconectado de lo numérico y lo algebraico. Por lo tanto se propone un acercamiento a la
nociéon de derivada mediante la generacion de un marco de referencia que permita
resignificarla a través de la Modelacion-Graficacion y la linea de investigacion del
Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLV). Es decir, de acuerdo con las observaciones que
hace Cantoral (2013), conviene que el alumno de bachillerato reconozca aspectos constantes y
variables en las graficas de funciones empleando para ello no sélo la tabulacion, el punteo y el
trazo, sino ademads se auxilie con tecnologia (software, calculadoras y sensores) al modelar
una situacion real, esto al trabajarse con la derivada.

En el Capitulo 1 se presentan los aportes de una serie de investigaciones que nos permiten
clarificar, apoyar y delimitar la problematica que hemos detectado en la ensefanza y
aprendizaje de la derivada. Se da cuenta de las investigaciones que se centran en la enseflanza
de la derivada, atendiendo algunas: las relacionadas con experiencias docentes y otras que se
enfocan en distintos niveles educativos. Por otra parte, se presenta la derivada desde diferentes
perspectivas de la matematica educativa, asi como investigaciones que trabajan con los
elementos tedricos que incorporamos en este proyecto: algunos aportes sobre la linea de
investigacion del Pensamiento y Lenguaje Variacional; la grafica considerada mucho mas que
una simple representacion de una funcion, es decir, la grafica como generadora de argumentos
sobre la derivada; el proceso de modelacion matematica; los efectos de un entorno tecnolégico
sobre la ensefianza de la derivada. También se brinda una revision de algunos textos que se
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utilizan con mas frecuencia como apoyo en la Preparatoria de la Universidad Auténoma de
Zacatecas para el estudio de la derivada, que se complementa con la derivada desde la
perspectiva variacional. Cerramos el capitulo estableciendo la pregunta de investigacion, el
objetivo genera, los objetivos especificos y la hipotesis de la investigacion.

El Capitulo 2 contiene la delimitacion de marco teorico, se establecen los nexos entre nuestra
problematica particular y las que son atendidas por la Socioepistemologia. Describimos
brevemente en qué consiste esta teoria, algunos elementos tedricos que empleamos en la
investigacion, sobre todo haciendo hincapié en la importancia que tiene la practica social en la
construccion de conocimiento matematico. En el cuarto apartado se retoman los elementos del
binomio Modelacion-Graficacion y su incorporacion en la investigacion. También se adhiere
la reorganizacion del calculo propuesta por Cordero (1998), denominada Socioepistemologia
del Calculo, particularmente en la situacion de variacion identificamos nuestra propuesta. En
el apartado seis retomamos de la investigacion de Caballero y Cantoral (2013) algunos
elementos teodricos del PyLV que se emplean para justificar el desarrollo del pensamiento y
lenguaje variacional, y finalizamos el capitulo con la descripcion del escenario en que se
desarrollaron las situaciones experimentales.

En el Capitulo 3 se presentan las consideraciones metodoldgicas del proyecto. Se describen las
caracteristicas de los sujetos de estudio y la forma de organizarlos, se detallan los instrumentos
de recoleccion de datos, instrumento de diagnostico y situaciones de variacion (experimentos);
asi como las caracteristicas de los medios tecnoldgicos utilizados para la recopilacion de datos.
También se establecen los materiales requeridos en cada situacion, y los diferentes momentos
de cada una. En total se implementaron tres situaciones en las cuales el eje rector fue la
variacién, y fueron complementadas con tres actividades de simulacion en software de
geometria dindmica.

El Capitulo 4 concentra el analisis de los datos que, describe las producciones de los equipos
mediante extractos de registros escritos, de audios y videos. Lo anterior se lleva a cabo en cada
momento de la situacion. Se consensan en una tabla los significados, procedimientos, proceso-
objeto y argumentaciones generados en cada experimento. Enseguida se conjunta esta
Socioepistemologia del Calculo con los elementos del binomio Modelacion-Graficacion y se
identifican estrategias variacionales y codigos variacionales que se ven reflejados en los
argumentos variacionales. También se analizan las actividades de cierre, comparando lo que
registran por escrito y lo que simularon en el software Geogebra.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo realizado, sefialando
logros y limitantes que se detectaron. Se incluyen algunas proyecciones de investigacion
derivadas de este trabajo, asi como algunas reflexiones personales.

Después de las referencias se enlista una serie de anexos, €stos contienen, entre otras cosas,
cada una de las situaciones de variacion tal y como se implementaron, asi como las imagenes
de las simulaciones en Geogebra.
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Capitulo 1. Antecedentes

En este apartado se presentan algunos aportes
de investigaciones realizadas en Matematica
Educativa enfocados al estudio de Ila
derivada: su  enseflanza;  experiencias
docentes; propuestas de trabajo; y que
emplean la graficacion, la modelacion y la
tecnologia para el estudio de la misma. Se
analiza brevemente la conceptualizacion de la
derivada en algunos libros de texto y desde la
perspectiva variacional. Delimitamos las
caracteristicas del escenario de trabajo, y
finalizamos estableciendo la problematica,
pregunta, objetivos e hipotesis de la
Investigacion.




Capitulo I. Antecedentes

I.1. Ensefianza del Calculo: La Derivada

El problema de la ensefianza y aprendizaje del calculo es mucho mas complejo de lo que nos
pudiéramos imaginar, en particular el aprendizaje de la derivada. Los resultados de numerosas
investigaciones asi lo evidencian. Por ejemplo Artigue (1995) reporta que si bien, se puede
ensefiar a los estudiantes a realizar de forma mas o menos mecénica algunos célculos de
derivadas y a resolver algunos problemas estandar, pero es dificil que logren alcanzar una
comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento del calculo; también
senala que:

... la ensefianza tradicional y en particular la enseflanza universitaria, aun si tiene otras

ambiciones, tiende a centrarse en una practica algoritmica y algebraica del célculo y a

evaluar en esencia las competencias adquiridas en este dominio (Artigue, 1995, p. 97).
Al respecto Cantoral y Farfan (1998) reportan que tradicionalmente los cursos de precélculo se
conforman por un repertorio de procedimientos y algoritmos provenientes esencialmente del
algebra y de la geometria analitica. Influyendo en la ensefianza del calculo en donde se
sobrevaloran los aspectos analiticos y procedimientos algoritmicos, dejando de lado a los
argumentos visuales o a los enfoques numéricos al no considerarlos como procesos
plenamente matematicos. Por lo que consideramos importante analizar investigaciones
centradas en el profesor en este topico matematico y que a continuacion reportamos.

I.1.1. La Ensefianza de la Derivada en el Aula: Experiencias Docentes

Entre las investigaciones centradas en los profesores en relacion a la nocion de derivada
podemos distinguir aquellas relativas al conocimiento del profesor sobre este concepto, y
aquellas que investigan sobre la practica del profesor.

Respecto de las primeras podemos mencionar el aporte de Garcia, Azcarate y Moreno (2006),
quienes estudian y caracterizan las concepciones y creencias del profesor universitario de
matematicas que ensefia calculo diferencial a estudiantes de ciencias economicas. Destaca de
sus resultados que casi todos los profesores siguen una metodologia tradicional para ensenar el
concepto de derivada, basandose en aspectos fisicomatematicos o geométricos y descartando
alternativas innovadoras relacionadas con el campo profesional del estudiante. Ademas, el
desarrollo del tema de la derivada y sus aplicaciones es concebido y orientado por el profesor
mas a resolver ejercicios que a la resolucion de problemas. También reportan que no existe
una unificacion de las concepciones entre los profesores para introducir la nocion de derivada.

Por su parte Badillo, Azcarate, y Font (2011), analizan y describen los niveles de comprension
de profesores de matematicas en ejercicio respecto del concepto de derivada, especificamente
de la relacion entre el objeto complejo derivada en un punto f’(a) y el objeto complejo funcion
derivada f’(x). Para ello emplean la Teoria APOE de Dubinsky incorporando elementos de la
teoria de los registros semioticos de Duval y el enfoque ontosemiotico de la cognicion e
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Capitulo I. Antecedentes

instruccién matematica de Godino, Batanero y Font (2007)'. El esquema de la derivada que
elaboran es el resultado de la coordinacion de dos esquemas previos (uno algebraico y otro
grafico), que son el resultado de la coordinacion de los objetos complejos (@) y f(x), los
cuales a su vez son el resultado de la conexion interna de tres objetos previos: pendiente de la
recta, limite de las tasas medias de variacion y razén de cambio. Los investigadores
detectaron, entre otras cosas, en las respuestas de algunos profesores que confunden o no
diferencian claramente entre f’(a) y f(x).

En la misma linea de investigacion Sanchez-Matamoros, Ferndndez, Valls, Garcia y Llinares
(2012) presentan una caracterizacion de como el profesor en formacidon con especialidad en
matematicas, interpreta el pensamiento matematico de los estudiantes de bachillerato en el
ambito especifico de la derivada de una funcion en un punto. Para ello disefiaron un
cuestionario mediante la seleccion de algunos problemas de otras investigaciones. Los
resultados obtenidos indican que aunque muchos profesores tienen una formacién matematica
adecuada para este contenido matematico, a algunos les resultd dificil describir las
resoluciones de los estudiantes usando los elementos matematicos del concepto, por lo que no
lograron reconocer las caracteristicas de la comprension de los estudiantes. De esta manera:

...tener un cierto nivel de conocimiento del contenido matematico no implica el ser
capaz de hablar de como ese contenido aparece en la resoluciéon de un problema
realizada por un estudiante de bachillerato y generar informacioén sobre su comprension
(p. 5006).

Por otra parte, entre las investigaciones que se enfocan sobre la practica del profesor tenemos
el estudio realizado por Cantoral y Reséndiz (2003), en €l encontramos un andlisis del papel
que juegan las explicaciones’ del profesor en la clase de matematicas cuando usa la nocién de
variacion, especificamente sobre las nociones de funcion y derivada. De acuerdo con los
autores la interaccion discursiva con los alumnos da cuenta de cémo se va construyendo y se
van negociando las explicaciones en la interactividad del docente con los alumnos. Por lo que
el uso de diversos mecanismos discursivos por parte del profesor orienta la participacion de
los alumnos hacia los acuerdos. Es decir, como producto de la investigacion, los profesores no
recurren a la imposicion sino mas bien recurren a diversos recursos o procedimientos hasta
convencer a sus alumnos a fin de validar el contenido establecido en el aula.

Las observaciones hechas por Cantoral y Reséndiz (2003) contemplan también las
interacciones de los alumnos ante el discurso’ del profesor. Por tanto, las explicaciones son un

! Godino, J.D., Batanero, C. y Font, V. (2007). The ontosemiotic approach to research in mathematics education.
ZDM-The International Journal on Mathematics Education, 39(1-2), pp. 127-135.

2 Por explicacion se entiende aquellos recursos discursivos que tienden a comprender una nociéon o idea, un
hecho, objeto, fenomeno, esto es, que van mas alla de una descripcion, para tratar de encontrar las causas que lo
provocan o permiten entenderlo (Cantoral y Reséndiz, 2003, p. 6).

3 .. el discurso se utiliza para subrayar los modos en que el conocimiento se construye e intercambia en el salon
de clases, quién habla, acerca de qué se habla, dé qué manera se habla, qué preguntas son importantes para
quienes hablan, de quién se aceptan ideas y modos de conocer y de quién no, etc. (Sfard, 2002; citado en Cantoral
y Reséndiz, 2003).
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Capitulo I. Antecedentes

recurso del cual se apropian los alumnos para construir versiones distintas a las del profesor y
las cuales modifican la dindmica en el aula. Concluyen su estudio destacando algunas
explicaciones de los profesores en torno a su propia nociéon de variacion:

e La variacién de pardmetros (rota, traslada, la sube).
* La asignacion de un significado geométrico a las funciones: traslacion, inclinacion,
rotacion, desfasamiento, sube o baja, crece o decrece.
* Nociones de movimiento (se desplaza, sube o baja, se recorre, se mueve, corrimiento)
de
o Las gréficas.
o Puntos de referencia como el vértice, el origen, asintota y linea.

* Aproximar valores a un numero.
af
dx
punto de referencia.

como la variacion de los valores del cociente, la variacién de un angulo, o de un

* La sucesion de puntos intermedios.

Finalmente, en el estudio Lopez-Gay y Martinez-Torregrosa (2005) encontramos un ejemplo
de analisis sobre lo que hacen y entienden los estudiantes y profesores cuando usan el calculo
diferencial en las aplicaciones fisicas. Parte de sus resultados muestran que el uso del calculo
se limita a la aplicacion mecénica de reglas. Cuando se les solicita tanto a profesores como a
estudiantes que expresen comentarios y aclaren la solucion de algunos problemas que muestra
la ausencia generalizada de explicaciones o justificaciones, sean éstas correctas o incorrectas.
En consecuencia las expectativas sobre las posibilidades de entender y usar con seguridad el
calculo se ve afectada, opinion que comparten los profesores de fisica de bachillerato sujetos
al estudio. Y por consiguiente la mayoria de los estudiantes al captar esa falta de expectativas
en sus profesores adopta una actitud mecénica en la solucién de problemas.

Nuestro proyecto de investigacion estd disefiado de tal manera que la participacion del
profesor (investigador) sea de orientador, de acompafiamiento cuando el estudiante desarrolla
los experimentos que tienen que ver con problemas concretos ajenos a la ensefianza tradicional
que esta acostumbrado. Pues al no trabajar con expresiones algebraicas el estudiante tiene que
poner en juego una matemadtica funcional (sus conocimientos previos y habilidades para ir
desarrollandolos), otros recursos para justificar sus respuestas y trabajar en equipo para
consensar las mismas. Sin embargo, la problematica de ensefianza de la derivada a estudiantes
es compleja, por lo que requiere investigacion y reflexion de su didactica en la practica
docente.

1.1.2. Problematicas en torno a la Ensefianza y Aprendizaje de la Derivada
El concepto de derivada, al igual que muchos otros de la matematica, ha sido objeto de estudio
y andlisis por lo complejo que resulta su enseflanza y aprendizaje, principalmente en los
niveles educativos medio superior y superior. En este apartado destacamos algunas de las
principales problematicas detectadas por investigadores.
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La investigacion de Artigue, Douady, Moreno y Gémez (1995) muestra, entre muchas otras
cosas, una categorizacion de dificultades evidentes en el aprendizaje del calculo, asociadas
con: la complejidad de los objetos basicos del célculo (ntimeros reales, sucesiones y
funciones); la conceptualizacion y la formalizacion de la nocién de limite; y las vinculadas con
las rupturas que se producen en los modos de pensamiento puramente algebraicos y a las
especificidades del trabajo técnico en el célculo. Particularmente, en la segunda categoria
identifican obstaculos relacionados con el sentido comin que evoca el término limite
(favoreciendo una concepcion del limite como una barrera intraspasable y no alcanzable,
ultimo término de un proceso); o cuando se trata el proceso del limite como un proceso
algebraico “finito”. También mencionan que algunas dificultades estdn relacionadas con las
concepciones geométricas (si “geométricamente” un objeto tiende hacia otro, todas las
magnitudes que le estdn asociadas tendran por limite valores correspondientes a las
magnitudes del objeto limite) y con el status operacional y estructural del limite (separarse de
una vision del limite en simples términos de proceso para disociar con claridad el objeto limite
del proceso que ha permitido construirlo). En esa misma categorizacion hacen referencia y
similitud con la clasificacion de Sierpinska (1985; citada en Artigue et al., 1995) sobre los
obstaculos: “Horror Infiniti”, que agrupa el rechazo al status operacional que permite el paso
al limite y continuidad; los asociados con la nociéon de funcion; los “geométricos”; los
“légicos”; y los simbdlicos.

Los autores concluyen entre otras cosas, que:

e Las dificultades y obstaculos son multiples y pretender evitarlos, los refuerza.

* Los conocimientos adquiridos nos ayudan a comprender mejor el funcionamiento de
nuestros estudiantes, a anticipar sus dificultades, a buscar con paciencia medios de
accion adaptados en vez de oscilar entre la busqueda del método milagroso y la
resignacion fatalista.

* Nuestra ensefianza no debe vivir sobre la ficcion de un desarrollo continuo y regular
del conocimiento, sino sobre la imagen de un desarrollo mas cadtico donde no se
excluyen las regresiones vinculadas con los desequilibrios.

Orton (1980; citado en Rendon, Ruiz y Coérdoba, 2014) presenta una clasificacion de los
errores de los estudiantes al manipular la derivada clasificandolos en:
1. Errores estructurales. Se relacionan con los conceptos esenciales implicados.

2. Errores arbitrarios. No se tienen en cuenta los datos del problema para su solucion.
3. Errores ejecutivos. Errores en la manipulacion de los conceptos implicados (p. 48)

De esa misma referencia nos parece interesante la siguiente afirmacion: “;Como se pretende
definir la derivada como un limite de la funcion cociente incremental cuando los estudiantes
no dominan estas ideas basicas?”

De acuerdo con Dolores (1996a) una de las dificultades en la formacion del concepto de
derivada por la via geométrica es la concepcion griega de tangente formada en los estudiantes
en la escuela primaria, ya que puede obstaculizar el paso de una concepcion global (propia de
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la Geometria Euclidiana) a una concepcion local (propiedad fundamental del calculo). Segin
el investigador, ésta puede dificultar la aceptacion de que la recta (ademds de tocar) pueda
cortar a la curva y ser tangente en la zona del corte. También menciona que la manera en que
la tangente es abordada en la Geometria Euclidiana, definida como un lugar geométrico, no
permite arribar a una concepcion dinamica (sucesion de secantes) de la misma, sino a verla
como algo estatico. El mismo investigador dos afos mas tarde (Dolores, 1998) afirma que:

... lograr la comprension de los conceptos bésicos del calculo no es una tarea facil.
Pues se ha reconocido que existen tanto dificultades intrinsecas al conocimiento mismo
(los obstaculos epistemologicos) como aquéllos que le son exteriores al conocimiento
(como el método de ensefianza, el enfoque, la influencia de los textos, etc.), que
también pueden obstaculizar o incluso dejar de lado la comprensiéon de los conceptos

(p. 2).
Por su parte Badillo, Azcarate, y Font (2011) consideran que la confusion de los profesores

entre los objetos f(a) y f’(x) son el reflejo de: la dificultad en la comprension grafica de los
objetos complejos f(x), f(a) y f’(x); la reduccion de la expresion simbolica de la funcion
derivada f”(x) a la ecuacion de la recta tangente y la grafica de f'(x) de la recta tangente; la no
justificacion del uso de las técnicas de derivacion directas e indirectas (definicion en término
del limite y las reglas de derivacion); y el uso prioritario que le dan los profesores a la
notacion incremental en las definiciones de f’(a) y f'(x).

Cafas (s.f.) analiza problemas concretos de matematicas universitarias y preuniversitarias,
retoma algunas dificultades que se presentan durante el aprendizaje de la derivada, entendida
ésta como razoéon de cambio instantdneo. Hace énfasis en el cambio instantdneo y no en la
razon instantdnea, mencionando que esa sutileza conlleva a un obstaculo, pues el estudiante
debe aceptar la comparacion entre cambios acumulados y cambios totales (Thompson, 1994;
Balderas, 1998; citados en Cafias, s.f.). También sefala al aprendizaje de la nocidon numérica
de limite como un obstaculo para entenderlo como un proceso (Tall y Vinner, 1981; citados en
Cadias, s.f.).

Considerando que la mayoria de los cursos y libros de texto de calculo de bachillerato en
México emplean el concepto de limite para eventualmente definir la derivada (Dolores, 2006);
en este trabajo no se tratd de afrontar directamente algin obsticulo especifico, de los ya
mencionados anteriormente, ni mucho menos de alcanzar el objetivo de la ensefanza
tradicional, es decir, llegar a la formalizacion de la derivada o de sus propiedades. El enfoque
que se asume tiene como punto de partida ideas bésicas de los estudiantes, estableciendo un
acercamiento intuitivo por medio de situaciones experimentales adaptadas, en donde el uso de
las graficas es determinante en la construccion de conocimiento sobre la variacion.

En el siguiente apartado mostramos los resultados de algunas investigaciones que se han
enfocado al estudio de la derivada, éstas difieren, en parte, por el enfoque particular del marco
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teorico que las sustenta y el peso que le conceden a las dimensiones esenciales del saber: la
epistemoldgica, la cognitiva y la didactica®.

I.1.3. La Derivada desde diferentes Marcos Teoricos de la Matematica
Educativa

Las dificultades en cuanto a la ensefianza y el aprendizaje del concepto derivada han detonado
en propuestas concretas de trabajo en la Matematica Educativa, a decir verdad, este concepto
se ha analizado desde una gran variedad de marcos teéricos. En los siguientes apartados de
¢ste capitulo se mencionan algunas contribuciones distintas a la que trabajamos, y
profundizaremos un poco mas sobre lo que guia la investigacion.

1.1.3.1. Aprendizaje de la derivada desde el enfoque Ontosemiotico

La investigacion de Font (2008) se ocupd en buscar alternativas a la definicion de la funcion
derivada por limites, es decir ;Como calcular f"(x) a partir de f(x)? Para el autor:

Las nociones de derivada en un punto y de funcidon derivada son tradicionalmente
dificiles de comprender para muchos de los alumnos de bachillerato. Las dificultades
se encuentran precisamente en las definiciones de estas nociones usando limites, y no
tanto en la aplicacion de las reglas formales o en el uso de las formulas (p. 1).

Para contestar la pregunta inicial comienza presentando un episodio de aula, donde el profesor
no deja claro al alumno (y éste no la entiende) la diferencia que existe entre lo que representan

fla+h)=f(a)
fan-/@ .y f

las expresiones f (a) = lim (x) = lim f(x%)_f(x), la primera corresponde en

un punto y la segunda a la funcion derivada (ver Figura 1).

Derivada de una funcién en un punto

La tasa de variacién de una funcidn y=f{x) en un punto x=a, que se ha
estudiado en el apartado anterior, se llama derivada de la funcién y=ffx)
en el punto x=¢, v se representa por e (fig 7).

]  senine. M@ o JEP G JG G
~ = 52 {ex x=z) 74 = x—a

b s , Ay
Fig. J'a@) = lim ——enx = q.

Ax -+l -&‘

Figura 1 Definicion de derivada en términos de limite (Font, 2008)

* La dimensién social se contempla en la TSME, marco tedrico de referencia en este trabajo, ver Capitulo II.
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El autor retoma de un estudio anterior (Font, 2000) que el calculo de f '(x) a partir de f(x) se
puede interpretar como un proceso, en el que a su vez se han de considerar tres subprocesos:

1) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f(x)
2) El paso de una representacion de f(x) a una forma de representacion de f'(x).
3) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f "(x).

Para este analisis propone una tabla considerando simultdneamente una funcién y su funcion
derivada (ver Figura 2). Y sugiere ampliar el abanico de técnicas de célculo de la funcion
derivada, para lo cual se puede recurrir a las posibilidades de los graficadores de funciones y a
la historia de las matematicas.

( (
| o I 2
' 1) Utilizando limites. Calcular f(y) = 1imM
z hi=0 h
2) Graficamente
2.1) Hallar una condici16n que cumplan todas las rectas tangentes
2.2) Hallar f'(x) a partir de la condic16n anterior
| 3) Por aproximacién
| < 3.1) Dibwjar la grafica de M para un valor de h muy
( D1 h
\ Directamente 3
s | pequefio.
- . o By - 3 Y — £+
calcula 3.2) Considerar que S+ -f(x) 9 liﬂlM = '(x)
£(x)? h =0 h

3.3) Hallar la expresion de £ (x) a partir la grafica de Ja+h) -
\ h
\

'-\Indirectamente: 4) Utilizando las reglas de derivacion

Figura 2 Esquema para calcular f"(x) (Font, 2008, Inglada y Font, 2003)

En otro estudio Font (2009) analiza formas de argumentacion en dos secuencias de actividades
con alumnos de bachillerato, cuando calculan la derivada de la funcién f{x)=x’ sin usar la
definicion de funcion derivada como limite de las tasas medias de variacion. Para ello, los
alumnos saben que la derivada de la funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente,
que calculan geométricamente en algunos puntos. Destaca que la construccion con el
ordenador permite acciones que facilitan encontrar a los alumnos una condicién que cumplen
todas las tangentes (utilizando el tridngulo formado por la ordenada, la tangente y la
subtangente, o bien otro semejante), pero sin utilizar limites (interpretacion geométrica).

1.1.3.2. Perspectiva de la teoria APOE

Tenemos por ejemplo el trabajo de Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2006) quienes
tratan de caracterizar el desarrollo de la comprension del concepto de derivada en el nivel de
bachillerato y primer afo de la Universidad. Para ello se cuestionan sobre como los
estudiantes llegan a comprender el concepto derivada; caracterizando su desarrollo en niveles
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(esquema de derivada). Para dar respuesta emplearon dos tipos de instrumentos: tres
cuestionarios (de acuerdo al curriculo) y un guidén de entrevista (apoyo en las respuestas
producidas por los estudiantes al cuestionario). Para el trabajo tomaron en cuenta los modos de
representacion (analitico y grafico) y el caracter local (puntual) o global, también manejado
como intervalo, de la derivada (ver Figura 3).

La recta tangente a ka curva en X = a - interpretacion geométrica La condicion suficiente para que f sea una funcion constante,

* la derivada ¢ D =a) gente a la curva por el punt . :
de la derivada en un punto (x = a): fangente a la curva por el punto creciente o decreciente:
(a, fia)) es la recta pendiente ['(a) que pasa por el punto (a fia)) s X . 4
e D R P S PN Sif '(x) =0en(a, b) = f es constante en el intervalo (a, b)
Sif '(x) >0 en(a, b) = f es creciente en el intervalo (a, b)

Sif'(x) <0en(a, b) — fesdecreciente en el intervalo (a, b).

La condicion necesaria para que fsea una funcion constante,
creciente o decreciente: Sea f una funcion denvable en (a, b)

Sifes constante paratodo x de (a,b) = f'(x) =0 en(a, b).

Si f es creciente para todo x de (a, b) — f (x) >0 en (a, b).
Si f es decreciente para todo x de (a, b) = f '(x) <O en(a, b).

Figura 3 Elementos matemdaticos: Grdfico puntual (izquierda) y analiticos globales (derecha) de la derivada

Sugieren que la introduccion al calculo diferencial a través de la variacion del movimiento
deberia desarrollarse en un contexto numérico, y el aspecto grafico se complementaria con el
uso de dispositivos tecnoldgicos; como la calculadora grafica. Por lo que un primer
acercamiento al estudio del calculo diferencial deberia incluir un analisis de la variacion del
movimiento y quiza de otros fenémenos. Desarrollando este anélisis en un contexto numérico,
manejando objetos aritméticos, las formas graficas y sus propiedades, con lo que se podran
brindar nuevos significados a este concepto.

Un poco después Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2008) hacen un recuento (y
categorizacion) de investigaciones que se enfocaron en la comprension del concepto de
derivada desde distintos planteamientos. El objetivo fue identificar el conocimiento generado
y las areas donde es necesario contribuir con informacion, seialando que algunas de esas
investigaciones se centraron en describir las caracteristicas de los significados del concepto de
derivada construidos por el estudiante, mostrando la existencia de conflictos e inconsistencias
entre las construcciones realizadas y significados formales presentados por los libros de texto.
Subrayan también la influencia de los contextos donde los estudiantes no relacionan
automaticamente una concepcion, proceso de las ideas, de razon, limite y funcién vinculadas a
las ideas de derivada dados en contextos diferentes.

1.1.3.3. Perspectiva Socioepistemologica

Tenemos el estudio sobre la evolucion didactica del punto de inflexion de Castanieda (2002).
El objetivo de su investigacion fue ampliar y reconstruir el significado de este concepto, por
ende recomienda buscar escenarios alternativos donde se exhiban caracteristicas, propiedades
o relaciones, de tal forma que el proceso para acercarse a un concepto sea a través de multiples
referencias y no sélo por las definiciones. Ademas sostiene que en la didactica tradicional
domina lo algoritmico (reglas de derivacidon) y se presta mas atencion a la regla de los cuatro
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pasos o a un cociente, que a actividades que tienden a favorecer el estudio de la derivada,
como lo es el favorecimiento de un lenguaje grafico.

Por su parte Rosado (2004) afirma que un fendmeno didéctico relativo a la derivada consiste
en que el estudiante no incorpora significados, no le basta conocer que la derivada es la
pendiente de una recta. En su estudio propone formular una resignificacion de la derivada,
basandose en la construccion de argumentos graficos para una propiedad peculiar de los
polinomios, a la que designa como linealidad del polinomio (ver Figura 4). Esta propiedad se
centra en resaltar la relacion que existe entre la recta tangente de una funcidén en un punto con
el comportamiento de la misma en un intervalo de dicho punto.

Propiedad
Y =P,(x)

Para todo polinomio
P(x)=ax"+a,x" +.. ax+a,,
la parte lineal @)X+ q, es la ecuacién
de la recta tangente a la curva de
P(x) enelpunto x, =0, esdecir, en
y=ax+a, (0.5,(0)).

Figura 4 Linealidad el Polinomio (Rosado, 2004)

En el estudio de Morales, Mena, Vera y Rivera (2012) se reporta el conocimiento matematico
que en el discurso Matematico Escolar (AME) es utilitario, pues el centro de atencion es la
formula y no los procesos de construccion de conocimientos. Considerando que es de suma
importancia reformular la ensefianza de las matematicas de una matematica utilitaria a una
matematica funcional, contemplando significados, procedimientos, procesos-objetos y
argumentos. Aspectos que opta esta investigacion y que detallaremos en el siguiente capitulo.

En este marco tedrico nace la linea de investigacion del Pensamiento y Lenguaje Variacional
(PyLV) de la cual se desprenden investigaciones como la de Cantoral y Farfan (1998), para
quienes la ensefanza y el aprendizaje de situaciones variacionales plantean un gran numero de
problemas no triviales. Su hipotesis de su estudio fue:

... previo al estudio del calculo se precisa de la adquisicion de un lenguaje grafico que
posibilite, esencialmente, la transferencia de campos conceptuales virtualmente ajenos
a causa de las ensefianzas tradicionales, estableciendo un isomorfismo operativo entre
el algebra basica y el estudio de curvas, mejor aun, entre el lenguaje algebraico y el
lenguaje grafico (p. 6).
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Dichos investigadores sostienen que la combinacion de tareas de construccion de un universo
(amplio y estructurado) de formas graficas y el desarrollo de la nocion de prediccion de los
fenomenos de flujo’ apoyados en el binomio de Newton, favorecen al desarrollo del PyLV.

Sus hallazgos, favorecen la discusion y elaboracion de propuestas de ensefianza que traten
sobre el qué ensefar y no s6lo, como ha sido habitual en las investigaciones educativas, sobre
el como ensefar. También determinaron que la ensefianza y el aprendizaje de situaciones
variacionales plantean un gran nimero de problemas no triviales. Para ilustrar lo anterior
proponen a sus estudiantes una coleccion de cuatro graficas idénticas, como la que se muestra
en la Figura 5, y se les pide que utilicen una para cada inciso, de modo que deben marcar
sobre la grdfica la porcion en la que se cumpla s6lo uno de los cuatro incisos (en la figura se
indican en la parte izquierda, se presenta la primer condicion).

= = = = Pregunta 1

Marca sobre la grafica de la funcién que aparece enseguida la por-
cion que consideres cumple con la condicion f{x) > 0

Condiciones
e
/ ; oy
1) ,‘(A\)>0’,l“"‘"" 2
2) fi(x)>0, 1
- : : /‘\
3) f''(x) >0, y tinalmente = . \\J
i -3 -2 -N\_/ 1 2 3
4) £''(x)>0. 4

Figura 5 Problema sobre el PyLV en el contexto grdfico (Cantoral y Farfin, 1998).

De acuerdo con las respuestas de los estudiantes: el primer inciso no es dificil de contestar,
pues recurren a la identificacion del signo de la imagen en los cuadrantes; en el segundo la
mayoria de los estudiantes confundieron el signo de la derivada con el de la funcion, mientras
que otros recuerdan que las pendientes de tangentes a la curva determinan el signo de la
derivada, pero sus explicaciones son escasas; para la segunda derivada los alumnos recurrieron
principalmente a la memoria, recordando que la segunda derivada positiva se corresponde con
la concavidad hacia arriba, en tanto que la concavidad hacia abajo estd asociada con la
segunda derivada negativa, por lo que no implicaron estrategias variacionales en sus
respuestas; finalmente, la porcion en donde la tercera derivada es positiva impide a los
estudiantes recurrir a algun conocimiento previo o memoristico, no lograron proporcionar
respuestas convincentes, tienen que construirlas, descifrando codigos variacionales y
articulandolos en signos variacionales.

5 . . , . . o r
Los autores consideran el estudio de los fendmenos de flujo: de la cinematica de una particula que se desplaza
rectilineamente; y del examen del planteamiento y resolucion de la ecuacion de la cuerda vibrante.
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Los autores concluyen de su andlisis que: la ensefianza y el aprendizaje de situaciones
variacionales plantean un gran nimero de problemas no triviales; la prediccion de la evolucion
de los sistemas complejos de cambio precisa, como necesidad basica del funcionamiento, de
una centraciéon en la manera de variar por encima incluso de la variable misma. Esto
presupone una centracidon en mecanismos de constantificacion de las variables y de sus
variaciones, por lo que la evolucidon de un sistema esta determinada completamente por sus
variaciones primeras. De esta manera, el PyLV serd entendido como una linea de
investigacion que permitir4 tratar la articulacion entre la investigacion y las practicas sociales’
que dan vida a la matematica de la variacién y el cambio en los sistemas didacticos.

En Cantoral, Molina, y Sdnchez (2005) se resumen los planteamientos del Taller denominado
“Socioepistemologia de la Prediccion”, presentado a través de reflexiones teodricas y de una
variedad de ejemplos didacticos usando recursos tecnologicos. Resaltan el papel que juega la
prediccion en la construccion de conocimiento matemadtico, debido a la imposibilidad que
tienen los grupos sociales de controlar el tiempo a voluntad, y por tanto de anticipar eventos.
Sefialan que es importante diferenciar entre los conceptos de adivinacion y prediccion:

La adivinaciéon es un pronostico generado por sefiales o sucesos sin un fundamento
cientificamente aceptado, mientras que la prediccion es una actividad racional que
permite determinar el estado futuro de un sistema, de un objeto o de un fenémeno con
base en el estudio sistematico de las causas que lo generan y los efectos que produce

(p. 5).

En dicho taller, logran identificar patrones graficos asociados a las derivadas de orden mayor o
igual a 1. Las actividades del Taller constaron de una serie de disefios secuenciados: partiendo
de la relacion entre lo tabular, lo grafico y la determinacion de la expresion algebraica
(Actividad 1); y calculando la aproximacion a la derivada de una relacion funcional tiempo

(Actividad 2). Ademas se utiliza la idea de diferencia para calcular una aproximacion a la
Ay
Ax
funcion f(x) = sen(x) por tener derivadas sucesivas acotadas, observandose patrones

derivada de la forma f’(x) =— con base en las mediciones realizadas (se considerd la

graficos en cuanto al signo de f'(x)).

Lograron que la mayoria de los profesores en la primera actividad utilizaran como estrategia
inicial la graficacion o formularan sistemas de ecuaciones lineales para determinar una
respuesta; el trabajo con lo lineal permitid que emergieran de forma natural estrategias y
argumentos de tipo variacional. Surgieron ideas de pendiente y variacion (al trabajar con la
tabla de valores asociada) ya sea mediante el calculo de la magnitud y;,, — y; para cuales
quiera par de ordenadas consecutivas como medio de identificacion de una variacion

constante, o por medio de la aplicacion de la formula y — y; = % (x — x,) para determinar
A1

la ecuacion de la recta. Concluyen que el calculo de las variaciones sucesivas en un contexto
numeérico permite identificar patrones y el grado del polinomio al que corresponde cada una de

% Concepto de la Socioepistemologia detallado en el Capitulo II.
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las tablas de la primera actividad, creando un vinculo entre la actividad inicial y el estudio del
concepto de derivada. Ademas la prediccion estd intimamente relacionada con la variacion,
porque para predecir un estado futuro correspondiente a un sistema es necesario cuantificar y
analizar los cambios de sus causas y efectos y con base en esto, generar modelos matematicos
que permitan anticipar consecuencias. Por consiguiente, la variaciéon se convierte en una
herramienta de analisis necesaria para el ejercicio de la prediccion.

En Sanchez y Molina (2006) encontramos una descripcion del taller denominado
“pensamiento y lenguaje variacional, una aplicacion al estudio de la derivada”. En la primera
parte del taller se busco provocar la emergencia del concepto de diferencia; esto es, el residuo
de la sustraccion E; — E,. En la segunda parte del taller se traté de mostrar la utilidad de esas
diferencias en el estudio del concepto de derivada en un contexto numérico, utilizando la
actividad matematica contenida en el trabajo de Cantoral y colaboradores (Cantoral, Molina y
Sanchez, 2005). Como resultados los autores sugieren que, un primer acercamiento al estudio
del célculo diferencial deberia incluir un andlisis de la variacién del movimiento y quiza de
otros fendmenos. Ademads este analisis podria desarrollarse en un contexto numérico, porque
la historia muestra que es la forma natural en que se desarroll6. Aunado a esto la relevancia de
incorporar las formas graficas y sus propiedades como un medio para apreciar la derivada de
orden superior y brindar nuevos significados a este concepto (ver por ejemplo la Figura 6). Por
lo tanto, el concepto de variacion es entendido como una cuantificacion del cambio (Cantoral
et al. 2005) y se deben considerar diferencias sucesivas para identificar si se trata de una
funcion lineal, cuadratica o cubica.

f'(x)=0,enr,r,

La forma grdfica R Sy
s f(r)yf(r)

va de un minimo a un ] PLAN 3
maximo en f marcan en inicio y ¢l fin

de la forma

3 En(r, f(r).f  alcanza su
r.estaentrer, vr 3 . e
13153 valor mdximo

v

Figura 6 Comportamiento de la funcion seno y su derivada

Por su parte, Cabrera (2009) realiza un estudio en el marco de la Reforma Integral de
Bachillerato, partiendo del planteamiento de cualquier reforma educativa trae consigo la
necesidad de realizar un sinnimero de cambios, que necesariamente abarcan las concepciones
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sobre los modelos de ensefianza y aprendizaje, los fines educativos y objetivos que se
persiguen. Sin embargo, no se habla de los cambios metodolégicos que son necesarios para
abordar los nuevos contenidos, los cambios planteados y la forma de concretarlos por medio
del trabajo docente (Barriga e Inclan, 2001). Sugiere que para esto Ultimo el profesor podria
utilizar las estrategias variacionales de prediccion, comparacion, seriacion y estimacion, como
elementos alrededor de los cuales reestructurar su desempefio docente.

Sus resultados dejan entrever, entre otras cosas, que el PyLV (como linea de investigacion)
proporciona elementos para la constitucion de situaciones de aprendizaje propicias para el
desarrollo de competencias. Hace énfasis en que las situaciones problema deben permitir
construir y significar los conocimientos, pero a su vez, generando estrategias adecuadas para
actuar ante los problemas que se enfrentan, por lo que se requiere el disefio de Situaciones de
Aprendizaje, especialmente situaciones bajo practicas que puedan llevar al desarrollo de
competencias significadas en contextos especificos. Finaliza afirmando que el PyLV se perfila
como una competencia (transversal) matematica importante, y se presentan como una
alternativa adecuada para el desarrollo de competencias.

En direccion similar, y concentrando los resultados de varias investigaciones, Cantoral
(2013a) describe y ejemplifica la linea de investigacion: Desarrollo del Pensamiento y
Lenguaje Variacional. Esta vision rompe con el esquema clésico de ensefianza segun el cual,
el maestro ensefia y el alumno aprende, desaprovechando las formas naturales en que estos
ultimos razonan sobre matematicas y sobre lo que aporta la investigacion en Matematica
Educativa en este aspecto. Para Cantoral aprender matematicas no puede limitarse a la mera
copia del exterior a través de resultados previamente elaborados, o digamos que, a su
duplicado; sino mds bien, es el resultado de construcciones sucesivas cuyo objetivo es
garantizar el éxito ante una cierta situacion de aprendizaje. Parte de la hipdtesis de que el
PyLV desarrollado por los estudiantes, evidenciado en el andlisis de sus didlogos, les ha
brindado las siguientes herramientas: reconocer variaciones referidas a elementos que a su vez
varian; estudiar los elementos constantes y variables de ciertas familias de graficos; y
establecer relaciones entre la variacion de una funcién y las funciones derivadas sucesivas.

Para Cantoral (2013a)

...la ensefianza del céalculo en el bachillerato tiene poca relaciéon con dominios de la
ingenieria, con episodios de la vida cotidiana que precisan del estudio del cambio, e
incluso con ejemplos de la fisica, quimica o biologia, y se caracteriza mas bien por
estar regida por un discurso matematico escolar tradicionalista, donde predominan
algoritmos del tipo algebraico y algunos aspectos formales de la matematica (p. 21).

La ensefianza de esta materia se centra en objetos formales y suele carecer de referentes
concretos para la variacion y el cambio. Es decir, existe una ausencia de ideas variacionales en
la ensefianza del nivel medio superior, lo cual no contribuye en el aprendizaje de los conceptos
del calculo diferencial e integral.

Pero
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Se ensefia el calculo como un aparato algoritmico, la derivada por ejemplo, se presenta
como la “regla de los cuatro pasos” y se apoya en el empleo de formulas para derivar,
inhibiendo de este modo el desarrollo de ideas propiamente variacionales (Cantoral,
2013a, p. 22).

Y sefiala que a pesar de que la derivada surge como una herramienta para el estudio del
cambio, y con ello sirve para predecir comportamientos futuros,

... se dedica mucho tiempo a la ensefianza de algoritmos, dejando de lado la formacion
de ideas esenciales sobre la derivada; en particular, no se presta atencién a la
formacion de las ideas variacionales tan necesarias para la comprension y uso de este
concepto (Dolores, 2013, citado en Cantoral, 2013, p. 22).

Las investigaciones en Matemadtica Educativa (ME) muestran algunos de los esfuerzos que
desde diferentes marcos tedricos se han llevado a cabo con el objetivo de abordar el concepto
de derivada de una manera mas aprehensible, tanto para estudiantes como para profesores.
Tratando de integrar mas significados a este concepto que los que actualmente tiene dentro del
dME. Los disefios propuestos y alternativas de trabajo tienen sus peculiaridades, dependiendo
de sus objetivos y lo que se deseé¢ observar como investigador, esto es, dependiendo del marco
de referencia que utilicemos.

En este trabajo de investigacion abordamos la derivada no desde su definiciéon formal,
consideramos como centro de estudio no el objeto matematico; sino un acercamiento a éste
desde una perspectiva variacional. Pues como lo han justificado Dolores (2006) y Cantoral
(2013a), la derivada permite cuantificar el cambio y qué mejor si se relaciona con situaciones
de variacion de otros dominios de la ciencia (fisica, quimica o ingenieria), o con episodios de
la vida cotidiana. Por otra parte es cierto, como ya se ha revisado en este apartado, que en la
ensenanza de la derivada se privilegia el empleo de ciertos algoritmos, notaciones,
acercamientos a la definicion (por limites) o la aplicacion de reglas que se perciben como
preestablecidas. Sin embargo, consideramos que es necesario ademds de lo anterior tener un
acercamiento intuitivo a este concepto, ya sea antes, durante o después de su estudio en el
curso de CD. En otras palabras, esta fuera de nuestro alcance el modificar la ensefianza
tradicional del concepto de derivada, pero lo que buscamos es enriquecer el conocimiento que
tiene el estudiante sobre el mismo, estableciendo un acercamiento funcional a este concepto
matematico. Favoreciendo el empleo de estrategias de solucion no algoritmicas, asi como el
uso de la idea diferencia en el contexto numérico y con apoyo del uso de la grafica. A este uso
se le da un rol importante en la construccidbn de conocimiento matematico y que esta
ampliamente reportado en trabajos de investigacion. Este rol considera a la graficacion, en su
uso, como argumentativa en situaciones de calculo y que a continuacioén describimos.

I.2. Perspectiva de la Grafica como Argumentativa en Situaciones de Calculo
Diferencial

Respecto a la graficacion como productora de argumentos, tenemos el estudio de Campos
(2003), quien realiza un estudio sobre las argumentaciones graficas en situaciones de
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transformacion de funciones cuadraticas desde la teoria socioepistemologica. Su objetivo fue
establecer a la graficacion como una forma de argumentacion para la matemadtica en
contraparte de ver a la grafica como la representacion del concepto de funcion. Los resultados
mas sobresalientes son: para el caso de la parabola, la confrontacion entre las concepciones de
curva y funcion desde un contexto propiamente grafico mas que analitico, esto gener6 en los
alumnos un conflicto que les ayudd a considerar argumentos de comportamientos especificos
de la curva y de comportamiento tendencial de las funciones para llegar a resignificar a la
pardbola. Asi se considerd a la graficacion propiamente como una préctica en uso en una
situacion especifica. Al poner en juego el argumento grafico variando los pardmetros de la
expresion algebraica, propicid que los estudiantes predijeran el comportamiento general de la
curva; también al tratar de dibujar el trazo de nuevas curvas (suma de rectas con parabolas,
composicion de una funcion con la parabola y producto de una funcidn con la pardbola) desde
un contexto puramente grafico (ver Figura 7), se logré que los estudiantes reconocieran
patrones de comportamientos de las curvas y encontraran propiedades intrinsecas de éstas.

Figura 7 Variacién de parametros con calculadora graficadora para la funcion f(x)=x"-2x+3 y su efecto grdfico,
Actividad IV, (Campos, 2003)

Para Morales, Mena, Vera y Rivera (2012) uno de sus principales resultados es que el “uso de
la grafica” es considerado como un elemento de argumentaciéon que permite identificar las
variables que intervienen en la situacion (velocidad, aceleracion, rapidez, etc.), ademads
consideran la funcionalidad de la grafica como un patron de comportamiento (analisis
variacional).

Por su parte Rosado (2004) formula un marco de referencia que ayuda a resignificar la
derivada a través del disefio de la situacion de la linealidad del polinomio. La autora estudio el
uso y la modelacion de la grafica del polinomio, asi como epistemologias de practicas que
generan argumentaciones situacionales en el marco socioepistemologico (las graficas son
argumentaciones que permiten construir significados). En el disefio utilizd calculadoras
graficadoras como apoyo tecnoldgico y realizé el analisis de los resultados con elementos de
la Ingenieria Didactica. Como resultado formuld la epistemologia de la linealidad del
polinomio (ver Figura 8), brindando un marco argumentativo donde los significados,
procedimientos, procesos y objetos del comportamiento tendencial de las graficas (y de las
funciones) resignifican la derivada de funciones polindmicas. Debatiéndose el funcionamiento
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y la forma del comportamiento lineal intrinseco al polinomio. Por lo tanto habremos de
entender que la propiedad de linealidad del polinomio es un patréon de comportamiento
tendencial local, es decir, que el polinomio en cuestion se comporta como su parte lineal
cuando cruza el eje de las ordenadas.

Parte lineal del polinomio y
recta tangente se comportan
igual en el punto (0, #(0))

Y = P,(x)

Propiedad
Para todo polinomio

P(X)=ax" +a,x" +.. .ax+a,,
la parte lineal @,x+ @, es la ecuacién
de la recta tangente a la curva de
P(x) enel punto x, =0, esdecir, en
\. Y=ax+aq, (0,2,(0)).

Figura 8 Linealidad del polinomio (Rosado, 2004)

Finalmente, Bricefio (2013) realiza un estudio sobre el uso de la grafica como instrumento de
argumentacion situacional con recursos tecnologicos. Su objetivo fue mostrar como el uso de
la grafica en una situacion especifica de modelacion-graficacion se construye en el estudiante
como instrumento para la comprension de una funcidon en un sistema cartesiano. Para ello
implementd una situacion de modelacion de movimiento (SMoMov) de un objeto que se
desliza por una cuerda (Tirolesa), modelada por la funcion f{x)=Ax?+D (ver Figura 9 ). Por lo
que se concibe a la grafica como una cualidad de movimiento que estd llevando a generar
argumentos desde la experimentacion.

Figura 9 Toma de datos con sensor de movimiento en la Tirolesa (Bricefio, 2013)

El uso de la gréfica en la construccion de conocimiento ha adquirido un estatus epistemoldgico
(Bricefio, 2013), que se ha ido fortaleciendo con investigaciones de corte socioepistemoldgico,
entre las que podemos mencionar: el estudio realizado por Cordero, Cen y Sudrez (2010) en
donde caracterizan los funcionamientos y formas de las graficas en los libros de texto de nivel
de bachillerato; los trabajos de Suédrez y Cordero (2010), Cordero (2008), Torres (2004),
Cantoral et al. (2008) y Suérez (2014), identificando algunos usos de las gréaficas en
situaciones de modelacion de movimiento. Por otra parte, como menciona Bricefio (2013),
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también se han disefiado situaciones especificas para resignificar el uso de las graficas en
ambitos escolares, como en Rosado (2004), y no escolares como en Bricefio (2013) y en
Zaldivar (2014); asi como el estudio de Parra y Cordero (2007) y Mendoza y Cordero (2014)
en el dominio cientifico de la ingenieria.

A partir de nuestra revision, tenemos el siguiente panorama del uso de la grafica en
Socioepistemologia (ver Figura 10).

(La modelacién de “comportamientos tendenciales")

Construccién utilizando la
correspondencia entre dos variables

"Distancias recorridas como
areas bajo las rectas"

Acumulacién a través de secciones]

Cuando se grafica por
operaciones graficas

antora
etal. (2008

Distribucién de puntos ]

[ Por medio de la simulacién de un

fendmeno fisico empleando tecnologia Usos de

Comportamiento geométrico)

Andlisis de la curva

Calculo de areas y volimenes ]

Cordero, Cen y
Suarez (2010

[Orientar un movimiento repetitivo

Zaldivar (2014

(Ana’lisis de la estructura del sistema

Andlisis de informacion )

~
Andlisis del comportamiento
local y tendencial

Como instrumento de argumentacion
situacional con recursos tecnoldgicos

Figura 10 Usos de la grafica en estudios de corte socioepistemologico

Por tanto, el hecho de que la graficacion pueda llevar a cabo multiples realizaciones y al
mismo tiempo permita hacer ajustes en su propia estructura para producir un patréon deseable o
generalizacion deseable, aporta elementos para concebir que la graficaciéon también es un
medio que soporta el desarrollo del razonamiento y de la argumentacion (Cordero, 2006b,
citado en Suarez y Cordero, 2008; Cordero, 2008).

En el proyecto nos interesan las construcciones de los estudiantes al trabajar con actividades
de modelacion que involucran el cambio (areas, equilibrio térmico, movimiento), donde el uso
de la grafica en su funcionamiento y forma, es un elemento epistemoldgico importante para
nuestros resultados. Las situaciones que proponemos estdn inmersas en un contexto de
modelacioén de fenomenos fisicos. A continuacion brindamos un panorama de investigaciones
desde la perspectiva de la modelacion.

1.3. El Proceso de Modelacion Matematica: Tratamiento de la Derivada

La modelacion matematica ha tenido un desarrollo diferente debido a la relacién que guardan
las matematicas con otras ciencias (Sudrez y Cordero, 2008). Desde la perspectiva
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Socioepistemologica la modelacién es una construccion de conocimiento de un individuo
cuando enfrenta una tarea matematica en la que pone en juego su saber. De acuerdo con
Suérez y Cordero (2008), las caracteristicas de esta construccion son:

Posee su propia estructura, estd constituida por un sistema dinadmico, la simulacion
puede llevar a cabo multiples realizaciones y hacer ajustes en su estructura para
producir un resultado deseable, es un medio que soporta el desarrollo del razonamiento
y de la argumentacion, busca explicaciones a un rango y enfatiza invariantes, trae una
idea en una realizacion para satisfacer un conjunto de condiciones (p. 52).

Por consiguiente, y de acuerdo con los mismos autores, la modelacion es una construccion que
norma la seleccion del lenguaje de las herramientas sobre el lenguaje de los objetos. Para
justificar lo antes dicho distinguen primero entre obra matematica y la matematica escolar’, y
enseguida resaltan que mientras la actividad matematica se centra en los conceptos como la
parte central de la construccion de conocimiento matematico, en la actividad humana ésta
centralizacion se desplaza hacia las practicas que implican hacer de las matematicas una
herramienta para modelar. Finalmente, a partir de este estudio del uso de las gréficas
establecen como constructo tedrico el binomio Modelacion-Graficacion (M-G), el cudl
profundizaremos con mas detalle en el siguiente capitulo.

Ahora bien, de acuerdo con Cordoba (2011) la modelacion matematica no tiene como
preocupacion central que ésta sea considerada como un contenido a ensefiar o como un medio
o herramienta para ensefar conceptos matematicos. Por el contrario, el centro de interés radica
en considerar la modelacion en matematica como:

... Una préactica que se comparte y se ejerce en comunidades especificas y en contextos
particulares y que al ser ejercida por estudiantes y profesores (actores del sistema
didactico) permite la resignificacion de conocimiento matematico escolar, lo cual a su
vez modifica esas practicas bien sea incorporando nuevos elementos, enriqueciendo los
ya existentes o aportando nuevos significados, y modifica también a los individuos
involucrados (p. 65).

Y segun Lopez, Juarez y Arrieta (2007; citados en Cordoba, 2011), las practicas de
modelacién son:
. aquellas practicas sociales que se desarrollan en un contexto determinado (en
nuestro caso la clase de matemaéticas) y en interaccion con fendémenos del mundo real y
para los cuales las herramientas que se construyen para comprender o predecir su
comportamiento, son precisamente los modelos que desarrollan los estudiantes como
fruto de sus interacciones. Es entonces en el ejercicio de esas practicas sociales que se
construye conocimientos matematicos y éstos a su vez modifican esas practicas
sociales (Arrieta, 2003).

7 La obra matemética se desarrolla al seno de la actividad matematica, estudia los objetos matematicos y propone
una organizacion explicita de conceptos, en tanto en la matematica escolar tiene a la actividad humana como la
base de su desarrollo, estudia la adquisicion tanto de objetos como de herramientas matematicas y propone su
organizacion a través de categorias que no son explicitas (Cordero, 2006a; citado en Suarez y Cordero, 2008).
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Cordoba (2011) ve a la modelacion como un proceso de descubrimiento de debilidades de
aprendizaje, de formas de relacionarse con el conocimiento, con los otros y con el entorno.
Mientras que para Sudrez y Cordero (2010) la modelacion es considerada como

...una construccion teorica que un individuo realiza al enfrentar una tarea matematica
en la que pone en juego sus conocimientos, es un medio que propicia el desarrollo del
razonamiento y de la argumentacion, busca explicaciones a un rango y enfatiza
invariantes, trae una idea en una realizacion para satisfacer un conjunto de condiciones
(p- 320).

Por su parte Morales, Mena, Vera y Rivera (2012), en su trabajo sobre el rol del tiempo en un
proceso de modelacion, utilizan videos de experimentos fisicos para establecer que las graficas
adquieren un estatus que difiere de lo que cominmente se trata en el discurso Matemadtico
Escolar. Ademas, consideran que la variacion permite establecer la conexion de un modelo
matematico (variacional parabdlico) con un modelo fisico (de la cinematica); mientras que el
rol del tiempo serd evidenciar la funcionalidad de las graficas. Concretamente, analizan como
el tiempo es una variable que puede ser identificada y utilizada por los estudiantes para
entender un fenomeno fisico observado. Para ello emplean la galeria de experimentos del
Proyecto Galileo. Como resultado obtuvieron primeramente que el “uso de la grafica” es
considerado como un elemento de argumentaciéon que permite identificar las variables que
intervienen en la situacion (velocidad, aceleracion, rapidez, etc.), ademds consideran la
funcionalidad de la grafica como un patrén de comportamiento (andlisis variacional).
Finalizan afirmando que, establecer un transito de una matematica utilitaria a una matematica
funcional —con significados, procedimientos, procesos-objetos y argumentos— resulta de suma
importancia en la enseflanza de las matematicas para la formacion de ingenieros y cientificos,
elementos sintetizados en la Socioepistemologia del Calculo.

Arrieta y Canul (2004) realizan un estudio centrado en las practicas sociales de modelacion del
enfriamiento de un liquido. Para ello disefiaron e implementaron una secuencia didactica como
montaje de ingenieria didactica de modelacion: “Lo exponencial: la ley de enfriamiento de
Newton” (ver Figura 11) con estudiantes de Ingenieria de Bioquimica. Toman como base las
practicas centradas en los modelos numéricos, las cuales después de recolectar datos y hacer
predicciones, les permiten identificar lo exponencial.
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Con el arreglo experimental que se muestra a continuacion haga uso del sensor de temperatura
y tome datos de las temperaturas del liquido del tubo de ensaye cada 5 segundos y de la
temperatura ambiente.

Sensor dedemperatura

Liquido con
temperatura
- pLeTa i Liquido
enfriandose

Figura 11 Disefio experimental (Arrieta y Canul, 2004, p.211)

Entre sus conclusiones mas relevantes mencionan que los estudiantes construyen como
modelo exponencial una tabla de datos caracterizando lo que es exponencial, distinguiéndola
de otras tablas de datos, es particular con modelos lineales y cuadraticos. También
caracterizan la temperatura como proporcional a las razones de cambio de la temperatura con
respecto del tiempo, planteando finalmente un modelo analitico (ecuacion en diferencias).

Zaldivar (2014) disefia e implementa una situacion de modelacion del movimiento de un
resorte en un escenario no escolar de divulgacion cientifica (ver Figura 12). Su objetivo fue
analizar cémo el conocimiento del cotidiano se revela cuando los individuos afrontaban el
disefio. Es decir, las resignificaciones de la estabilidad en la situacion del resorte cuando se
modela mediante gréficas.

Figura 12 Diseiio sistema masa resorte y su diagrama de cuerpo libre (Zaldivar, 2004)

Analiza tres momentos en su disefio: momento de mantenimiento; momento de crisis; y
momento de funcionalidad. Y concluye, entre otras cosas, identificando tres usos de la grafica
derivados de la construccion de significados, realizacion de procedimientos y la constitucion
de procesos-objetos. Formulados en argumentos de estabilidad.

En los estudios de Torres (2004), Cardona (2009) y Suarez (2014), entre otros, se trabaja una
situaciéon de modelaciéon de movimiento con el empleo de tecnologia (sensores y calculadoras
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graficadoras). En dicha situacion las graficas permitieron “ver” las caracteristicas globales de
la funcién (variaciones y periodos constantes, crecimiento, continuidad, concavidad, maximos
y minimos, periodicidad, etc.), asi como intuir comportamientos. La situacién consiste en
hacer la grafica del movimiento de una persona que se aleja de un punto de partida hasta 500
metros, para luego regresar y solo dispone de nueve minutos. Pero durante dicho trayecto se
detiene cuatro minutos. Sus conclusiones se refieren a aspectos globales y locales de las
graficas producidas por los estudiantes, y en el mejor de los casos establecen un uso de las
graficas. Como los ya mencionados en el apartado anterior.

Finalmente, Méndez (2013) estudio el funcionamiento de una categoria de modelacion la cual
devela un desarrollo de redes de usos de conocimiento matematico (drucm). Para ello enlaza
elementos como la experimentacion, la variacion local y global, el ajuste y la tendencia, en el
estudio de situaciones de transformacion, variacion y aproximacion. Se enfoco en el uso que
tienen en el funcionamiento las gréaficas, las tablas de datos y las expresiones analiticas ante
situaciones especificas - la elasticidad de los resortes y sus variantes, el plano inclinado y sus
variantes y el enfriamiento del silicon- ver Figura 13.

E Sensor A
Bl | PR A

n|s Pelota -
|
wiln . £

Figura 13 Experimentos aplicados en Méndez (2013)

Su analisis se basé en un modelo que trata de incluir la comunidad de donde devienen las
evidencias. Concluyendo, entre otras cosas, que:

* La modelacidon es una construccion social del conocimiento, una practica social que
genera conocimiento matematico, y al proyectarla en un escenario particular, el
escolar, se trasforma en una categoria de conocimiento que provoca desarrollos de
drucm.

* Los disenos de situacion provocan una resignificacion del uso de conocimiento
matematico.

* Los estudiantes caracterizan diferentes tipos de comportamientos a través de estudio de
las cualidades de las gréficas, sus intervalos de variacion y su relacion con las
condiciones experimentales, donde se hizo uso de las tablas, expresiones algebraicas y
las graficas como un argumento que les permite caracterizar y organizar
comportamientos.

* La dialéctica que define el desarrollo de usos sigue siendo funcionamiento y forma,
pero ésta no es uno a uno, puesto que una forma tiene distintos funcionamientos y estos
son caracteristicos de la comunidad de conocimiento matematico de la cudl proviene.
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Retomando estas referencias junto con Cordero (2008) consideramos al siguiente afirmacion,
la graficacion es en si misma un tipo de modelacion que trasciende y se resignifica
transformando el objeto en cuestion. Cabe mencionar que el disefio trabajado por Torres
(2004), Cardona (2009) y Suarez (2014), corresponde a nuestra tercera situacion de variacion,
con algunas variantes, y el empleo de software de geometria Geogebra.

En nuestro proyecto concebimos a la modelacion matematica desde la Teoria
Socioepistemologica. La modelacion como generadora de conocimiento matematico, pensada
como la categoria graficacion-modelacion (Cordero, 2010; Sudrez, 2008). La modelacion se
desarrolla cuando se interactua con situaciones experimentales; en las que los estudiantes
conjeturan, ejecutan multiples realizaciones, hacen ajustes, identifican patrones y desarrolla un
razonamiento. Auxilidndose para ello de recursos tecnoldgicos como sensores, calculadoras y
el software de geometria Geogebra. Sin embargo hay un interés de profesionalizacion en esta
practica con recursos tecnoldgicos como por ejemplo el estudio de Gomez-Chacén (2011),
quien elabord un programa formativo dirigido al desarrollo de competencias profesionales de
los futuros profesores de secundaria. Uno de sus objetivos fue detectar y desarrollar
capacidades y competencias en estudiantes universitarios de segundo ciclo de Ciencias
Matematicas como futuros profesores de matematicas de Secundaria. Ademas de profundizar
en el conocimiento estratégico para aprender a ensefiar matematicas con Tecnologias de
Informaciéon y Comunicacion (TIC’s). Reconoce que para lograr una buena resolucion con
tecnologia (Geogebra) es necesario identificar qué hace que se produzcan bloqueos y
dificultades, identificando: falta de conocimiento matematico general o especifico; falta de
habilidades tecnoldgicas; o falta de experiencia técnica en la modelizacion. De esta situacion
describo un breve analisis en el siguiente apartado.

1.4. Efectos de un Entorno Tecnologico sobre la Ensefianza de la Derivada

Como referencias de trabajos que involucran un entorno tecnolégico tenemos el llevado a cabo
por Villa-Ochoa y Ruiz (2010), “Pensamiento Variacional (PV): seres-humanos-con-
Geogebra en la visualizacion de nocion variacional”. Los autores pretenden mostrar como
desde dicha interaccion se puede acceder a ciertas relaciones matematicas, no exploradas por
ellos con anterioridad, ni tampoco encontradas en los libros de texto de los estudiantes. Para lo
cual disefiaron un conjunto de situaciones, incorporando asuntos que emergieron del trabajo
experimental en el aula. Formularon nuevas preguntas que promovian confrontaciones entre
los razonamientos, hipotesis y conjeturas de los estudiantes. Analizaron dos episodios que
surgieron en dos investigaciones en donde el colectivo de investigadores interactué con el
software Geogebra (en el primer episodio indagan sobre el proceso de comprension de la tasa
de variacién como una manera de aproximarse a una interpretacion del concepto de derivada a
través de uso del software, y en el segundo indagaron sobre el proceso de génesis instrumental
en el estudio de las conicas como lugares geométricos). Cabe mencionar que para ello
emplearon el constructo tedrico de Humans-with-Media desarrollado por Borba y Villarreal
(2005), en donde se discute como el conocimiento matematico es el resultado de una
construccion de un colectivo pensante de seres-humanos-con-medios. Las contribuciones de
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su estudio fueron: de la interaccion con el software GeoGebra observaron maneras alternativas
de aproximarse a los conceptos matematicos y al software mismo; emergieron nuevas
preguntas que desencadenaron conjeturas y el surgimiento de evidencias para su confirmacion
o refutacion. En el proceso de disefio de las situaciones el colectivo de investigadores atraveso
por diferentes momentos que involucraron el desarrollo del PV a través del uso de Geogebra a
saber: captacion y descripcion de una relacion, creacion de una estrategia, construccion de
herramientas, surgimiento de conjeturas, construccion de representaciones graficas y
algebraicas de tales relaciones y refutacion o demostracion formal de las conjeturas. La
generacion de “herramientas” en el software permitiéo un didlogo entre la visualizacion y los
procedimientos algebraicos con papel y lapiz y, ademds de la validacion formal de algunas
conjeturas. Finalmente trataron de mostrar otras evidencias de coémo el pensamiento
matematico, en este caso el variacional, se va transformando cualitativamente en la interaccion
de un colectivo pensante de seres-humanos-con-medios.

En el trabajo de Basurto (2011) sobre la “Conceptualizacion de los parametros en funciones
polinomiales via TI-Nspire”, pretende fijar la atencion de los profesores en la factibilidad que
herramientas tecnologicas, y en como éstas potencializan la comprension de los distintos usos
de las literales (incognitas, variables, numeros generales o parametros). Para ello establece
varios significados sobre el concepto de pardmetro, tratando de diferenciarlos de las variables
y las incognitas. Identifica tres pasos esenciales en la trayectoria de aprendizaje del parametro:
fijador de posicion, como una cantidad que cambia y como un generalizador. Con base en ello,
emplea la TI-Nspire planteando una serie de actividades que llevan a los estudiantes a
reconocer las caracteristicas especificas de este tipo de literales, asi como la influencia que
tienen sobre las representaciones graficas de funciones polinomiales (ver Figura 14); con lo
que trata de tender un puente hacia la comprension de dichos objetos matematicos.

4 1.1 T Reciente  yarametrod..(2) w ma

2:Atributos
3:0Ocultar
14:Eliminar
SiAlmacenar
7:Fijar

-10  |8:Adjuntar
9:Separar

(=472957] \/

» -6.67

Figura 14 Ejemplo de actividad con la TI-Nspire (Basurto, 2011)

Los resultados permitieron observar lo siguiente: antes de utilizar el recurso tecnoldgico los
pardmetros son considerados como entidades discretas mds que continuas; la diferenciacion
entre los pardmetros, incognitas y variables no es clara; la visualizacion de los efectos de los
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pardmetros en las graficas de las funciones se consigue so6lo en el caso de funciones lineales,
pero a partir de funciones cuadraticas el rendimiento desciende notablemente. Una vez que se
aplica la intervencion en el ambiente digital los estudiantes mejoran notablemente su
rendimiento concibiendo a los parametros como entidades continuas capaces de agrupar en
familias de rectas, parabolas, entre otras. Finalmente, afirma que un ambiente tecnolégico
dindmico como el que provee la TI-Nspire es capaz de potencializar la comprension de objetos
matematicos susceptibles de tener diferentes significados (polisémicos) ademas de permitirles
experimentar con ellos situaciones que en los ambientes cotidianos de papel y lapiz seria muy
complejo y casi imposible de replicarse.

En este mismo orden de ideas, Basurto (2013) presenta una ruta didéctica sobre la ensefianza
de los parametros en la educaciéon media. Fundamenta su trabajo (basado en la génesis
instrumental) en investigaciones tedricas, en la que estudiantes de bachillerato usan e
interpretan los pardmetros en funciones polinomiales, lugares geométricos y expresiones
algebraicas, y estudia algunos procesos cognitivos que ellos involucran en las actividades. En
la investigacion se identifican los tres pasos esenciales en la trayectoria de aprendizaje de un
pardmetro: como un fijador de posicion, como una cantidad que cambia y como un
generalizador. Las actividades se trabajan en dos entornos: el Software Dindmico de
Matematicas Geogebra (empleo de deslizadores para representar pardmetros, y su asociacion a
expresiones algebraicas); y la TI-Navigator que permite establecer una red inaldmbrica entre
estudiantes conectados con el profesor a partir de calculadoras. Parte de su conclusion es que
el uso de la maquina (calculadoras, computadoras) libera a los estudiantes de la preocupacion
sobre los céalculos y enfatiza una concepcion global de los procedimientos de solucion; ademas
el uso adecuado de un CAS requiere hacer explicitos los diferentes roles de las literales a
diferencia del trabajo con lapiz y papel como parte del proceso de convertir un artefacto en
instrumento (Artigue, Trouche y Guin, 1999; citados en Basurto, 2013); y Geogebra
proporciona dos representaciones de cada objeto matematico en sus ventanas grafica y
algebraica (estableciendo una conexion bidireccional) y el empleo de deslizadores agiliza el
desarrollo de actividades.

En Font (2008) se registra el analisis de una actividad predisefiada y ejecutada en un

graficador para provocar la deduccion de la derivada de la funcidon seno (graficando

flx+h)—f(x)
h

graficadores dinamicos (Subtangente=1 para derivar f(x) = e*, ademas de la recta y

para 4 muy pequeflo). Rescata algunas técnicas antiguas con el auxilio de

funciones logaritmicas). Esta técnica relaciona las siguientes representaciones:
Grafica de f'(x) y Expresion simbolica de f'(x) = Expresion simbdlica de f '(x)

En este estudio el autor logra transitar de lo particular a lo general, tomando como base el
disefio de un cuestionario; y las representaciones que intervienen son consideradas, como
particulares o generales, segun convenga. Concluye que la incorporacion de graficadores en la
ensefianza de las funciones y de las derivadas produce efectos metaforicos que condicionan la
comprension de los alumnos (entendiendo por metafora como la identificacion de un término
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real con uno imaginario con el que mantiene una relacion de semejanza). Ademads esta
incorporacion puede llevar a muchos alumnos a estructurar la grafica por medio de la
proyeccion metaforica de su campo de experiencias sobre lo que es un “camino” (principio,
final, punto que se mueve, antes, después, etc.). Por lo que "La grdfica de una funcion se

puede considerar como la traza que deja un punto que se mueve sobre un camino” (Font y
Acevedo, 2003, citados en Font, 2008).

El rol de la tecnologia en las situaciones planteadas es un recurso de apoyo que dinamiza la
modelacion: la captura de datos o simulacion de algun disefio. Como afirman Arrieta y Canul
(2004):

. ¢l papel de los medios tecnoldgicos es de suma importancia, sin embargo los
instrumentos no pueden desplazar el disefio de las secuencias, es decir, la
incorporacion de medios electronicos, por si mismos, no inciden en la resolucion de los
problemas educativos, estos juegan un papel importante dentro de un proceso donde
los actores ejercen el dominio de ellos (p. 210).

En este proyecto se potencio el empleo de tecnologia, con el objetivo de que el estudiante
efectuara multiples realizaciones en cada experimento, hiciera los ajustes necesarios e
inclusive identificara patrones de comportamiento grafico.

I.5. Conceptualizacion de la derivada: dos perspectivas de estudio
I.5.1. Desde los libros de texto

En este apartado se presentan algunas maneras de arribar a la definicion del concepto de
derivada, las cuales corresponden a algunos libros de texto que se suelen usar como apoyo en
el curso de calculo diferencial de la UAPUAZ.

En el Capitulo III del libro Granville (1980, pp. 25-35), tenemos que el incremento de una
variable que pasa de un valor numérico a otro es la diferencia que se obtiene restando el valor
inicial del valor final, se representa por el simbolo Ax, que se lee “delta x”. El incremento
puede ser positivo o negativo (decremento) segun que la variable aumente o disminuya al
cambiar el valor. Enseguida establece el incremento Ay de la funcion y = f(x) y continta con

, . A ., ., .
la razén de incrementos ~ , formando una sucesion de valores para una funcion particular
Ax ’
(y = x?), la cual aproxima tomando Ax suficientemente pequefio, cuando x toma un valor
. . A , o .
particular, y lo denota por A11m A—y. Mas adelante sintetiza lo anterior como la regla general de
x—0 AX

derivacion (regla de los cuatro pasos), presentada de la siguiente manera:

Primer paso. Se sustituye en la funcidn x por x + Ax, y se calcula el nuevo valor de la
funcién y + Ay.

Segundo paso. Se resta el valor de la funcién del nuevo valor y se obtiene Ay
(incremento de la funcion).

Tercer paso. Se divide Ay (incremento de la funcién) por Ax (incremento de la variable
independiente).
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Cuarto paso. Se calcula el limite de este cociente cuando Ax (incremento de la variable
independiente) tiende a cero. El limite asi hallado es la derivada buscada (p. 30).

Es decir, la definicidon de derivada de una funcidon de una variable que emplea es:

La derivada (funcion derivada) de una funcion es el limite de la razon del incremento
de la funcion al incremento de la variable independiente cuando éste tiende a cero (p.
27).

Cuando el limite de esta razon existe, se dice que la funcidn es derivable o que tiene derivada.
Y simbodlicamente la representa por
dy Ay fGet A0 - f()

dx Al;»lcr—I}OE - Alalc—>0 Ax

. , dy .y . ros .y
Considera al simbolo -, No como una fraccidn, sino como el valor limite de una fraccion.

Ademas establece una serie de identidades que corresponden a notaciones usuales para
representar la derivada de una funcion:

. dy d d ,
y ==y = () = Duf () = £ ()
En donde Z—z = f'(x) se lee “la derivada de y con respecto a x es igual a f prima de x”.

Completa el apartado enfatizando que en el paso cuando se hace Ax — 0, la variable es Ax y
no x. Para lo cual fija x = x, y reescribe la derivada como

f(xq + Ax) — f(x0)
Ax

En la seccion 28 del mismo capitulo presenta la interpretacion geométrica de la derivada (ver
Figura 15), considerando a la razén de incrementos entre dos puntos P y Q, con P fijo, como la
pendiente de la secante que pasa por esos puntos, y que esta ultima tiene como limite la

) = Jim,

tangente en P.

"A

Figura 15 Interpretacion Geométrica de la derivada (Granville, 1980)

Asi que después de aplicar el cuarto paso de la regla se tendra:
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dy

—=f"(x) = lim ¢t =tg(t

= = f(x) = Jim tg(#) = tg(®
En donde ¢ es la inclinacion de la secante PQ, y T es la inclinacion de la tangente en P. Esto
ultimo lo establece como un teorema. Los capitulos siguientes tratan de las reglas de
derivacion, aplicaciones (maximos, minimos, funciones crecientes y decrecientes), derivadas
sucesivas y derivadas de funciones trascendentes, diferenciales, curvatura y hasta el capitulo

XI el teorema del valor medio y sus aplicaciones (estos tltimos tres temas no se abordan en el
bachillerato de la UAPUAZ).

En el Capitulo 2 de Larson, Hostetler, Edwards y Heyd (2005, pp. 92-137) se comienza
reduciendo el problema de encontrar la recta tangente en un punto P al problema de hallar la
pendiente de esa recta tangente en el punto mencionado (ver Figura 16).

¢+ Ax, flc+ Ax))

Figura 16 Recta secante que pasa por (c, f(c)) y (ctAx, f(c+Ax))

Para ello se recurre a una aproximacién mediante una recta secante que pase por el punto de
tangencia y un segundo punto sobre la curva, se obtiene la pendiente de esta tltima recta

empleando la férmula m = %, quedando expresada de la siguiente manera:
2741
_fle+hdx)—f(c) f(c+Ax)—f(c) cambioeny
se¢ ™ (c+Ax)—c Ax ~ cambio en x

Obtiene aproximaciones cada vez mas exactas de la pendiente de la recta tangente al elegir
puntos cada vez mas cercanos al punto de tangencia (ver Figura 17).
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Ax—=0 _/

Recta tangente
2 Recta tangente

Figura 17 Aproximaciones a la Recta Tangente

Por lo tanto definen la recta tangente con pendiente m de la siguiente manera:

Si f'esta definida sobre un intervalo abierto que contiene a c y si existe el limite

Ay fle+ M) —f(x)
lim — = lim =m
Ax-0Ax  Ax—-0 Ax

Entonces la recta que pasa por el punto (cf{c)) con pendiente m, es la recta tangente a la
grafica de f'en ese punto (c,f(c)).

Sefialan ademas que la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (c,f(c))
también se conoce como pendiente de la grafica fen x=c.

Por lo que el limite usado para definir la pendiente de una recta tangente también se utiliza
para definir la operacion en calculo llamada derivacion.

La derivada de f'en x se expresa por

fx+Ax) — f(x)
Ax

Siempre que el limite exista. Para todas las x para las cuales el limite existe, f” es funcion de x.

Feo=fm,

Ademas una funcién es diferenciable en x si su derivada existe en x, y es diferenciable en un
intervalo abierto (a,b) si es diferenciable en todos los puntos en el intervalo. Al igual que en
Granville se establecen varias notaciones, pero maneja los limites laterales como derivadas
izquierda y derecha, estableciendo una relacion entre diferenciabilidad y continuidad. En las
siguientes secciones establece las reglas de derivacion, las derivadas de orden superior,
derivacion implicita y en el Capitulo 3 aborda algunas aplicaciones de la derivada (extremo
relativos, nimeros criticos, teorema de Rolle, teorema del Valor Medio, funciones crecientes y
decrecientes, prueba de la primera derivada, concavidad, prueba de la segunda derivada,
problemas de minimos y maximos).
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De manera muy similar al texto anterior se aborda el tema de derivada, Capitulo 2, en el texto
Leithold (1998, pp. 100-196). La definicion de derivada es exactamente la misma que en
Larson y colaboradores (2005), con algunas alternancias en cuanto al trabajo con la tasa de
variacion. Basandose en un contexto fisico define la velocidad instantdnea como:

Si f'es una funcidn definida por la ecuacion

s=f()

Y una particula se desplaza a lo largo de una recta, tal que s es el nimero de unidades
de la distancia dirigida de la particula desde un punto fijo sobre la recta en ¢ unidades
de tiempo, entonces la velocidad instantanea de la particula a las ¢ unidades de tiempo
es v unidades de velocidad, donde

v=[f({t) ov= % si existe (p. 134).

Aclarando que la velocidad instantdnea puede ser positiva o negativa, dependiendo del
desplazamiento en sentido positivo o negativo. Y cuando la velocidad instantanea es cero, la
particula estd en reposo. Segun el autor la rapidez de una particula en cualquier tiempo es el
valor absoluto de la velocidad instantdnea. En consecuencia la rapidez es un nimero no
negativo y s6lo indica qué tan rapido se estd moviendo la particula, mientras que la velocidad
instantanea también indica el sentido del movimiento.

Finalmente, del libro de Analisis Matematico de Apostol (1996) podemos observar que la
derivada es presentada de manera similar que en Larson, Hostetler, Edwards y Heyd (2005), es
decir, recurre al cociente de diferencias, pero no se remite a su interpretacion geométrica de
inicio. Esta interpretacion la deduce del siguiente teorema (ver Figura 18), el cual emplea para
reducir teoremas de derivadas a teoremas de continuidad:

Teorema 5.2. Si | estd definida en un intervalo (a, b) y es diferenciable en
un punto ¢ de (a, b), entonces existe una funcion f* (que depende de f y de c¢)
continua en ¢ y que satisface la ecuacion

f(x) — f(e) = (x — ¢)f*(x),

para todo x de (a, b), con f*(c) = f(c). Reciprocamente, si existe una fun-
cion f*, continua en c, que satisfaga (1), entonces f es diferenciable en ¢ y
€} = F(e)

Figura 18 Definicion de diferenciabilidad (Apostol, 1996)

Pues si f* es continua en ¢, f*(x) es aproximadamente igual a f*(c) = f'(c) si x es proximo
a ¢, y la ecuacion del teorema queda como f(x)=f(c)+ f'(c)(x —c) que sera
aproximadamente correcta cuando x-c¢ sea pequeno. Es decir, si f es diferenciable en c,
entonces f'es aproximadamente una funcion lineal en las proximidades de ¢ (ver Figura 19).
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Tangente
con pendiente [(¢)

Figura 19 Aproximacion lineal de f (Apostol, 1996)

Como se puede notar la presentacion del topico de derivada mantiene una estructura muy
similar en los textos mencionados, y ninguno de ellos le da preferencia a los acercamientos
intuitivos ni a la visualizacién, mas aln, no se explotan las ventajas de trabajar con ideas
relacionadas con la variacion. Predomina lo algoritmico y el formalismo (definicion en
términos de limites o en términos de € y §). Y en el mejor de los casos la graficacion pasa a
segundo término, al ser considerada como una habilidad que le permite al estudiante visualizar
algunos de los aspectos que se presentan de la derivada. En las situaciones que proponemos el
acercamiento a la derivada no es mediante la definicion en términos de limite, ni utilizando la
expresion algebraica de las funciones involucradas, sino mediante un tratamiento numérico y
grafico, en donde ésta ultima tiene un rol determinante en la argumentacion y la variacion es el
eje rector.

A continuacion contrastamos lo anterior para comprender la derivada desde la perspectiva
variacional.

I.5.2. Conceptualizacion de la derivada desde la perspectiva variacional

Entre las investigaciones en matematica educativa, preocupadas por abordar la derivada desde
la perspectiva de lo variacional, destacan dos posturas particulares.

La primera de ellas concierne a los trabajos realizados por el Dr. Crisélogo Dolores Flores y
algunos colegas. Dolores centra sus investigaciones en el proceso de ensefianza y aprendizaje
de la matematica de las variables en el bachillerato. Parte del hecho de que estudiantes, tanto
en ese nivel como los que inician la universidad, manifiestan un escaso desarrollo del
pensamiento y lenguaje variacional y por consiguiente, escasa comprension acerca de los
conceptos, procedimientos y relaciones basicas. Algunas de sus principales aportaciones son:

En su tesis de doctorado, Dolores (1996) enunci6é una propuesta didéctica para la ensefanza
del tema de derivada en el bachillerato, adoptando a la variacion fisica como eje rector de los
contenidos. Logrd un acercamiento intuitivo a la derivada utilizando problemas de rapidez de
la variacion (sin un tratamiento riguroso de los contenidos del célculo).

En Dolores (1998a) disefio y aplico un cuestionario donde se exploraron las ideas que
preceden a la derivada e ideas relacionadas directamente con el concepto. En la primera parte
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del cuestionario investigd la cuantificacion simple de la variacion y la velocidad media. En la
segunda parte se exploraron las ideas de los estudiantes sobre la derivada como limite, como la
pendiente de la recta tangente y como velocidad instantanea.

Dos anos después, Dolores (1998b) aborda el problema de la escasa comprension de las ideas
variacionales que subyacen al concepto de derivada en el bachillerato. Parti6 de la hipotesis de
que el desarrollo de las ideas variacionales puede favorecer una mejor comprension del
concepto. Disefid una experiencia pedagdgica que se implemento6 en el aula, cuyo eje central
fue el concepto de derivada. El enfoque variacional empleado en la experiencia se estructurd
en tres fases: la primera incluy¢ el estudio de las variables y funciones; la segunda comprendia
la formacion del concepto de derivada (partiendo del problema de la determinacion de
velocidades medias); y la tercera la ampliacion y profundizacion de la idea de razoén de cambio
instantanea en la resolucion de problemas no relacionados directamente con la variacion fisica.

Dolores (2000a) resume que investigadores de la ensefanza y aprendizaje de la derivada
coinciden en que:

cantidades significativas de estudiantes so6lo pueden obtener derivadas de
funciones algebraicas mediante formulas, pero dificilmente comprenden el para qué
de esos algoritmos que realizan y el significado de los conceptos. Inclusive,
dificilmente logran asociar las ideas claves del célculo en la resolucion de problemas
elementales sobre la variacion, a pesar de que histéricamente del estudio de estos
ultimos se originaron las ideas claves del Calculo Diferencial (p. 2).

En esta misma investigacion presenta una instruccion didactica que contribuye a la
comprension del concepto de derivada tomando en cuenta las ideas variacionales, haciendo
énfasis en la nocion de rapidez de la variacion. Dicha propuesta fue estructurada en tres fases:

o Preparatoria: Crear las condiciones minimas para comenzar el proceso de
formacion del concepto. Partia de la modelacion de problemas sencillos de la
fisica (trabajo las nociones de variable y funcion).

o De formacion del concepto: Inicia trabajando con la rapidez de la variacion
(velocidad y aceleracion promedio) para luego impulsar la rapidez instantanea
mediante un acercamiento intuitivo al limite y la utilizacién de infinitesimales.

o De fijacion: Amplia la definicion de derivada a funciones que no dependen del
tiempo, introdujo la definicion de funcion derivada, dedujo, utiliz6 las reglas de
derivacion y se resolvieron problemas de aplicacion.

En el articulo “La matematica de las variables y el desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional” Dolores (2000b) analizé los programas utilizados en el estado de Guerrero,
Meéxico, observando que, en general, estdn estructurados con una abundante cantidad de
contenidos que no obedecen a una sistematizacion en términos de los objetivos y métodos de
ensefianza. También analiz6 algunos elementos teoricos acerca de la naturaleza de la variacion
y su relacion con los principales conceptos de la matematica del cambio. Afirmé que la idea
de variacion se encuentra asociada a la medicidon y al cambio, y que para entender el proceso
de la variacion de las funciones es importante precisar sus aspectos cualitativos y
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cuantitativos. Establecié también que, al momento de realizar la medicién de la variacion, es
importante tener en cuenta que los cambios se pueden medir a partir de comparaciones,
estableciendo la notacion adecuada para representarlo (ver Figura 20).

Estado inicial Cambio Estado final Diferencia

(aumento o disminucion)
Variable
: L+ X; + = —
independiente i Zx> x;+ Ax (5 +Ax) - Ax= Ax

pepenions. s W e

Figura 20 La Diferencia es el Modelo para medir la variacion y el cambio

Cabe observar que los procesos de variacion estdn compuestos de estados sucesivos y
suceden cambios entre un estado y el que sigue o cualquier otro. Por lo que en muchos
casos es importante poder relacionar un cambio con otro, es decir, plantear una razoén
entre cambios, un cociente entre niameros (razon de cambio).

El estudio de Dolores (2001) se ocupd del desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional
en una situacion escolar con estudiantes de primer afio de universidad, mediante una
instruccion didactica que involucrd el disefio de actividades. El objetivo principal fue mostrar
y valorar los resultados obtenidos al aplicar las actividades en el aula. Busco transitar del
sistema de representacion analitico al geométrico, del geométrico al analitico y del geométrico
al geométrico (analizando relaciones entre las graficas de f(x) y f'(x)). Este tltimo analiza el
comportamiento variacional de funciones utilizando los significados variacionales que
subyacen en la funcién derivada e integral y su relacion de reversibilidad. La puesta en aula se
hizo en cuatro etapas:

Primera. Trabaj6 la relacion entre las curvas y sus tangentes.

Segunda. Trabajo la relacion variacional entre la derivada y su primitiva.
Tercera. Realizo el andlisis del comportamiento variacional a través de graficas.
Cuarta. Analizé las graficas de funciones elementales segun sus expresiones
analiticas.

o O O O

En colaboracion Dolores, Alarcon y Albarran (2002) investigaron las concepciones relativas a
la lectura de gréficas cartesianas que representan movimiento fisico. Centraron su atencion en
las nociones de velocidad media, velocidad instantanea y la trayectoria de cuerpos en
movimiento que se desprenden de la lectura de graficas cartesianas que incluyen coordenadas
tiempo, distancia y posicion. A partir de esto, discutieron el significado de la derivada en el
contexto del movimiento a través de graficas cartesianas.

En Dolores (2006a) el investigador reporta resultados de un anélisis acerca de la ensefianza de
la derivada vista desde la perspectiva de los textos mas usuales de Célculo Diferencial (CD) y
de los programas de estudio en el estado de Guerrero. Su estudio se centr6 en la formacion,
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tratamiento y elementos propuestos para la fijacion o asimilacion del concepto de derivada.
Utiliza como referente fundamental el papel de la variacion, y detecta que:

El tratamiento de la derivada en los textos sigue, casi invariablemente, la secuencia:
incrementos, limite del cociente incremental cuando el incremento de la variable
independiente tiende a cero, notacion, regla general para la derivacion e interpretacion
geométrica. Todos definen a la derivada practicamente en los mismos términos.

La derivada de una funcién es el limite de la razon del incremento de la funcién al
incremento de la variable independiente cuando éste tiende a cero, en simbolos:

o f+A)—-f(x) Ay
lim —— = lim —
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Siempre que este limite exista (p. 175).
Ademas Dolores sostiene que:

Para la asimilacién del concepto de derivada, la mayoria de estos textos plantean
ejercicios de obtencion de derivadas mediante la regla de los cuatro pasos, la obtencion
de pendientes de curvas y tangentes, la determinacion de ecuaciones de tangentes y
normales y el calculo del d&ngulo de interseccion entre dos curvas (p. 176).

Y también resalta el hecho de que en los ejercicios y problemas propuestos en los textos
revisados existe una tendencia marcada hacia el uso de algoritmos, que por ende se presta muy
poca atencion al papel que juega la heuristica en la solucion de los mismos. Es decir, presentan
muy poca variedad de los mismos, implicando en su mayoria el uso repetitivo de técnicas
preestablecidas, ademds todos son de corte intramatematico y no se plantean problemas
relacionados con la variacion fisica. Hace la observacion que si s6lo se emplean como base
para un curso de célculo diferencial textos tradicionales, como los que fueron objeto de su
investigacion, dificilmente los estudiantes podran comprender la esencia de la derivada, pues
lo presentan como un concepto abstracto que parece tener existencia sélo dentro de la misma
matematica, y lo relacionan muy poco con la realidad.

Finaliza su estudio proponiendo varias actividades cuyo proposito es lograr un primer
acercamiento a la derivada por la via variacional, presentamos una de ellas en la Figura 21.

La siguiente grafica muestra el comportamiento de a) (Cuanto cambia f'si x cambia de -5 a -4?
la funcion f{x). Analicela cuidadosamente y

. S b) (Cuanto cambia f'si x cambia de -3 a -2?
contéstese lo siguiente: :

¢) (Cuanto cambia f'si x cambia de 1 a 2?
d) Suponga que x cambia de izquierda a
derecha, es decir Ax > 0. ;Para qué x se

cumplen las desigualdades siguientes?

flx+Ax)—f(x)>0
flx+AMx)—f(x) <0
fx+Ax)—f(x)=0

Figura 21 Ejemplo de actividad con enfoque variacional (Dolores, 2006)

Pagina 34



Capitulo I. Antecedentes

Entre los resultados més relevantes sobre esta investigacion tenemos:

En general, el tratamiento que los textos le dan a la derivada no es motivado por el
estudio de los fenémenos de variacion, la mayoria utilizan introducciones de corte
numérico y en lo analitico se reduce al trabajo algebraico: con los incrementos al
aplicar la regla de los cuatro pasos; la obtencion de pendientes de curvas y tangentes;
la determinacioén de ecuaciones de tangentes y normales; y el célculo del angulo de
interseccion entre dos curvas.

La interpretacion geométrica de la derivada es planteada después de la definicion y se
le considera como la pendiente de la tangente a la grafica de la funcion, ocultando su
naturaleza variacional.

La relacién con los problemas de la variacion fisica son tratados hasta el capitulo
dedicado a las aplicaciones.

El tratamiento de la derivada en los textos sigue, casi invariablemente, la secuencia:
incrementos, limite del cociente incremental cuando el incremento de la variable
independiente tiende a cero, notacion, regla general para la derivacion e interpretacion
geométrica.

Mediante las ideas de la variacion se puede hacer patente la esencia de este concepto
dindmico. Pues mediante la variacion se cuantifica el cambio de una manera muy
especial, proporcionando un indice o razén de cambio, bien en un punto o en todo un
intervalo.

Al igual que en los textos, los programas revisados no siguen un tratamiento del
Calculo que consideren a la variacion o el cambio como eje rector del cual se
desprendan los contenidos.

Finalmente, Dolores (2007) aborda el problema de la escasa comprension de la
derivada en estudiantes de bachillerato, los cuales no logran reconocer las ideas
asociadas de este concepto en la resolucion de problemas elementales sobre variacion y
cambio. Recopila diferentes trabajos de su investigacion, algunos realizados por sus
colaboradores a lo largo de més de diez afios de trabajo. El objetivo principal del libro
fue aportar los elementos fundamentales para el desarrollo de una propuesta para la
ensenanza de la derivada. Mientras que en el libro “La variacion y la derivada”, de
Dolores (2013), esta dirigido para que estudiantes y profesores tengan un acercamiento
de caracter intuitivo y comprendan los conceptos relacionados con la derivada,
planteando y resolviendo situaciones variacionales elementales. Nuevamente el eje
rector es la variacion.

La segunda postura tiene como eje de trabajo establecer un acercamiento a la derivada de una
funciéon mediante un tratamiento de las derivadas sucesivas. Entre los trabajos realizados
desde este enfoque tenemos:
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Cantoral y Farfan (1998) quienes afirman que la combinacién de tareas en el lenguaje
algebraico y el lenguaje grafico favorece al desarrollo del pensamiento y el lenguaje
variacional.

En algunas otras investigaciones, segunda postura, se han logrado identificar patrones graficos
asociados a las derivadas de orden mayor o igual a 1; por ejemplo Cantoral, Molina y Sénchez
(2005) trabajaron considerando hasta la tercera derivada desde un enfoque gréfico.
Argumentan que el calculo de las variaciones sucesivas en un contexto numérico permite
identificar patrones y el grado cuando se trabaja con polinomios. En otras se ha logrado
resignificar la derivada, como la tesis de Testa (2004) y también reportado en Cantoral y Testa
(2006), en la que se logra resignificar el valor numérico de la segunda derivada, analizando las
relaciones que nombra de subida y de bajada y que esquematiza (ver Figura 22). También se
tienen trabajos como el de Cardona (2009) quien propone un tratamiento articulado entre la
funcién y sus derivadas, en donde el estudiante podria identificar el signo de la derivada
sucesiva en funcion del comportamiento creciente o decreciente de su antecesora.

1cion 4P Cuadrantes.

#* Representacion de un punto.
Signo

Ny

4 Crecimiento-Decrecimiento.

/
.I: /
Valor numérico # Coeficiente angular de la recta
\ tangente al grafico
||l'\ ".‘
\ \ 4 Concavidad.

Funcion dcr}»(da =) Funcian derivada segunda (f )

/
/ Signo

Valor numérico

Figura 22 Relaciones de Subida y Bajada (Testa, 2004, Cantoral y Testa, 2006)

Para reforzar estas ideas podemos recurrir a Cantoral (2013a) en donde podemos encontrar
una descripcion y ejemplificacion de la linea de investigacion del PyLV. El autor afirma que

. al pretender ensefiar un concepto, se deben favorecer las diversas miradas que puedan
hacerse de los conocimientos y sus relaciones con los conocimientos previos, con el fin de
que los saberes antes adquiridos puedan ir formando una cierta estructura conceptual cada

vez mas robusta y funcional (p. 17).

Ademas recomienda emplear de manera frecuente, la visualizacion en las clases de
matematicas para favorecer las diversas formas de representacion y la exploracion de otros
tipos de argumentacion. En este tenor, sostiene que el discurso escolar reduce el tratamiento de
la derivada a una ensefanza de técnicas de derivacion, provocando una inhibicion del
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desarrollo de ideas propiamente variacionales. Entonces parte de la tarea es reconocer
variaciones referidas a elementos que a su vez varian.

Con la articulacion de estas ideas analiza una funcion derivable en todos sus puntos, la
desarrolla en torno a un punto con cierto incremento 4, reescribe los coeficientes de dicho
desarrollo en términos de derivadas sucesivas de la funcién original y finalmente la vuelve a
reescribir en torno a x-a, con lo cual obtiene una expresion que sirve para encontrar las
derivadas sucesivas de una funcion en un punto, basta desarrollar en serie de potencias en
torno del punto en cuestion.

f)=f@+f(@x—a)+f"(a )( ) +f"'()( —a) L

Enseguida compara la definicion usual de la derivada en bachillerato y la descrita
anteriormente, y las maneja como dos procedimientos distintos para obtener la derivada. La
primera es la derivada de Cauchy y la otra concierne a Lagrange (ver Figura 23).

Derivada de Cauchy Derivada de Lagrange

Limite del cociente

: Coeficiente lineal en el desarrollo de serie
incremental

25 2
f(a) = 713_,30_/’ ("2 - Z @  f)=f@+ f(@)(x—a)+ f"(a)%+

Figura 23 De Cauchy a Lagrange (Cantoral y Miron, 2000, citados en Cantoral, 2013a)

La primera (conocida como la regla de los cuatro pasos) es mas usual en el bachillerato y en
los primeros cursos de universidad, mientras que la segunda es mas usada en el nivel superior.
Cantoral concluye afirmando que el manejo simultdneo y coordinado de las derivadas
sucesivas parece ser una condicion sin la cual la formacion de la idea de derivada y en
consecuencia, de la nocion de prediccion deviene inevitablemente fragil.

En este proyecto coincidimos con Cantoral (2013a) en que los estudiantes deben generar otros
tipos de argumentacion, mas alld de lo algoritmico o analitico. Deben desarrollar ideas
variacionales para comprender el concepto de derivada. Ademas compartimos la idea de que al
incorporar elementos visuales en el disefio incitaremos a que el estudiante transite entre varios
contextos (geométrico, numérico, iconico y verbal). Y por el hecho de trabajar algunas
actividades de forma experimental, las conjeturas, procedimientos heuristicos, ensayos,
exploraciones e intuicion del alumno jugaran un papel importante. También coincidimos con
Dolores en la explotacion de las ideas variacionales y porque su forma de acercarnos es mas
cercana a la que trabajamos en el bachillerato de la UAPUAZ.
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Las investigaciones revisadas en este capitulo hacen aportaciones de propuestas concretas de
trabajo para la derivada. A partir de estos antecedentes podemos afirmar que el panorama del
estudio de la derivada es diverso, en algunas se identificaron concepciones y errores que los
estudiantes manifiestan durante el proceso del estudio de la derivada, otras en cambio,
establecieron propuestas y disefios didacticos que tienen como propdsito fortalecer el
entendimiento de este concepto tan complejo del calculo.

La mayoria de los trabajos revisados que ofrecen algun tipo de propuesta didactica para el
estudio de la derivada, coinciden en la necesidad de establecer acercamientos alternativos a la
derivada, y no unicamente basdndose en las definiciones formales. Coincidimos con ésta
postura y con algunas que particularmente consideran que el acercamiento a este topico
deberia ser por mediante el estudio de la variacion empleando recursos tecnoldgicos. Sin
embargo, diferimos de aquellos trabajos que centran su estudio en el objeto matematico o en
técnicas algoritmicas, pues no se preocupan por hacer que el estudiante use conocimiento para
entender la derivada. Nuestra investigacion estd centrada en las practicas sociales, pues son
ellas precisamente las que norman la construccion del conocimiento matematico. En las
situaciones experimentales hacemos que el estudiante use conocimiento sobre la variacion,
que identifique ;qué cambia?, ;como cambia?, y ;cuanto cambia?, por lo que eventualmente
el estudiante tiene que comparar, cuantificar, predecir y modelar sin tener una expresion
algebraica de la situacion. Para ello ejecuta multiples realizaciones de la situacion, hace
ajustes, identifica comportamientos y desarrolla un razonamiento que coadyuvan al desarrollo
de significados, procedimientos y procesos-objetos el cual se ve plasmado en los argumentos
que genera, en este caso de tipo variacional. En consecuencia resignifica la derivada mediante
el uso de la grafica en situaciones experimentales, pues como resultado de ésta interaccion el
estudiante construye algo relacionado con la variacion. En otras palabras, resignifica su
conocimiento sobre la derivada al poner en juego las practicas de modelacion y graficacion
que norman la construccion del conocimiento en un escenario de laboratorio.

1.6. Problematica de investigacion

La problematica abordada en este trabajo se refiere a que la ensefianza tradicional del célculo,
especificamente en el caso de la derivada, suele centrarse en practicas algoritmicas y
algebraicas, dejando de lado otros procesos como los argumentos visuales o los enfoques
numéricos por no considerarlos plenamente matematicos. La misma tendencia se puede
observar en los ejercicios y problemas propuestos en libros de texto y, como menciona
(Dolores, 2006), dificilmente los estudiantes podran comprender con ellos la esencia del
concepto de derivada. Por lo que existe, dentro del dME una ausencia del estudio de la
variacion, y por ende, de significados variacionales asociados al concepto de derivada.

1.7. Problema

De manera particular en el caso de la derivada, existe una ausencia de significados
variacionales por parte del estudiante, ya que el significado que tiene es como una operacion
algoritmica que hay que realizar sobre las funciones. Por lo tanto, se considera necesario el
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establecimiento de situaciones experimentales de variacion que le permitan al estudiante
desarrollar un pensamiento y lenguaje variacional donde el concepto de derivada se
resignifique.

I.8. Pregunta de Investigacion
Es de nuestro interés abordar la siguiente pregunta de investigacion:

(Como el conocimiento sobre la derivada, se resignifica en los estudiantes de bachillerato de
la UAPUAZ en situaciones experimentales ex profeso al desarrollo del pensamiento y
lenguaje variacional?

Para medir este efecto identificaremos las construcciones de la Socioepistemologia del
Calculo para las situaciones experimentales planteadas.

1.9. Objetivo general

Desarrollar el Pensamiento y Lenguaje Variacional en torno a la derivada en estudiantes de
bachillerato a través de situaciones “experimentales de variacion”.

La finalidad es que el estudiante de bachillerato cuente con otros marcos de referencia donde
la derivada se resignifique a través de modelar situaciones fisicas concretas usando un
lenguaje rico en graficas y empleando a la variaciéon como eje rector del disefio de dichas
actividades.

1.10. Objetivos especificos

- Redisefiar situaciones experimentales de variacion implementadas mediante la
modelacion y graficacion.

- Centrar los argumentos de los estudiantes en el analisis de las graficas de las
situaciones experimentales.

- Propiciar en el desarrollo de las situaciones el uso de estrategias variacionales.

- Propiciar el trabajo colaborativo, el debate y la discusion de las situaciones entre los
estudiantes.

I.11. Hipdtesis

El desarrollo de situaciones experimentales de variacion mediante la modelacion y
graficacion, permite el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional donde la derivada se
resignifica.
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En este apartado se presenta la
delimitacion teorica utilizada en la
investigacion, se  explicard  su
naturaleza haciendo ¢énfasis en la forma
en que se construye el conocimiento, la
problematica que atiende y los
conceptos clave que en ella se manejan.
Ademas, se establece cOmo este marco
se adapta a la problematica planteada
en la mnvestigacion.
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I1.1. La problematica y lo social

La problematica abordada en esta investigacion se origina en el curso de calculo del nivel
medio superior, calculo diferencial, en donde se ha detectado que existe una ausencia de
significados variacionales sobre la derivada por parte de los estudiantes, y quienes la suelen
considerar basicamente como otra operacion que hay que realizar sobre las funciones. Parte de
esta situacion se debe a que tradicionalmente la ensefianza de este topico del calculo suele
centrarse en practicas algoritmicas y algebraicas (Artigue, 1995), o bien se presenta de forma
abstracta sin considerar su base empirica (Cantoral, 2013b). Por lo que es comun que se dejen
de lado argumentos visuales o enfoques numéricos por no considerarlos plenamente
matematicos (Cantoral y Farfan, 1998).

Coincidimos con Artigue (1995) cuando afirma que

... si bien se puede ensefar a los estudiantes a realizar de forma mas o menos mecénica
algunos célculos de derivadas y resolver algunos problemas estandar, es dificil que
logren alcanzar una comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de
pensamiento del célculo (p. 97).

Con respecto a los ejercicios y problemas propuestos en libros de texto, se puede observar una
tendencia similar a la anteriormente descrita, y la situacion peculiar de que muchos de los que
son utilizados en clase provienen de sistemas escolares diferentes al nuestro (Cantoral, 2013b);
por lo que dificilmente los estudiantes podran comprender con ellos la esencia del concepto de
derivada (Dolores, 2006).

Por ello se requiere del establecimiento de marcos de referencia que permitan la
resignificacion del concepto de derivada. En los que el estudiante de bachillerato construya y
comparta significados relativos a la derivada y no recurra principalmente solo a practicas de
memorizacion algoritmica. El marco de referencia propuesto se caracteriza porque en ¢l se
trabajan situaciones disefiadas para ser experimentadas en un escenario muy particular, el cual
no esta limitado a un espacio fisico particular (como los laboratorios de fisica o quimica). En
este escenario los estudiantes generan justificaciones funcionales y se producen
resignificaciones del contenido matematico en cuestion: ya sea manipulando diversos
materiales o mecanismos fisicos; recopilando datos en forma manual, empleando recursos
tecnologicos, analizando simulaciones en software y construyendo algunas otras. Ese contexto
especial y especifico para hacer matematicas segun Molfino (2010), permite una interaccion
entre estudiantes y profesor (investigador) en lo que se denomina laboratorio. No es especifico
de matematicas porque precisamente en €l se pretende explorar propiedades, relaciones y
caracteristicas de conocimientos que pueden pertenecer a diferentes disciplinas, favoreciendo
a su vez una mejor comprension de conceptos.

En el proyecto asumimos como referente tedrico a la Teoria Socioepistemologica de la
Matematica Educativa (TSME) por las siguientes razones:
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I. Su interés por explicar la constitucion del conocimiento matematico a través de las
practicas sociales (norman su construccion). Considerando que el conocimiento no es
preexistente sino que el individuo lo va construyendo. Pasando de los objetos a las
practicas (Cantoral, 2004).

II. Se reconoce a la Modelacion-Graficacion (M-G) como una categoria que genera
conocimiento, razén por la cual la argumentacion grafica tiene un estatus que permite
resignificar ese conocimiento matematico (Cordero, 2006a).

III. Es precisamente en esta teoria que nace la linea de investigacion del Pensamiento y
Lenguaje Variacional.

I1.2. La Teoria Socioepistemologica de la Matematica Educativa

En este apartado se presenta la definiciéon de algunos términos propios de la teoria que
soportan el trabajo realizado.

La Teoria Socioepistemologica de la Matematica Educativa (TSME) o Socioepistemologia se
ocupa del estudio de fendmenos didacticos ligados al saber matematico asumiendo la
legitimidad de toda forma de saber, sea éste popular, técnico o culto, pues considera que ellas,
en su conjunto, constituyen la sabiduria humana (Cantoral, Reyes-Gasperini y Montiel, 2014).
Se caracteriza por ser una teoria contextualizada, relativista, pragmatica y funcional.

Para esta teoria el problema educativo no es el de la constitucion de objetos abstractos, sino el
de su significacion compartida mediante el uso de conocimiento culturalmente situado. No es
de la aprehension individual de objetos abstractos, sino el de la democratizacion del
aprendizaje en que los estudiantes, en tanto ciudadanos, disfruten y participen de la cultura
matematica enraizada en sus propias vidas (Cantoral, Reyes-Gasperini y Montiel, 2014). En
otras palabras, el interés de estudio no es la produccion matematica final que logra el hombre,
sino el andlisis de la actividad humana al hacer y usar matematicas en un contexto social
especifico (Molfino, 2010). Y como afirman Cantoral, Reyes-Gasperini y Montiel (2014) la
TSME se ocupa especificamente del problema que plantea la construccion social del
conocimiento matemdtico y el de su difusion institucional. En consecuencia, permite
reconocer que el conocimiento no estd conformado por conceptos y estructuraciones
conceptuales aisladas, sino que presenta una articulacion gestada al seno de ciertas practicas
(Molfino, 2010).

En nuestro caso particular la investigacion es de corte experimental, pues ponemos en juego la
simulacion y la modelacion con el objetivo de que los estudiantes construyan conocimiento a
través de las resignificaciones que se producen en las actividades (Camacho, 2006; citado en
Cordoba, 2011).
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Con respecto al saber matematico en la TSME, se establece que este tiene cuatro dimensiones
(cognitiva, didactica, epistemologica y social) que se entretejen en una sola unidad de andlisis
Cantoral (2013Db), (ver Figura 24).

Construccion
Social del

Conocimiento

Figura 24 Dimensiones del saber (Cantoral, 2013b)

Dimension diddctica. Trata con la matemadtica escolar como objeto de estudio y sirve
fundamentalmente para localizar y explicitar el dME (libros de texto, programas de estudio,
apuntes de clase, exdmenes, articulos con propuestas educativas, etc.). Con ello se trata de
examinar sus implicaciones didacticas y su resignificacion para su difusion. En nuestra
investigacion la dimension didéctica se localiza en la problematizacion de la derivada y su
carencia didéactica la cual, hemos reportado en la revision de libros e investigaciones en la
docencia.

Dimension epistemologica. Considera una naturaleza del saber. En esta investigacion el saber
€s poner en uso un conocimiento matematico, en particular un conocimiento en el uso de las
graficas donde se implementa una categoria de Modelacion-Graficacion. Estos usos los
evidenciamos en el desarrollo de las situaciones por medio de sus funcionamientos y formas
de la gréafica. En la tabla 4 es donde implementamos esta dimension epistemoldgica.

Dimension cognitiva. Se ubica al nivel de los procesos mentales que se presentan al nivel de
los actores educativos en su accién por conocer (pensamiento que incluye entidades
matematicas y procesos avanzados de pensamiento como abstraccion, justificacion,
visualizacidn, estimacion, o razonamiento bajo hipotesis). Aunque el estudio no se centra en el
aspecto cognitivo, éste se interpretard a través de comportamientos observables de los
estudiantes y de sus argumentaciones que se generan a lo largo de las situaciones.

Dimension social. Se centra en los roles que juegan los actores y en el papel que tiene el saber
en tanto construccion social del conocimiento en sus tareas principales, la construccion de
consensos, los usos y las practicas. De estos roles surgen las practicas sociales observables en
la interaccion de grupos con significados propios e intencion, ubicado en un contexto historico
o actual, generando herramientas para construir conocimiento matematico (Cordero, 2001). En
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esta dimension social se ubica a la graficacion como una préctica social, es decir, la
graficacion es mas que un acto de representar la grafica de una funcion. Por lo que tiene
sentido sefialar que la graficacion es el uso de la grafica en una situacion especifica (Zaldivar,
Cen, Bricefio, Méndez y Cordero, 2014).

La investigacion de corte Socioepistemologico identifica practicas diversas produciendo lo
que Cantoral, Reyes-Gasperini y Montiel (2014) denominan una descentracion del objeto.
También delimita el papel que juega el escenario histdrico, cultural e institucional en la
actividad humana.

La TSME asume que para estudiar fenomenos didacticos ligados a las matematicas se precisa
acudir, y esto la diferencia de otros enfoques teéricos, a un examen minucioso del saber, a su
problematizacion (Cantoral, Reyes-Gasperini y Montiel, 2014).

Este enfoque inicia entonces con este particular tratamiento del saber. Se lo construye,
reconstruye, significa y resignifica, se lo ubica en el tiempo y el espacio, se lo explora
desde la dptica de quien aprende, de quien inventa, de quien lo usa: se posiciona a la
opcion constructiva desde la perspectiva historica, cultural e institucional para que, en
definitiva, se lo redisefie con fines didacticos. Esto es en definitiva que el saber se
problematiza (Cantoral, Reyes-Gasperini y Montiel, 2014, p. 97).

En ella, la historia es entendida como una herramienta que permite explicitar las circunstancias
que constituyen un contexto de significacion para el saber mismo, lo que favorece una
introduccion significativa y articulada al sistema didéctico (Buendia y Montiel, 2009a).

La forma de operar de la Socioepistemologia consiste en primer lugar interpretar el
fenomeno didactico a través de relaciones complejas que abarcan dimensiones
epistemologicas, cognitivas, didacticas y sociales. Posteriormente, con base en estas
relaciones se disefia la situacion y la implementacion especifica de la problematica
conferida por el fenémeno didactico. Se recolectan datos y se realiza su respectivo
analisis de acuerdo a la aproximacion teorica, para revisar las relaciones complejas.
Con ello, finalmente se reinterpreta el fendmeno didéctico, ofreciendo, en el mejor de
los casos, una resignificacion matematica especifica (Cordero, 2001).

I1.3. La Practica Social y Construccion Social del Conocimiento

La Socioepistemologia sostiene la tesis de que las practicas sociales son la base y la
orientaciéon del conocimiento humano (Cantoral, 2013b). Por consiguiente ¢&stas son
generadoras de conocimiento (Arrieta, 2003; Buendia, 2006; Martinez, 2005; Ferrari y Farfan,
2004, citados en Molfino, 2010). Y suelen considerarse como normativas de la actividad, mas
que como actividad humana reflexiva o reflexion sobre la practica.

La prdctica social no es lo que hace en si el individuo o grupo (la prdctica ejecutada),
sino lo que les hace hacer lo que hacen, digamos que norma su accionar (la orientacion
de la prdctica) (Cantoral, Reyes-Gasperini y Montiel, 2014, p. 100).
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Ademas

...las practicas sociales se caracterizan por ser insustanciales, pero inferibles.
Permanentes, aunque no estaticas. Normativas, pero no mandatarias o deterministicas. Se
expresan en los planos individuales, colectivos e historicos. Son el producto de un
analisis, no de una observacién (Cantoral, Reyes-Gasperini y Montiel, 2014, p.100).

La préctica social se regula, por asi decirlo, con las actividades de medir, modelar, aproximar,
graficar, calcular, buscar explicaciones de fendmenos especificos, elaborar conjeturas y
justificarlas o refutarlas, enunciar definiciones y axiomas, comunmente llamadas prdcticas de
referencia; las cuales son desarrolladas por un matematico o grupo de matematicos en torno a
un concepto (Molfino, 2010).

Desde esta perspectiva, el conocimiento es una construccion de sentido comin normada por
practicas sociales y producto de practicas de referencia propias de un contexto determinado
(Molfino, 2010, p. 62). Razon por la cual, y de acuerdo con Cantoral, Reyes-Gasperini y
Montiel (2014), en la construccion social del conocimiento

...se articulan los siguientes principios uno detras de otro: se pasa de la accion, directa
del sujeto (individual, colectivo o historico) ante el medio en tres acepciones: material
(entorno), organizacional (contexto), social (normativo), esto se organiza como una
actividad humana situada socioculturalmente, para perfilar una practica (iteracion
deliberada del sujeto y regulada por el contexto); dicha practica cae bajo la regulacion
de una practica de referencia que es la expresion material e ideoldgica de un paradigma
(ideolodgico, disciplinar y cultural), la que a su vez es normada mediante cuatro
funciones por la practica social (normativa, identitaria, pragmatica y discursiva—
reflexiva). Esta secuencia permite explicar empiricamente y tedricamente el proceso de
construccion del sujeto individual, el sujeto colectivo y el sujeto historico (p. 99).

En esta investigacion resignificar no es dotar de nuevos significados un saber matematico o
nuevas definiciones de un concepto, es mas bien:

. reforzar, robustecer, ampliar, enriquecer, articular e integrar un significado ya
existente que las personas tienen y que lo estdn usando en un momento o situacion
particular, con una finalidad especifica y en el ejercicio de diferentes practicas
(Cordoba, 2011, p. 70).

De acuerdo con Cordero (2006a), la resignificacion sera

... la construccion del conocimiento mismo en la organizacion del grupo humano,
normado por lo institucional, o sea, serd el uso del conocimiento en la situacién donde
se debate entre su funcionamiento y forma de acorde con lo que organizan los
participantes (p. 11).

Por tanto la resignificacion de la derivada, es la variacion que es modelada mediante tres
situaciones de experimentacion, la primera relacionada con la optimizacion; la segunda con el
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equilibrio térmico; y la tercera se refiere a modelacion de un movimiento especifico. La forma
en que se desarrollan usos de conocimiento respecto a la variacion en las tres situaciones, da
un valor al estudiante de integrar y articular significados que se confrontan con aquello que ya
se sabe o creen saber, como se describe en el siguiente parrafo.

. esta resignificacion se logra a partir de la confrontacion entre aquello que los
estudiantes ya saben o creen saber, entre lo que intuyen o su sentido comun les sugiere
y los resultados obtenidos a partir de una situacion real en la que ellos han sido actores
principales y han tenido la posibilidad de interactuar con sus pares y con el profesor
(Cordoba, 2011, p. 72).

En consecuencia, la resignificacion dota de valor, genera interés, coadyuva a formular nuevas
preguntas y perspectivas de conocimiento matematico. Particularmente en el estudio de la
variacion, se enriquece su significado cuando los estudiantes en un laboratorio ejercen
practicas de Modelacion-Graficacion sobre las situaciones experimentales.

Con respecto al dME, para la Socioepistemologia éste es...

...la manifestaciéon del conocimiento matematico, normada por creencias del profesor y
los estudiantes sobre lo que es la ensefianza y lo que es la matematica, por lo que dicta el
curriculum y por las necesidades e intereses de todos los actores de la nodsfera. El
discurso modela el desarrollo de la clase y establece prioridades sobre ‘aquello’ que debe
estudiarse; el tipo y caracteristicas de actividades, la forma de evaluar, el tipo de
planteamientos y ejercicios (Cordero y Flores, 2007, citado en Molfino, 2010, p. 16).

En otras palabras, el dME esta formado por los discursos que facilitan la representacion en
matematicas alcanzando consensos entre los actores sociales (Cantoral, 1990, citado en
Cantoral y Farfan, 2008, p. 744). Involucra a las formas orales, como el didlogo que se puede
suscitar en una clase entre profesor y alumnos, pero también involucra formas escritas como
los programas o los libros de texto seleccionados para dictar un curso (Castaneda, 2002).
También conforman el discurso otros aspectos relevantes como:

... las practicas docentes y todo lo que hace a la formacion docente: la estructuracion de
sus planes y programas, los libros de texto que se recomiendan y las practicas docentes
de los formadores de profesores. Por otro lado, integran el discurso todas las
manifestaciones —generalmente escritas— que no son consultadas frecuentemente en los
cursos actuales pero que de alguna manera influyeron o influyen en la configuracion
actual de los programas y las practicas docentes. Ejemplos de ello serian los escritos
cientificos y libros de texto de antafio (Molfino, 2010, p. 63)

El dME privilegia las habilidades académicas, como si éstas fueran son las Unicas que “valen
la pena” desarrollar y a las cuales las personas deben aspirar y acceder a través de la
instruccion escolar (Zaldivar, 2014). Los conocimientos asi adquiridos dificilmente traspasan
las esferas donde fueron tomados, el conocimiento se convierte en utilitario.
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El conocimiento matematico escolar materializado en el dME, impone una forma especifica de
pensamiento, el cual se exige que sea sistematico, razonado, axiomatico, formal, donde todo
parece terminado y donde se niega otras formas de construccion y legitimidad (Zaldivar,
2014). Por lo que se precisa de un cambio de concepcion profundo sobre la accion de la
educacion matematica, transitando del programa clasico al programa alternativo (Cantoral,
2013b), ver Tabla 1.

Programa clasico Programa alternativo
Racionalidad universal Racionalidad contextual
Curriculum fijo Curriculum flexible
Basado en objetos Basado en practicas
Discurso matemdtico escolar-fijo Redisefio del discurso Matemadatico Escolar
Reificacion como norma Practica social como norma
Centrada en el sujeto Centrada en comunidades

Tabla 1 Contraste entre el programa cldsico y el alternativo (Cantoral, 2013 b)

Producto de este programa alternativo se construyen practicas que fungen como elementos que
generan argumentos en situaciones especificas y que a continuacion describimos.

11.4. El Binomio Modelacion-Graficacion

Desde la Socioepistemologia la Modelacion-Graficacion (M-G) es una categoria que permite
construir conocimiento. Cuando hacemos referencia a la modelacién y no al modelo, no nos
referimos a que el centro sea encontrar explicitamente el modelo que dé cuenta de algun
fendmeno, sino mas bien al proceso de modelacion, el cual es relevante porque es alli donde
los elementos adquieren significados y se articulan para generar conocimiento llevando de esta
forma, la matematica a un nivel funcional (Morales et al., 2012).

El binomio M-G es un constructo que expresa la funcionalidad del conocimiento matematico
en una situacion especifica, pues al poner en juego la modelacion en un ambiente tecnologico,
se resignificara la variacion con el funcionamiento y la forma del uso de las graficas al
reconocer patrones con multiples realizaciones (Suarez, 2014).

Suarez (2014) hace la distincion entre la modelacion y el uso de simulaciones por
computadora. Menciona que cuando los alumnos hacen una simulacién de computadora
pueden manipular un modelo que ya ha sido creado; pero cuando ellos modelan, crean sus
propias representaciones y aprenden algo sobre su naturaleza. Esta Ultima vertiente es el
referente de la investigacion.

Dos elementos importantes en este binomio para el disefio de situaciones son el
funcionamiento y la forma de las graficas. De acuerdo con Suarez (2014), el funcionamiento
(f,) esta asociado a los significados y los argumentos que los estudiantes tienen como medio y
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propdsito en uso de graficas, es decir, se expresa por las ejecuciones, acciones u operaciones
que desempena la grafica, mientras que la forma (F,) esta relacionada con los significados y
los procedimientos asociados a como un estudiante las obtiene, esto es, son las maneras en que
se presenta tal funcionamiento (Bricefio, 2013). En otras palabras,

... la forma es la manera en que se lleva a cabo ese propdsito o rol, esto significa no
solo observar su visualizacion grafica, sino analizar la manera en que se desempefia la
gréfica para poner en funcionamiento un conocimiento (Bricefio, 2013, p. 44).

Finalmente, para Buendia (2011) el constructo tedrico de uso de las grdficas y su categoria de
andlisis funcionamiento y forma permiten explorar la naturaleza del saber matemadtico y
permite abordar cuestiones acerca de como las graficas desarrollan conocimiento matematico,
coémo lo explican o como lo fundamentan.

Por otra parte, de acuerdo con Suérez (2014, p. 112-113), los elementos que caracterizan al
binomio M-G son:

* Las multiples realizaciones al graficar. Esperando que el estudiante al enfrenar una
tarea de graficar una situacion, esbocen diversas graficas y a partir de la formulacion
de relaciones entre la situacion y las caracteristicas de la grafica se establezcan
argumentos que permitan discriminar entre las graficas adecuadas.

* La realizacion de ajustes en la estructura para producir un patron grafico deseable.
Esto se posibilita cuando se incorpora la simulacion (de forma multiple) y las graficas
se obtienen a partir de la toma de datos con sensores.

* El desarrollo del razonamiento. Emerge de la interaccion entre las actividades de
graficacion y modelacion, identificando funcionalidades.

En concreto, a partir del funcionamiento y la forma que surgen de la modelacion
(comportamiento de area, equilibrio térmico, movimiento), los estudiantes participan en
experiencias llevando a cabo multiples realizaciones donde identifican patrones, hacen ajustes
de tal manera que relacionen la situacion especifica y las graficas que obtienen, logrando un
desarrollo en sus argumentaciones graficas. Pero todas referentes al estudio de la variacion.

Finalmente, la resignificacion no implica establecer otros significados tinicamente, sino que se
generan significados a través del uso en la situacion donde desarrollan su funcionamiento y su
forma de acuerdo con lo que organiza el grupo humano (Dominguez, 2003; Buendia, 2011).

En particular resignificar la variacion denota. ..

...sintesis de la construccion matematica en la que intervienen significados,
procedimientos, procesos-objetos y argumentos asociados a las ideas matematicas del
cambio y la variacion (Suérez, 2014, p. 114).

Es decir,

... una situaciéon de aprendizaje que genera en los estudiantes un interés por estudiar un
fenomeno de cambio a través de graficas de las funciones que ahi intervienen

Pagina 48



Capitulo II. Marco Teorico

contribuye a establecer relaciones entre gréaficas y situaciones de cambio donde la
variacion tiene un sentido especifico que no depende necesariamente de las
propiedades analiticas de la funcion (Sudrez, 2014, p. 117).

A continuacion describimos como se interpretan desde la TSME construcciones matematicas
en situaciones especificas para su reorganizacion.

I1.5. La Socioepistemologia del Calculo

La Socioepistemologia del Célculo (SC), es una reorganizaciéon del Célculo producto de un
analisis exhaustivo hecho por Cordero (1998) sobre varias investigaciones de corte
epistemologico. En ella propone tres construcciones del calculo: una situacion de variacion,
una situacion de transformacion y una situacion de aproximaciéon (Cordero, 2006a; Morales,
Mena, Vera y Rivera, 2012). Cada una de estas construcciones tiene asociados sus
significados, procedimientos, procesos-objetos y argumentos. Identifica también lo que
denomina categorias del conocimiento matematico: prediccion, graficacion-modelacion,
acumulacion, estado permanente, analiticidad entre otras (ver Tabla 2).

Construcciones Situacion de:
en las practicas — = —
Variacion Transformacion Aproximacion
Flujo Patrones de Limite
.. comportamiento grafico y Y
ioni Movimiento . Derivacion
Significados analitico
Acumulacion . Integracion
Comportamiento
Estado Permanente tendencial de la funcidn Convergencia
Comparacion de dos Variacion de parametros Limite de un cociente
.. t
Procedimientos erfizidion a=f '(x )
Sf(x+h)=f(x)=ah y=Af(Br+C)+D | S+ =S ()
a=f '(x) 70 h
Cantidad de variacion | Instruccion que organiza
. continua mportamient .
Proceso-objeto comportarientos Funciéon
Prediccion Graficacion — Modelacion Analiticidad de las
p wcid E, + variacion = E, Hnmeines
rgumentacion w2 VA
& Fren)= 7oy rene L)

Tabla 2 Socioepistemologia del Cdlculo (Cordero, 2001)
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Morales y colaboradores explican que la cuarta columna, situacién de aproximacion, es un
resumen de lo que es el AME (Programa clasico, ver Tabla 1), es decir, nos muestra la forma
tradicional de tratar los temas del calculo provenientes de las ideas de Cauchy. Mientras que la
segunda columna de la SC presenta una postura contraria a la ya mencionada para la cuarta
columna, en donde la situacion de variacion, alude a la préctica de predecir (modelar) via un
pensamiento variacional que construye conocimiento matematico. También mencionan que
esta situacion de variacion no estd presente en el dME pero con ella podria emerger una
matematica funcional. En particular, la nocion de prediccion esta relacionada con la estructura
matematica del célculo, especificamente con aproximacion y derivacion; y con la estructura
matematica del analisis, para el caso con la serie de Taylor.

Los elementos: significados; procedimientos; procesos y objetos; y argumentos han permitido
la articulacion de las cuatro dimensiones de la Socioepistemologia. Y a su vez han compuesto
marcos epistemolédgicos especificos del Calculo, que han ayudado a explicar marcos de
referencia donde se da reconstruccion de significados en contextos interactivos (Cordero,
2001).

Los significados, en el sentido de los conceptos, son los patrones de comportamientos graficos
y analiticos. Estos se pueden identificar, por ejemplo, en el uso de: los ejes coordenados, los
conocimientos previos, graficas, etc. Esto se da en la toma de decisiones a partir de la
problematizacion de una situacion (Suédrez, 2014). Los procedimientos son aquellas
operaciones que el estudiante realiza al manipular conceptos e ideas, es decir, todo lo que usan
para describir o controlar la situacion. Los procesos-objetos estan asociados con las relaciones
que los estudiantes logran construir donde se identifican niveles cognitivos distintos. La
argumentacion es la sintesis de la articulacion de los significados, los procedimientos y
procesos-objetos y las relaciones que genera el estudiante al realizar tareas asociadas a estos.

Para Cordero (2001) en este tipo de marcos los estudiantes construyen representaciones® y
aplican procedimientos con relacion a: las operaciones que ellos son capaces de hacer; las
condiciones que ellos son capaces de capturar y transformar; los conceptos que ellos van
construyendo progresivamente. Ademds los cuatro elementos de la SC permiten hacer un
analisis contextual para conocer el desarrollo de pensamiento matematico en las situaciones y
para conocer el desarrollo del pensamiento matematico en la interaccion de las tres situaciones
(variacion, transformacion o de aproximacién). Y nociones como prediccion, acumulacion,
estado permanente, transformacion y aproximacion entre otras son llamadas categorias del
conocimiento matematico (Cordero, 1998); son nociones medulares de la reconstruccion de
significados del Calculo en la actividad humana. Tienen un caracter funcional del
conocimiento matematico y su construccion esta con relacion al uso de herramientas y a la
modelacion.

¥ Para Cordero (2001) representacion es concebida no como un instrumento para la transmision de informacion,
sino como un medio dindmico para la accion social que compone un sistema de recursos para construir
significados.

Pagina 50



Capitulo II. Marco Teorico

En resumen, la Socioepistemologia del calculo

. significa que se reconocen tres posibles construcciones y que cada una de éstas
generan argumentos que permiten construir nuevo conocimiento, sin embargo,
reconocer que estos argumentos son distintos y seleccionar uno dependiendo de la
situacion es la parte esencial de la construccion (Cordero, 2001, p. 117).

I1.6. Elementos Teodricos del PyLV

El Pensamiento y Lenguaje Variacional es tanto una linea de investigacion como una forma de
pensamiento, se caracteriza por proponer el estudio de situaciones y fendmenos que
involucran el cambio, y donde la necesidad de predecir estados futuros motiva el estudio y
analisis de la variacion (Caballero y Cantoral, 2013).

Posee una orientacion multiple (Cantoral, 1997; citado en Cantoral, y Reséndiz, 2003).

() Por un lado se ocupa del estudio de estructuras variacionales especificas desde un
punto de vista matematico y fenomenologico.

() En segundo término, estudia las funciones cognitivas que los seres humanos
desarrollan mediante el uso de conceptos y propiedades matematicas del cambio y

() En tercer lugar, tiene en cuenta los problemas y situaciones que se abordan y resuelven
en el terreno de lo social mediante estructuras variacionales consideradas tanto en la
escuela como en el laboratorio. Orientacion por la cual opta esta investigacion.

Los autores Caballero y Cantoral (2013) caracterizan los elementos del PyLV y sostienen que
para generar el desarrollo del pensamiento variacional es necesario el uso sistemdtico e
interaccion de los elementos que lo conforman (ver Figura 25 ).

Estrategia Variacional

Recurren a
Generan
Argumentos Variacionales |

Son articulados por

Explican

Situaciones Variacionales ——

Se componen

Figura 25 Modelo de interaccion de los elementos del PyLV (Caballero y Cantoral, 2013)

En ese mismo trabajo los autores describen cada elemento del PyLV.
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Para nuestro caso, las Situaciones Variacionales (SV) corresponden a los tres experimentos
planteados, los cuales demandan la puesta en juego de estrategias variacionales y requieren
que el estudiante analice diversos estados del cambio. Los Argumentos Variacionales (AV) son
las explicaciones que proporcionan los estudiantes sobre los experimentos, expresando un
entendimiento del proceso de variacion involucrado en los mismos; son utilizados por ellos
cuando hacen uso de “maniobras, ideas, técnicas, o explicaciones que de alguna manera
reflejan y expresan el reconocimiento cuantitativo y cualitativo del cambio en el sistema u
objeto que se estd estudiando” (Cantoral, 2000, pp. 54). Los Codigos Variacionales (CV) se
ven reflejados en la expresion oral o escrita del cambio y la variacion (pueden consistir en
frases, dibujos, tablas o ademanes), y que son articulados para generar los AV. Una Estructura
Variacional Especifica (EstV) estarda formada por herramientas, procesos y procedimientos
especializados del ambito matematico o cientifico (Gonzélez, 1999, citado en Caballero y
Cantoral, 2013) que funcionan como punto de apoyo para abordar y explicar el estudio del
cambio y la variacion en las SV. Una Estrategia Variacional (EV) es una forma particular de
razonar y actuar ante una SV (en nuestro caso en los experimentos), permite la generacion de
los AV que dan explicacion a la situacion. Las estrategias variacionales reportadas por
Caballero y Cantoral (2013, p. 6) son:

Comparacion: Asociada a la accién de establecer diferencias entre estados, lo que
permite identificar si hubo un cambio y poder analizarlo con base en las caracteristicas
de esos cambios y su variacion. Esta estrategia no se usa siempre de la misma manera,
ya que su uso depende del contexto en que se encuentra, y también de las nociones y
conceptos que la rodean, en ese sentido se puede hablar de un desarrollo de esta
estrategia.

Seriacion: Se relaciona con la comparaciéon, ya que estd asociada con la accion de
analizar entre estados sucesivos y establecer relaciones entre ellos, pero se diferencia
en que se analizan varios estados y no Unicamente dos, con el objetivo de encontrar
una relacién o propiedad entre ellos, como puede ser hallar una relacion funcional dada
una tabla, encontrar un patrén en el comportamiento de una grafica, o relaciones entre
variables.

Prediccion: Asociada a la acciéon de poder anticipar un comportamiento, estado o
valor, luego de realizar un andlisis de la variacion en estados previos, de manera que se
sintetiza y abstrae esta informaciéon en modelos predictivos. A diferencia de la
Seriacion, la Prediccion no busca encontrar en si una relacidn, sino que se postula un
nuevo estado usualmente a mediano o largo plazo, siendo este estado local, en el
sentido de que corresponde a un momento o valor determinado. No obstante, hallar esa
relacién puede ser una forma de encontrar ese nuevo estado, por lo que la Seriacion
puede ser parte de la Prediccion.

Estimacion: Conociendo el comportamiento de un fendmeno en estados previos, se
proponen nuevos estados a corto plazo de manera global, a diferencia de la Prediccion,
donde los estados propuestos son locales. Por ejemplo, la estimaciéon se usa en el
analisis del crecimiento de poblaciones para saber si crecerd o disminuird, en tanto que
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la Prediccion puede servir para decir hasta qué punto crecerd, o la poblacion dentro de
un tiempo especifico.

Inmersas en las SV se encuentran las Tareas Variacionales (TV), éstas son actividades,
acciones y ejecuciones, que comparten similitudes en cuanto a sus objetivos y los contextos en
que se desarrollan. Se caracterizan por el empleo de una o mas EV dentro de un mismo
contexto de analisis, que puede ser numérico, grafico o analitico, lo que permite organizar el
estudio de la variacioén en las SV en acciones y objetivos mas especificos dentro de estos
contextos. Caballero y Cantoral (2013, p. 7) identifican las siguientes:

Tabulacion como variacion numeérica (TVN): Consiste en la accién de proporcionar
valores distintos a una variable para observar y analizar sus efectos en cuanto a
comportamiento, forma, posicion o valor de algun sistema. El anélisis surge a partir de
observar los efectos derivados de la acciones de tabular, por tanto, si los datos ya estan
plasmados o la acciéon corresponde a sélo llenar una tabla, entonces no se considera
que se trata de una TV.

Analisis de datos en tablas numeéricas (ADT): Dada cierta informacion en forma de
datos agrupados en tablas numéricas, se realiza un analisis de esos datos fijandose en
patrones de comportamiento, y relaciones entre datos. A diferencia de la tarea de TVN,
ésta se desarrolla cuando ya se cuenta con los datos o el hallarlos no implica analizar
los efectos.

Construccion de graficas con la variacion como punto de referencia (CGV): Consiste
en la construccion de graficas apoyandose en el andlisis de las variaciones, ya sea por
medio de datos numéricos o de alguna grafica. El objetivo no es hallar algin patrén o
relacion, sino bosquejar una grafica que modele lo mas cercanamente posible la
situacion que se presenta.

Andlisis grdfico con la variacion como punto de referencia (AGV): Se buscan
patrones, relaciones, comportamientos, tendencias y valores especificos, pero a
diferencia de ADT el anélisis estd sobre graficas, asi como elementos que surgen a
partir de ella, como tangentes, alturas, asintotas, entre otros. Las acciones a realizar
giran en torno al andlisis de variaciones, incluso en graficas generadas con tecnologia.

En resumen, el PyLV se caracteriza por centrarse en la forma en que los fenémenos estudiados
cambian de un estado a otro, identificando aquello que cambia, cuantificando ese cambio y
analizando la forma en que se dan esos cambios.

Las situaciones disefiadas en esta investigacion tienen su origen en un marco de referencia que
permite enriquecer e integrar significados a la derivada. En este marco los estudiantes
construyen conocimiento sobre la derivada, experimentando situaciones de variacion, usando
la graficacion y la modelacién como practicas que generan conocimiento, e interactuando con
sus compatfieros y con su profesor. Favoreciendo con ello a la democratizacion del aprendizaje
y, de acuerdo con la TSME, el uso y construccion de conocimiento matematico en un contexto
especifico.
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Ese marco de referencia estd formado por la articulacion de los elementos caracteristicos del
binomio M-G (multiples realizaciones, realizacién de ajustes, identificacion de patrones y
desarrollo del razonamiento) con las construcciones en las practicas de la SC (significados,
procedimientos, proceso-objeto y argumentacion) y la identificacion de los elementos del
PyLV en las situaciones de variacion planteadas, el cual permite generar otros significados a
través del uso de la grafica en las situaciones desarrollando su funcionamiento y su forma.
Esto lo concretamos en la Tabla 4 del Capitulo I'V.

Finalmente, en los siguientes parrafos describiremos el escenario que consideramos propicio
para el desarrollo de las situaciones experimentales, al cual hemos denominado laboratorio.

11.7. Ellaboratorio como Escenario de Construccion de Conocimiento

El concepto de laboratorio ha sido definido en investigaciones de diferente indole, por
ejemplo, para Amaya (2009) el laboratorio es un espacio que posibilita la contextualizacion
del aprendizaje y por consiguiente la construccion consciente del conocimiento. Mientras que
para Gallego Fernandez et al. (2009) este debe ser el lugar donde se puede escenificar la
practica del método cientifico como herramienta para resolver problemas practicos. Por su
parte Rosado y Herreros (2005) consideran que un Laboratorio Tradicional (LT) es el lugar,
espacio, o escenario propicio para llevar a cabo experimentacion. Ademds de remarcar la
importancia que tienen estos laboratorios, los autores sefialan que:

El LT es lento en la transmision de informacién, sin embargo, facilita el planteamiento
de problemas que permitan al estudiante aplicar sus conocimientos sobre la naturaleza,
entrendndose en la aplicacidon del método cientifico. La principal ventaja del LT es su
alta interactividad, al tomar contacto el alumno con el experimento real, la motivacion
que supone observar el experimento, el desarrollo de habilidades cognitivas que se
ponen en practica en el mismo (Rosado y Herreros, 2005 p. 2).

Al respecto Arce (2003) en su estudio sobre el laboratorio de matematicas sefiala que...

... la relacion que se desarrolla en el Laboratorio de Matematicas de manera dindmica
entre las actividades matematicas y los materiales, contribuye a la formacion del
pensamiento matematico, de una manera mas rapida y solida que a través del sélo uso
del papel y lapiz (p. 2).

El autor también establece que con la relacion dialéctica entre actividades matematicas y
materiales...

se logra un acercamiento, fundamentacion, aprehensién o construccion de
pensamiento matematico desde una vision diferente a la tradicional, en cuanto se tiene
la opcion de manipular materiales, hacer experimentos, enfrentarse a actividades
recreativas, utilizar herramientas y resolver problemas en un ambiente flexible,
agradable y ameno donde se toman por parte de los participantes distintos caminos
para resolver las actividades planteadas, al asumir el proceso de aprendizaje como
propio (Arce, 2003, p. 3).
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Coincidimos con Zaldivar (2014) cuando afirma que en la Matematica Educativa se requiere
establecer marcos de referencia alternos que permitan resignificar el conocimiento
matematico, considerando la realidad de las personas. En nuestro caso el entorno fisico no es
limitante, ya que las actividades pueden ser llevadas a cabo en diferentes lugares, desde el
salon de clase, un auditorio, hasta el mismo patio de la institucion o algin lugar que cumpla
con los requerimientos minimos para realizar los experimentos. Es decir, se trata de un
escenario escolar (Crespo, 2009 citada en Zaldivar, 2014), en donde el conocimiento
matematico se construye con practicas (la practica de graficacion) y los estudiantes toman
diferentes roles en la situacion especifica.

Ademas, como afirma Zaldivar (2014)

El uso del CM se entiende en términos de sus resignificaciones ante situaciones
especificas. Sin embargo, dicha situaciéon queda determinada de acuerdo a la naturaleza
del propio escenario. En otras palabras, la situacion depende del escenario, pero éste
ultimo también “nutre” a la primera (p. 48).

En este proyecto se intenta acercar al estudiante al estudio de la variacion, mediante la
realizacion de experimentos en los que el cambio y la relacion entre las variables involucradas
resulta ser fundamental. Coadyuvando a la construccion de conocimiento en el estudiante
sobre lo que varia, de manera continua y progresiva. El escenario de laboratorio permite que
los estudiantes se relacionen de una nueva manera con el conocimiento, concibiendo a la
grafica mediante su uso y su relacion con la derivada. Lo caracteristico de este tipo de
situaciones es que permiten que el estudiante asuma el papel mas activo, pues debe abordar la
formulacion y resolucion de problemas concretos; lo incita a realizar los procesos de
experimentacion y ademas lo motiva a trabajar en forma colaborativa con sus compaieros de
equipo, lo cual le permite socializar y compartir sus conocimientos.

En consecuencia la forma en la cual se pone en juego el conocimiento, habilidades y saberes
de los estudiantes en este escenario es distinta, pues se rompe con los roles tradicionales tanto
del alumno como del profesor. Se tiene pues un conocimiento orgédnico, integrado, algunas
veces difuso entre las practicas, pero que se resignifica y dialoga al confrontarse con otros
conocimientos adquiridos en otros escenarios (Zaldivar 2014).
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En esta seccion presentamos el método
general de trabajo, asi como los momentos
contemplados en desarrollo del mismo. Se
describen los instrumentos de recoleccion
de datos, el diseno de las situaciones
experimentales, las actividades a simular y
los materiales empleados en cada una.
Finalmente, establecemos la forma de
trabajo con los estudiantes.
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II1.1. Método

Como se ha mencionado, en los cursos de calculo diferencial cuando se ensefia la derivada
predomina en mayor grado el tratamiento algoritmico. Coincidimos con Testa (2004) cuando
afirma que estos cursos tienen como objetivo el estudio analitico y la representacion grafica de
una funcion dada (f). La autora explica que las funciones derivadas de ésta (funcion derivada
primera y segunda) soélo son estudiadas como herramientas para poder graficar la funcion
dada, pero su vinculacion es s6lo mediante algoritmos matematicos en una de las vias (f —
f = f7), y mediante representaciones geométricas en otra via (f — f = f), lo cual se
esquematiza en la Figura 22, del capitulo anterior.

El esquema metodolégico general de nuestro trabajo fue el siguiente (ver Figura 26)

M-G Perspectivas

—_——— —p-de estudio en ME
/ \ /
PYLV 4—p SC /
/ Y o
Problemética  objetito 7 Variacién em Variaciones
Aspectos / . .
Matemgdticos / (eje rector) l Sucesivas
; /
Situaciones

Experimentacion
Simulacion

Desarrollo
del PyLV

Derivada

Ausencia de J
(Variacién)

ideas variacionales

Result3
Implementacion v

AE
Datos » Puestaen | AF
(M-G/PyLV/SC) 79T Escena RM
AC

Figura 26 Esquema metodologico de trabajo

El desarrollo de este esquema metodoldgico surge de la problematica detectada en el estudio
de la derivada en bachillerato (ausencia de ideas variacionales) y reportada en el Capitulo I.
Por lo que nuestro objetivo es precisamente desarrollar ideas variacionales, y por ende el
desarrollo del pensamiento variacional, para lo cual hemos tomado una postura epistemologica
de précticas, en donde la articulacion de los elementos del PyLV y de la M-G favorece las
construcciones de la SC. Para concretar esto ultimo se redisefiaron tres actividades
experimentales cuyo eje rector es la variacion y donde el uso de la grafica es determinante en
la construccion de las argumentaciones de los estudiantes.

Como primer instrumento de recopilacion de datos, se elabord un instrumento de diagnostico
(Ver Anexo 2) tomando como base algunas actividades de Dolores, Alarcon y Albarran
(2002), Solache y Diaz (1999), Dolores (2000a), Dolores (1998) y Cardona (2009). El enfoque
manejado en el instrumento es de propiciar que los estudiantes pongan en juego sus ideas
acerca de la derivada o ideas relacionadas con la cuantificacién de la variacion por medio de
diferencias, con la cuantificacion relativa de la variacion por medio de la velocidad media, con
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la idea de limite del cociente incremental, con las pendientes de tangentes y con la velocidad
instantanea. Los resultados sirvieron, entre otras cosas, para saber en qué condiciones se
encontraban los alumnos, qué conocimientos se requeria reforzar previo al trabajo
experimental y las posibles modificaciones en los disefios de las situaciones.

Los experimentos propuestos en el proyecto fueron seleccionados tratando de atender el
objetivo fundamental de la investigacion: desarrollar el Pensamiento y Lenguaje Variacional
en torno a la derivada en estudiantes de bachillerato a través de situaciones “experimentales
de variacion”, basadas en la modelacion-graficacion (Desarrollo del PyLV, ver Figura 25), y
fueron tomadas del Cuaderno de Experimentos para la Modelacion Grdfica en las
Matematicas del Bachillerato (Suéarez, 2014), para posteriormente ser redisefiadas hacia los
propositos de nuestra investigacion. El propdsito en las situaciones es que los estudiantes
transiten entre diferentes representaciones como lo son: la descripcion verbal, el modelo fisico
(maximizacion, temperatura y movimiento) o simulacion y la grafica. Consideramos
firmemente que el uso de tecnologia (simulaciones en software) sirve de guia al estudiante
para avanzar en el uso de herramientas y la generacion de significados para lograr una vision
cualitativa de la situacion planteada, ya sea de maximizacion de area, de temperatura o sobre
el movimiento.

Las situaciones de variacion (experimentacion) se presentaron impresas, describiendo en cada
una su objetivo, forma de realizacion y materiales. Como ya habiamos mencionado se tomaron
como base algunos experimentos propuestos en el cuaderno para la modelacion grafica en las
matematicas del bachillerato de Suéarez (2014), pero se hicieron modificaciones y
adecuaciones pues el empleo de sensores, calculadora grafica y Geogebra asi lo requerian. Los
experimentos se refieren a:

e Situacién: Area Extrema.
e Situacion: Agua Fria (Café frio).
¢ Situacion: Representando el Movimiento.

En cada situacion primeramente los estudiantes tuvieron la instruccion de construir una grafica
que representara la situacion antes de la simulacion con tecnologia. Una vez que lograron
hacer la grafica (del comportamiento del area, temperatura o movimiento) sin el uso de
tecnologia, pasaron a realizar la simulacion del fenémeno con el sensor y la calculadora
graficadora, excepto en la primera pues no se disefio de esa manera. Los sensores toman datos
de tiempo y distancia o temperatura que se transfieren directamente a la calculadora, los cuales
se pueden guardar en documentos, de esta manera se obtienen la grafica de Ila
temperatura/tiempo y distancia/tiempo.

También se redisefiaron en el software Geogebra las tres actividades del diagndstico
propuestas en Dolores (2000a), dotandolas de dinamismos y con las cuales pretendimos, entre
otras cosas, favorecer la visualizacion de la derivada en el analisis de la variacion. Estas
actividades se aplicaron después del ultimo experimento y fueron nombradas como actividad
de cierre (AC).
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Finalmente, cabe mencionar que durante la secuencia de las tres situaciones variacionales, los
estudiantes transitaron por tres momentos: la exploracion que comenzoé con el registro de sus
ideas iniciales y conjeturas (Momento 1), continuaron con la realizacion de la experimentacion
y las multiples realizaciones para identificar patrones (Momento 2) la cual llevaron a cabo los
estudiantes tantas veces como fue necesario, y finalmente regresaron a la situacidon para
confrontar sus conjeturas empleando software como medio de simulacién (Momento 3). Por lo
tanto, se dio de forma natural una interaccion entre las graficas que produjeron los estudiantes
y los significados asociados a estas graficas que resultan de la simulaciéon con uso de
tecnologia de cada situacion.

IIL.2. Caracteristicas de los Alumnos y del Profesor

Para desarrollar las actividades de la investigacion, se contd con la participacion activa y
entusiasta de un grupo de alumnos de sexto semestre, correspondiente al Bachillerato de
Fisico-Matematico de la Unidad Académica Preparatoria Programa VI de la Universidad
Auténoma de Zacatecas, ubicada en el municipio de Trancoso del estado de Zacatecas.

El total de alumnos que integraban el grupo fue de 18, cuyas edades oscilaron entre los 17 y
19 afios. Cabe mencionar que ellos han llevado el curso de Calculo Diferencial (quinto
semestre), y de acuerdo al temario del mismo, ya deberian tener conocimientos sobre topicos
como: funciones, graficacion de funciones (simetrias, intersecciones, asintotas, dominio y
rango), limites, derivadas por incrementos (regla de los cuatro pasos), formulas de derivacion
y criterios de la primera derivada y segunda derivadas. Siguiendo la planeacion del programa
de sus semestres anteriores, los estudiantes han tomado cursos referentes a: Aritmética,
Algebra, Funciones (lineal y cuadrética), Geometria Euclidiana, Trigonometria y Geometria
Analitica.

Quién aplicé y analizé las situaciones fue el mismo profesor del grupo en la materia de
calculo, por lo que tenia conocimiento de las caracteristicas de sus estudiantes y de como se
estructuraron las situaciones desarrolladas. El profesor e investigador tiene formacion de
licenciatura en matematicas y se encontraba estudiando al tiempo de aplicacion la maestria en
ME, ha impartido el curso de calculo diferencial cinco ocasiones en el nivel medio superior.

IIL1.3. El Instrumento de Diagndstico

El instrumento estd formado por una serie de ocho preguntas en donde las primeras cuatro
sirven para explorar el conocimiento que los estudiantes poseen sobre las variables y aspectos
relacionados con las mismas. Las cuatro preguntas restantes (5-8) comprenden problemas que,
de acuerdo con Caballero (2012) y Caballero y Cantoral (2013), incorporan en su disefio
elementos del PyLV, éstas fueron tomadas y redisefiadas de los trabajos de Dolores, Alarcon y
Albarran (2002), Solache, Diaz y Dolores (1999), Dolores (2000a), Dolores (1998) y Cardona
(2009). En particular la grafica de una funcion (pregunta 7) es empleada para propiciar el
analisis de los cambios que se producen en la variable independiente y dependiente (andlisis
grafico), preguntando por el cambio experimentado al pasar de un punto a otro, y sobre el
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comportamiento en algunos intervalos especificos. La intencion es poder detectar el manejo de
algunas estrategias variacionales.

La estructura del instrumento de diagnostico es la siguiente: estd formado por seis preguntas
de opcion multiple (la pregunta cinco con cuatro incisos y la pregunta seis con dos) y dos
preguntas abiertas en las que el estudiante debe hacer célculos o recurrir a sus conocimientos
de célculo diferencial. Este instrumento es considerado como el inicio del Momento 1
propuesto para la puesta en escena del proyecto (ver Figura 27).

Particularmente, las primeras tres preguntas del diagndstico corresponden al primer examen
aplicado por Solache (Solache, Diaz y Dolores, 1999) en su estudio sobre el desarrollo del
pensamiento variacional con estudiantes de bachillerato. La pregunta cuatro del cuestionario
de diagnostico corresponde con la segunda pregunta del tercer examen’ parcial aplicado por
los autores anteriormente mencionados; mientras que la pregunta 5 es un redisefio nuestro de
la pregunta tres del mismo examen. La pregunta seis es un redisefio de la pregunta tres del
cuarto examen aplicado por Solache para ampliar posibilidades de respuesta. La penutltima
pregunta del diagnostico corresponde a la segunda situacion planteada por Dolores, Alarcon y
Albarran (2002) en su estudio sobre las concepciones relativas a la velocidad media, velocidad
instantdnea y la trayectoria de cuerpos en movimiento que se desprenden de la lectura de
graficas cartesianas de coordenadas tiempo-distancia; este tipo de actividad propicia, de
acuerdo con Engler et al. (2008) y Cantoral (2013a), desde la grafica, el analisis de los
cambios que se producen tanto en la variable independiente como en la variable dependiente.
La pregunta ocho es un redisefio del problema 1.3 del proyecto de investigacion de Cardona
(2009), en el que comprueba experimentalmente con estudiantes de bachillerato, un disefio
didactico para estabilizar la nocion de derivada'® (similar a la actividad 7 que plantean Engler
et al. (2008) en su estudio del comportamiento de la funcidn a partir de la derivada). En esta
pregunta en particular tratamos de averiguar si el alumno puede identificar elementos
caracteristicos de las dos primeras derivadas, contando Unicamente con la representacion
grafica de una funcion, particularmente si logra relacionar los signos de dichas derivadas en
los puntos A, By C, y en el mejor de los casos si puede trazar la grafica de alguna de ellas.

Cabe sefialar que entre los objetivos principales de la aplicacion de este cuestionario se
encuentra la identificacion de posibles estrategias variacionales empleadas por los alumnos,
ademas de tener un panorama sobre sus conocimientos previos. Lo cual sirvi6 para orientar el
disefio o redisefio de las situaciones variacionales que se aplicarian.

? Nos referimos con el examen a los que aplicaron en la investigacion de Solache. Si el lector requiere revisar se
encuentra en la referencia Solache, Diaz y Dolores (1999).

1% Cardona (2009, p. 16) se refiere a la estabilizacion de la derivada cuando el estudiante tiene la capacidad para
representar y manipular a una funcién particular y sus derivadas en diferentes contextos de representacion
(algebraico, numérico, verbal, grafico, gestual, etc.) como medio o estrategia para la solucién de problemas
matematicos.
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I11.4. Los materiales

Para el desarrollo del experimento situacion: Area Extrema, se diseflaron y construyeron
cuatro Geoplanos. Para ello se recortaron tablas de 24X24 c¢m, en seguida se pintaron de color
blanco, y se dibujo con lapiz una cuadricula en el 4rea central con cuadrados de medida un
centimetro de lado, finamente se insertd un clavo sin cabeza en los vértices de cada cuadro
(total 441 clavos). Por equipo se les proporciond ademas 1 bicolor y 18 de ligas de hule del
numero 18 de diferentes colores (ver Imagen 1).

Imagen 1 Geoplano y materiales de trabajo proporcionados por equipo

El material fue complementado con el archivo AreaExtrema.ggb de Geogebra, el cual también
se proporciond a cada equipo.

Para el experimento de la situacion: Agua Fria, se requiridé por equipo dos vasos de plastico,
un recipiente en donde cupiera un vaso de pléstico, agua, hielos, una cafetera eléctrica,
recipiente para agua fria, dos sensores de temperatura, dos calculadoras graficas y un bicolor.
En los vasos se establecié una marca de color para que se midiera la misma cantidad de agua,
una linea roja para el agua caliente y una azul para el agua fria, las imégenes muestran los
materiales (ver Imagen 2 e Imagen 3).

Imagen 3Contenedores de agua fria y
caliente

Imagen 2 Recipientes para experimento Agua Fria

El experimento cierra con la actividad ubicada en el archivo AguaFria.ggb de Geogebra.
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Para llevar a cabo el experimento situacion: Representando el Movimiento se requirieron por

equipo un sensor de movimiento, una calculadora graficadora y un bicolor.

Los instrumentos de recopilacion de datos (sensores y calculadora) se describen en la Tabla 3.

Detector Sonico de

Movimiento!!

Permite capturar, ver y analizar
datos de movimiento sin tomar
medidas ni hacer dibujos a mano.

Especificaciones Técnicas

Registrar hasta 200 datos por
segundo.

Maneja un rango de 15 cm a 6 m.

Sensor de temperatura'’

Se puede utilizar como un
termoémetro.
Especificaciones Técnicas

Rango de temperatura: —20 a
115°C
Temperatura méxima que puede

tolerar sin  dafio: 150°C

Resolucion: 0.07°C
Precision. £0.5°C

Tiempo de respuesta: 4 s (a 90%
de la plena lectura en agua)

Calculadora TI-Nspire CX CAS"
Especificaciones Técnicas

Tamafio de pantalla: 320 x 240

pixeles (3.2" diagonal).

Resolucion de pantalla:
color 16-bit.

125 DPIL;

Funciona con la Bateria Recargable
TI-Nspire™ (incluida).

Memoria: 100 MB de memoria de
almacenaje / 64MB  memoria

operativa.

Puerto USB para conexiéon con la
computadora,  comunicacion  de
unidad a unidad con otras

calculadoras de la familia TI-Nspire.

Tabla 3 Instrumentos de recopilacion de datos para los experimentos Agua Fria y Representando el Movimiento

Finalmente, para llevar a cabo las actividades de cierre se requirio de una computadora por
parejas y los archivos correspondientes elaborados en Geogebra.

Tl (2004). Conceptos basicos del CBR 2™ Detector Sénico de Movimiento. Dallas, TX: Texas Instruments.

"2 Vernier Software & Technology, Vernier EasyTemp, http://www.vernier.com/easy/easytemp.html, Oct. 10,

2014.

B TI-Nspire CX CAS manual de especificaciones disponible en pagina oficial:

http://education.ti.com/en/us/guidebook/search/ti-nspire-cas.
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I1I1.5. La Implementacion. Formas de Trabajo en el Aula

Después de la aplicacion del instrumento diagnostico se tuvo un panorama de las ideas
variacionales que los alumnos poseian, qué conocimientos previos se necesitaban reforzar para
poder llevar a cabo los experimentos y las actividades de contraste. Cabe destacar que en los
tres experimentos propuestos y en la actividad de cierre, la idea central es la variacion y por lo
tanto, la identificacion de estrategias variacionales especificas (Comparacion, Seriacion,
Prediccion y Estimacion). Las respuestas y producciones de los alumnos fueron los elementos
clave de andlisis para obtener esta idea central. La definicion de lo que entendemos como las
estrategias variacionales de los elementos caracteristicos del PyLV (Caballero y Cantoral,
2013) descritas en el marco tedrico, fueron los lentes para analizar los datos desde esta
perspectiva. En sintesis la forma de trabajo en el aula fue la siguiente:

* El instrumento de diagnostico se aplicd a cada estudiante de manera individual, los
resultados se concentraron en una tabla (ver Anexo 1), destacando las deficiencias y
conocimientos previos que se requerian reforzar tanto para el desarrollo adecuado de
los experimentos como para el redisefio de los mismos.

= El escenario para la realizacion de las actividades experimentales fue el salon de clases
del grupo, pues las dimensiones del mismo permitieron que se llevaran a cabo de la
manera programada.

= Como ya hemos mencionado, el instrumento de diagndstico se trabajo de forma
individual, mientras que la experimentacion se desarroll en equipos colaborativos de
4 integrantes, y la actividad de cierre fue por parejas. En las actividades por equipo se
describen las funciones de los integrantes, dejando a libertad de los mismos la
asignacion de los roles.

= La recoleccion de los datos se realizd por medio de las producciones escritas por los
estudiantes, los archivos de actividades en Geogebra, material de video y algunos
materiales de audio, de estos ultimos dos se obtuvieron extractos representativos que
permitieron obtener informacion del trabajo de los estudiantes.

= Se propuso que el desarrollo de los experimentos fuera en equipo de al menos cuatro
integrantes'*, porque cada uno desempeiiaria un rol en el mismo y haria contribuciones
en las discusiones y consensos que se registraron en los instrumentos de recoleccion de
datos. Efectivamente esta forma de trabajo gener6 mucha interaccién entre los
estudiantes y se requirio la guia del docente para el adecuado desarrollo de los mismos.
Cabe hacer notar que cualquier espacio con las condiciones necesarias puede ser
adecuado para realizar el desarrollo de los experimentos, no necesariamente el salén de
clases.

' Sélo el equipo dos (E2) contd con mas de cuatro integrantes en algunas actividades, esto por la intermitente
asistencia de dos alumnos al curso regular de calculo.
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= En los tres experimentos siempre se ponen en uso los conocimientos previos de los
estudiantes (Momento 1), ademds de trabajar en diferentes niveles de complejidad.
Después de formular conjeturas y emplear sus conocimientos previos, los estudiantes
generaron datos numéricos y graficos (Momento 2) para posteriormente analizar las
graficas obtenidas de la experimentacion y la simulacion en el software (Momento 3).
Finalmente con ello, al regresar en la situacion, poder refutar o reforzar sus conjeturas
y contrastar sus resultados con sus compafieros.

Para el registro de evidencias se emplearon equipo de grabacion de audio y video
= (Céamara de video (algunas sesiones y experimentos)
= (Céamara fotografica (o celular)
Se destinaron algunas sesiones para la instrumentalizacion de los alumnos.
= Manejo de sensores y calculadoras
= Manejo bésico de Geogebra

Durante el desarrollo de los experimentos se propuso a los estudiantes efectuar multiples
realizaciones en la que tuvieron que generar diferentes graficas de los mismos, en parte el
proposito fue que identificaran patrones, hicieran ajustes y elaboraran nuevas conjeturas y
eventualmente generaran argumentos. Es decir, se pusieron en juego los elementos
constitutivos de la categoria M-G (Sudrez, 2014).

A lo largo de las actividades y experimentos se analizaron los significados, procedimientos,
procesos y argumentos que generan los estudiantes sobre la variacion.

II1.6. Momentos en los Experimentos

Como se ha mencionado en el apartado anterior, después de la aplicacion del instrumento de
diagndstico y los ajustes necesarios, se llevd a cabo la puesta en escena, la cual fue dividida en
tres momentos (ver Figura 27), con una intencionalidad definida, los cuales se articulan
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dandole cierto orden y consistencia a la practica de modelacién como tal.

Trabajo Previo

» Geogebra

o Aplicacion de instrumento de
diagnostico , | ® Sensores
o Actividades derefuerzo .

Momento 1 Momento 2

Ideasy conjeturas previas
sobre cada situacion

Ejecucion de la situacion
experimental (simulacion)
v captura de datos

S /

Interaccion

Multiples realizaciones
Ajustes
Desarrollo del

i razonamiento et
Uso de las graficas (f, Fp) o

Estrategias varacionales

§

Momento 3

e Resultados
o Vernficacion de conjeturas
¢ Retroalimentadon

Figura 27 Proceso de trabajo

Durante las primeras dos semanas del mes de abril se implementaron actividades de
reforzamiento y familiarizacion con el uso del Geogebra, asi como el disefio del instrumento
diagnostico. Este instrumento se aplico en la tercera semana del mismo mes y se consideraron
algunos resultados para el redisefio de los experimentos. Los experimentos y la actividad de
cierre se llevaron a cabo en las siguientes cuatro semanas.

I11.6.1.Situacion: Area Extrema

Momento 1: Conjeturas y conocimientos previos

Se inicia la presentacion de la actividad experimental proporcionando los materiales
descritos a cada equipo. Se les permite hacer una exploracion de los mismos durante
un tiempo de 5 a 10 minutos. Enseguida se describe en qué consiste el experimento y
coémo se va a llevar a cabo.

Las primeras dos preguntas en el procedimiento tienen la intencion de que los
estudiantes pongan en juego algunos de sus conocimientos previos y que conjeturen
respecto a rectangulos con perimetro fijo y area variable, por consiguiente variacion en
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las dimensiones del rectdngulo. Ademas este primer experimento trata de promover la
interaccion y comunicacion entre los integrantes del equipo, asi como la generacion de
primeras argumentaciones y consensos.

Momento 2: Experimentacion y recopilacion de datos

Después de la explicacion del profesor y las preguntas iniciales, la participacion de los
estudiantes es mas activa pues el registro de los datos en las tablas indicadas en los
pasos 3 y 6 les exige mayor accion en la experimentacion, y por tanto en la practica de
modelacion. También los induce a establecer la organizacion de una forma de trabajo
en equipo (establecimiento de roles) que les permita avanzar de manera adecuada,
llevar a cabo multiples realizaciones y hacer ajustes de ser necesario. Precisamente en
ese momento y después de la toma de datos, se requiere observar en los equipos el uso
que le dan a las graficas y las posibles estrategias variacionales empleadas para dar
respuesta a las preguntas 5, 7 y 8. No se pretende en ningin momento que los
estudiantes construyan un modelo algebraico (férmula) que se ajuste los datos y con el
cual puedan predecir estados futuros, mas bien lo importante en la realizacion del
experimento son las interacciones que van emergiendo al interior de cada equipo
conforme lo desarrollan; asi como los usos, argumentos, explicaciones, conjeturas y los
consensos a que llegan.

Momento 3: Resultados y validacion de conjeturas

Se comparan los datos reales tomados de la actividad experimental con lo generado en
la actividad empleando tecnologia (Geogebra), que corresponde al paso 9 (incisos e, f
y g) y en la cual también pueden ejecutar multiples realizaciones. Contrastar resultados
de ambas permite, como lo menciona Coérdoba (2011), identificar debilidades y
necesidades de aprendizaje, ideas y conceptos previos correctos o incorrectos,
fortalezas y aciertos en el desarrollo de la practica, para nuestro caso particular en el
experimento.

I11.6.2.Situacion: Agua Fria

Momento 1: Conjeturas y conocimientos previos

Se inicia la presentaciéon de la actividad experimental proporcionando los vasos,
recipiente y demés materiales a cada equipo. Se les permite hacer una exploracion de
los mismos durante unos minutos. Enseguida se describe en qué consiste el
experimento y como se va a llevar a cabo la captura de datos, para el caso se les
explica como es que funciona el sensor de temperatura y la calculadora grafica cuando
se conecta algun dispositivo de recoleccion.

Las primeras tres preguntas del procedimiento tienen la intencion de que los equipos
pongan en juego algunos de sus conocimientos previos y que conjeturen respecto al
comportamiento de la temperatura de agua fria y agua caliente al entrar en contacto,
pero sin mezclarse, proporcionando un esbozo de las gréaficas de los dos tipos de agua.
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Momento 2: Experimentacion y recopilacion de datos

Después de la introduccion por parte del profesor y las conjeturas que realizaron, los
estudiantes proceden a ejecutar el experimento y registrar los datos en las tablas A y B
indicadas en los pasos 6 y 8, considerando que entre una captura y otra deben contestar
una serie de preguntas que les ayudan a contrastar las conjeturas iniciales. Este
experimento en particular requiere que los integrantes del equipo logren coordinarse
adecuadamente para realizar una captura lo més precisa posible. Se deben poner de
acuerdo para el establecimiento de roles, tanto de quien controla el tiempo, como de
quienes ejecutan la captura y sostienen los sensores de temperatura. Después de la
toma de datos, se requiere observar en los equipos el uso que le dan a las graficas y las
posibles estrategias variacionales empleadas al dar respuesta a los incisos de las
preguntas 7 y 8. Nuevamente lo importante en la realizacion del experimento son las
interacciones que van emergiendo al interior de cada equipo conforme lo desarrollan;
asi como los argumentos, las explicaciones, las conjeturas y los consensos a que llegan.

Momento 3: Resultados y validacion de conjeturas

Se comparan los datos reales tomados de dos experimentos registrados y se
complementa con lo generado en la actividad empleando tecnologia (Geogebra), que
corresponde al paso 9 y todos sus incisos; en ella también pueden ejecutar multiples
realizaciones.

I11.6.3.Situacion: Representando el Movimiento

Momento 1: Conjeturas y conocimientos previos

Se inicia el trabajo de los equipos con la realizacién de actividades previas (ver Anexo
6), en las cuales deben intentar reproducir graficas empleando el sensor de movimiento
y la calculadora graficadora. Ademas tratan de describir el comportamiento de la
velocidad en cada caso. Esta actividad sirve de exploracion y para la formulacion de
las primeras conjeturas sobre la relacion entre el movimiento y la velocidad para
producirlo. Después de media hora (en promedio) de trabajar las actividades previas se
les presento el experimento Representando el Movimiento.

La actividad tenia la intencion de que los equipos pusieran en juego algunos de sus
conocimientos previos y retomaran lo experimentado en las actividades realizadas al
inicio de la sesion. De esta manera su respuesta a la actividad 1 fue la formulacion de
una nueva conjetura, pero ahora respecto a la grafica de posicion de Valentina
conforme transcurre el tiempo.

Momento 2: Experimentacion y recopilacion de datos

Después de la introduccidon por parte del profesor y las conjeturas realizadas, los
estudiantes proceden a ejecutar el procedimiento (pasos 1 al 7). En esta fase de
experimentacion los integrantes del equipo tuvieron que coordinarse lo mejor posible
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para realizar el movimiento en el tiempo programado, y con ello lograr una captura lo
mas precisa posible. Al igual que en los experimentos anteriores deben establecer los
roles, tanto de quien se mueve, quien controla el tiempo, quien ejecuta la captura y
quien sostiene el sensor de movimiento. Después de la toma de datos, se requiere
observar en los equipos el uso que le dan a las graficas y las posibles estrategias
variacionales empleadas al dar respuesta a los incisos de la pregunta 6, y la discusion
en la pregunta 7. Nuevamente lo que mas nos importa son las interacciones de los
equipos.

Momento 3: Resultados y validacion de conjeturas

Se comparan los datos reales tomados de la experimentacion registrados y grabados en
la calculadora, los cuales se complementaron con lo generado en la actividad
empleando tecnologia (Geogebra), que corresponde a los pasos 8 y 9.

I11.6.4. Actividad de Cierre

La actividad de cierre estd formada por los tres ejercicios del diagndstico que aplicd Dolores
(2000a) a estudiantes de bachillerato en su propuesta didactica para la ensefianza del calculo.

Momento 1: Conjeturas y conocimientos previos
Se imprimieron las actividades y se les pidi6é que por parejas plasmaran sus respuestas
en las hojas, digamos mismas condiciones que en Dolores (2000a).

Momento 2: Experimentacion y recopilacion de datos

Enseguida procedieron a abrir cada archivo en Geogebra, con el mismo orden en que
aparecen en las hojas impresas, y se les pidid que contestaran en el archivo y grabaran
su respuesta con cierta nomenclatura'’. En esta fase es precisamente en donde las
actividades cobran animacién, pues el estudiante puede deslizar algunos elementos,
hacer cambios, identificar patrones y ajustes, es decir, se dota a las actividades de
dinamismo.

Momento 3: Resultados y validacion de conjeturas
Se comparan las respuestas plasmadas en papel con las que dieron al interactuar con el
software y refutan a confirman sus conjeturas.

IIL1.7. Recoleccion de Informacion y Proceso de Analisis

Para recolectar la informacién se emplearon diferentes medios y artefactos en un proceso
continuo. Como ya se mencion6 cada experimento contempl6 los tres momentos descritos en
la seccion 3.6, los estudiantes deben responder unas preguntas por escrito y registrar sus
respuestas en las hojas de papel que conforman el experimento.

' Cabe hacer notar que las actividades de cierre no se pudieron grabar porque al cerrar el archivo se borran las
respuestas de los equipos, es decir, s6lo se puede ejecutar la simulacion pero no grabar sus resultados.
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Otro medio utilizado fue la grabacion en video por cada equipo y la grabacion en audio de las
discusiones de un equipo en particular. En las sesiones de trabajo se registraron mediante
apuntes, algunos elementos que pudieron no registrarse por las camaras de video ni por la
grabadora de audio, principalmente para los experimentos Area Maxima y Representando el
Movimiento. Estas notas son de gran riqueza, pues como afirma Coérdoba (2011), al tratarse de
interacciones entre humanos hay ciertos aspectos que sélo otro observador humano podria
percibir. En la Figura 28, se presenta la disposicion espacial en el salon de clases para el
registro de la informacion.

Salon de clases

Equipo

Equipo
1

>

Figura 28 Disposicion espacial en el salon

Las situaciones variacionales en su conjunto, experimentales y con software Geogebra, tienen
la intencion de que el estudiante ponga en juego estrategias variacionales, esto en el analisis de
diversos estados de cambio, y en la medida de lo posible, de como y cuanto cambian las
variables.

Por lo tanto, el andlisis de informaciéon generada tanto oral como escrita se enfocod en el
aspecto cualitativo y, en la interpretacion de la misma. Tratando de identificar estrategias
variacionales especificas en las respuestas y producciones de los alumnos (Caballero y
Cantoral, 2013) que a su vez, nos permitieron dar respuesta al problema de investigacion y a
lograr el objetivo propuesto. Por lo tanto, como afirma Cérdoba (2011):

...no se pretende dar simplemente una descripcion de lo observado y registrado o de
una transcripcion de didlogos o producciones escritas, sino de una busqueda de
significado y relaciones entre aquello que piensan, dicen, hacen y construyen
estudiantes y profesores cuando ejercen una practica en el contexto de la clase de
matematicas (pp. 98-99).

Por otra parte, las situaciones de aprendizaje presentadas en el proyecto pretenden generar en
los estudiantes un interés por estudiar el cambio a través de graficas de las funciones. Para el
caso del Area Extrema entra en juego la cuadratica (parabola), en Agua Fria la funcién
exponencial, y en Representando el Movimiento una funcién a trozos. Y como afirman Suarez
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y Cordero (2010), los estudios que se centran en las relaciones entre gréaficas y situaciones de
cambio provocan que la variacion cobre un sentido especifico que no depende necesariamente
de las propiedades analiticas de la funcion.

La informacion recolectada se analizé de tal forma que se pudiera identificar el uso de
estrategias variacionales como: comparacion, seriacion, prediccion o estimacion. Las cuales
abonan al desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional y a su vez funcionan como
categorias para analizar la informacion.

Por otra parte, los elementos del binomios M-G permiten que el estudiante realice
exploraciones, multiples realizaciones, ajustes, discuta y reflexione en equipo y por
consiguiente, incorpore los significados generados por ¢l y sus compafieros para la
construccion de una apreciacion cualitativa y cuantitativa (argumentos variacionales). En este
sentido las actividades de aprendizaje planteadas permiten la construccion de conocimiento a
partir de la simulacion y modelacion.

Ahora bien, haciendo referencia a la Socioepistemologia del Calculo, ésta permite identificar
la construccidon de significados, procedimientos, procesos-objetos y argumentos que generan
los estudiantes al trabajar con las situaciones de variacion. Para ello ponemos en juego la
categoria del conocimiento M-G que a su vez es un marco de referencia que ayuda resignificar
ciertas nociones del célculo.

Cabe mencionar que durante el desarrollo de los distintos experimentos, y en cada uno de los
momentos, el profesor intervino, en unos casos mas que en otros, dependiendo de las
necesidades de los estudiantes y de los obstaculos que surgieron durante el desarrollo.
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CAPITULO IV. ANALISIS
DE DATOS

En esta seccion mostramos el analisis de
los datos obtenidos de: el Instrumento de
Diagnostico; las Situaciones de Variacion
(AE, AF y RM); y de la Actividad de
cierre. Nos centramos en obtener evidencia
de como el estudiante usa la grafica para
argumentar sobre el cambio y la variacion,
y que estrategias variacionales emplea en
cada situacion.




Capitulo 1V. Analisis de Datos

IV.1. Analisis del Instrumento de diagnéstico

Como ya se habia comentado en el capitulo anterior, las situaciones fueron desarrolladas por
un grupo de alumnos de sexto semestre del Bachillerato de Fisico-Matematico, Preparatoria de
la UAZ', e implementadas por el profesor del grupo, autor de este trabajo. La tabla del Anexo
1, muestra el concentrado de las respuestas obtenidas de los 18 estudiantes del grupo bajo
estudio. Los resultados se muestran a continuacion.

Pregunta 1. [Qué es para usted una variable?

El 56% de los estudiantes considerd que una variable representa una letra que puede adquirir
valores sucesivos, para el 28% una variable es una letra sin valor. El 17% consideré que son
los valores que adquiere la variable; el resto no la considera una letra y nadie sugirié alguna
respuesta diferente.

Pregunta 2. ;Coémo se representa una variable?

La mitad de los estudiantes contestaron que una variable se representa por una letra, tres de
ellos (17%) contestaron que era mediante un conjunto de numeros, para el 22% su
representacion era mediante un nimero y dos estudiantes respondieron que mediante una
grafica en el plano; al igual que en la pregunta anterior nadie sugirid otra forma de
representacion de una variable.

Pregunta 3. {Como se miden los cambios?

Para el 44% de los estudiantes los cambios se miden por medio de funciones, otro porcentaje
importante considera la medicién se hace por medio de intervalos (33%). So6lo un alumno
responde que mediante restas y tres (17%) optaron que por medio de graficos. Ningun alumno
considerd que por medio de sumas y tampoco hubo sugerencias de otras posibilidades.

Pregunta 4. [Cudl es la estrategia basica para calcular la velocidad instantanea en #,?

Para el célculo de la velocidad instantanea en un tiempo determinado t; el 44% (8 alumnos)
decidieron que es mediante la busqueda del limite de g cuando At = 0, el 28% consideraron

ue la estrategia seria calcular solamente el cociente £, cuatro estudiantes respondieron que se
At

debe buscar el limite de I cuando At es infinitamente pequefio, y sblo uno optd por

acercamientos numericos sucesivos a t;.

s(tj+At)-s(ty)
At

Pregunta 5.1. ;En qué punto la formula Algm0 mide la velocidad instantanea? (en

donde s(?) representa la variacion de la distancia respecto al tiempo de un cuerpo en
movimiento)

El 39% de los estudiantes contestaron que en ambos puntos de corte de la recta secante, es
decir en P y Q. Exactamente cuatro estudiantes considera que es en el punto P, y la misma
cantidad (44%) que es en el punto Q. Pero tres de ellos contestaron que es en el punto R.

' Siglas de la Universidad Auténoma de Zacatecas del estado de Zacatecas
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Pregunta 5.2. Cuando At — 0, ;Qué pasa con ﬁ?

Para ésta pregunta la mayoria de los estudiantes (56%) contesta que el cociente incremental g
se anula cuando At — 0. Seis estudiantes consideran que el cociente tiene por limite un
nimero; y la misma cantidad (uno y uno) respondieron que se hace muy grande, o bien, es un
infinitesimal.

Pregunta 5.3. ;Cual es la expresion de la pendiente de la secante PQ?

. . . ., A .

Diez estudiantes respondieron que la expresion m = A—i representa la pendiente de la recta
—_— . ., . d . . .

secante PQ. Tres eligieron la opcion c), es decir, m = d—i; al igual que para el inciso d) que

corresponde con m = At. Exactamente dos estudiantes seleccionaron el inciso b), referente a
que la pendiente es igual al incremento de la distancia.

Pregunta 5.4. ;Cudl es la expresion de la pendiente de la tangente en P?

Para seis estudiantes la expresion que establece la pendiente de la recta tangente en el punto P
d . . . . . . A
es m= d—i Cinco estudiantes seleccionaron el primer inciso (m = A—i) Para cuatro de ellos la

expresion adecuada es m = As , y tres estudiantes consideran que m = At es la expresion
correcta.

Pregunta 6.1. (En donde la curva crece con mayor rapidez?

Este primer cuestionamiento sobre la variaciéon de la variable y en términos de la variable x,
descrito por la curva presentada, hacia referencia al punto (o los puntos) del eje horizontal en
donde la misma tiene un crecimiento mas rapido. Al respecto, la mayoria de los estudiantes
(61%) respondi6 que ello ocurria cuando x=2, tres mas contestaron que era cuando x = 3,
otros dos optaron por el inciso b), es decir, cuando x=0; y los dos restantes decidieron que esto
se puede observar cuando x=/1.

Pregunta 6.2. Si se sabe que la curva obedece a la formula y = (x — 1) + 1, ;en donde la
curva crece con menor rapidez?

Como se puede notar en ésta pregunta se proporciona la expresion analitica de la curva
(funcidn cubica) pero ahora se cuestiona a los estudiantes sobre la abscisa en donde la curva
crece con menor rapidez, a lo que la mayoria (56%) consider6 que correspondia al valor de
x=1. Cinco estudiantes seleccionaron la primera opcion, dos decidieron que era en x=0y sélo
uno optd porque era en x=2.

Pregunta 7. Se refiere a la grafica de la posicion de un automévil que transita un sendero
horizontal, se pide a los estudiantes estimar la velocidad en ciertos intervalos de tiempo.

Siete de los estudiantes (39%) no estimé la velocidad entre los tiempos t=/ y t=3, dos
contestaron que 0 Km/h. Tres mdas estimaron que la velocidad era 10 Km/h, y cuatro
respondieron que era de 3.33 Km/h. Para el intervalo de tiempo entre 3 y 4 horas la misma
cantidad (y mismos estudiantes) que en el primer inciso no escribieron respuesta alguna.
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Cuatro estudiantes estimaron que la velocidad era de 20 Km/h; otros dos respondieron que era
de 7.5 Km/h. Para dos estudiantes la velocidad era de 30 Km/h. Un estudiante contesté que 10
Km/h, uno més establecié un intervalo de entre 10 y 30 kilometros por hora y uno contesto
“no sé”. Finalmente, para el intervalo =5 y =8, seis estudiantes no registraron datos, dos
respondieron que era 10 Km/h, y otros dos que era de 15 Km/h. Se reportaron velocidades
como 875, 3.45, 30, 7.25, 5 (una por alumno). Unicamente un estudiante reportd una
velocidad negativa (-3 Km/h), otro escribi6 “disminuye la velocidad” y uno mas report6d “no

7

se .

Pregunta 8. Se presenta la grafica de una cierta funcién y se cuestiona sobre el signo de la
primera y segunda derivadas en tres puntos marcados.

En el establecimiento del signo de la primera derivada en tres puntos de la gréfica
proporcionada, ocho estudiantes consideraron que era negativo para el punto A, la misma
cantidad consider6 lo opuesto (signo positivo) y dos no contestaron. Respecto al punto B, doce
estudiantes respondieron que el signo correspondiente era negativo, cuatro que era positivo y
los mismos dos que en el caso anterior no contestaron. Para el punto C hubo mas diversidad,
ocho establecieron que el signo de la primera derivada era positivo, seis mas opinaron lo
contrario (positivo), tres no contestaron la pregunta y uno respondié “ninguno”. Los incisos
d), e) y f) se refieren al signo de la segunda derivada en los mismos puntos; para el punto A
ocho respondieron que el signo era negativo; siete que el signo era positivo y tres no
contestaron, los mismos resultados se presentaron para el punto B. Para el punto C, siete
consideraron que en éste el signo de la segunda derivada era negativo, seis mas que era
positivo, cuatro no contestaron y uno (el mismo que en el caso anterior) respondi6d “ninguno”.

IV.2. Discusion sobre los resultados del instrumento de diagndstico

Mas alla de los resultados estadisticos, la informacion obtenida de la aplicacion del
instrumento de diagndstico deja entrever que para la mayoria de estos estudiantes una variable
no es simplemente una letra, sino que ésta puede efectivamente tomar valores diferentes o
sucesivos, es decir, pareciera que la ven como algo que no permanece fijo, aun cuando este
porcentaje disminuye al cuestionarlos sobre su representacion. Llama la atencion que para
algunos la representacion sea un numero (que seria un valor fijo), se puede notar ademas que
estos estudiantes (excepto uno) no asocian la medicidén del cambio con la diferencia entre dos
valores, que es parte esencial para el desarrollo del PyLV, es decir pareciera que no estan
acostumbrados a cuantificar cambios, o que nunca lo han hecho. Sin embargo, cuando la
pregunta va enfocada un poco mas hacia lo que el dME suele manejar para el célculo de la
velocidad instantdnea, es decir, el manejo de conceptos como “el limite”, los estudiantes
tratan de dar una respuesta lo mas cercana posible a lo que pudieron haber trabajado en su
curso de célculo diferencial. Sin embargo, la mayoria no fue del todo preciso, pues consideran
a At = 0. En la pregunta 5 pareciera que al proporcionarle una imagen al estudiante (la grafica
de s(2)) los resultados mejorarian, pero en ocasiones puede ser contraproducente, al menos asi
lo evidencia la respuesta de la primer pregunta; pues al cuestionarle sobre en donde ocurre la
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velocidad instantdnea, la mayoria responde que en los puntos P y Q. Esto nos permite
considerar que el incremento no juega un papel importante en el calculo de la misma y por
ende, tanto P como Q, se pueden mover uno hacia el otro. Mds ain, muy pocos alumnos
recordaron (posiblemente) que cuando se calcula un limite el resultado es un valor, siempre
que el limite exista. Poco mas de la mitad logra identificar la pendiente como el cociente de
los incrementos respectivos de tiempo y posicion, pero sélo la tercera parte contesta
correctamente para la expresion de la pendiente de la recta tangente.

A diferencia de la pregunta 5, en la pregunta 6 se nota que la mayoria de los estudiantes logran
asociar la palabra ‘“crece” con la ubicacion de puntos en donde la curva se ve menos
horizontal, no explicaron el porqué de su respuesta ya que tiene que ver con el valor de la
derivada en los puntos referidos. Mdas aun, a pesar de que en la continuacion de la pregunta se
les proporciona la expresion analitica asociada a la curva, poco mas de la mitad contesta
correctamente, pero en ningin momento realizan calculos sobre la expresion analitica para
verificar su respuesta, lo que nos indica ausencia, al menos parcial, de la nocion de derivada y
de su manejo algoritmico. Lo anterior se agudiza cuando se trata de establecer alguna relacion
con otras areas, con fisica para el caso de la pregunta 7, pues el concepto de velocidad so6lo lo

: . . d :
asociaron, (en el mejor de los casos) con la formula v = —; Y aunque en realidad se trata de

determinar la velocidad media en ciertos intervalos, pocos la escriben en los margenes, pero
no logran llegar al resultado (por ejemplo 5 Km /h para el primer inciso). Esto puede deberse
en parte a que no establecen los valores correctos del tiempo o de la distancia, es decir, no
determinan adecuadamente las diferencias. Para el ltimo intervalo en revision de la pregunta
7 s6lo dos estudiantes lograron hacer el calculo adecuado de la velocidad media, pero dejan de
lado el signo de la misma (negativa).

Finalmente, la pregunta 8 muestra evidencias de que los estudiantes sujetos de investigacion
tienen dificultades para establecer el signo de la primera derivada en un punto, lo que indica
que no asocian el signo de ésta con la pendiente de la recta tangente en el punto, es mas
ningun estudiante intentd trazar rectas tangentes, se limitaron a asignar signos, sin preguntarse
el por qué. Pareciera que s6lo uno recuperd conocimientos sobre valores maximos y minimos
al contestar correctamente ( “ninguno ) para el signo de la primera derivada en el punto C. Los
incisos d), e) y f) posiblemente fueron contestados por los estudiantes atendiendo més a la
obligacion de dar una respuesta que por el conocimiento de la misma, llegando a manifestar
algunos verbalmente: “eso no lo vimos” o “no sé como se hace”, por lo que si aparecen
algunos aciertos, estos se deben mads a la suerte que al conocimiento de coémo se comporta la
segunda derivada en los puntos indicados.

Como se mencion6 anteriormente, la intencion de este diagndstico es tener un panorama de
cémo es que estaban los conocimientos previos de los estudiantes, si en sus respuestas hacen
el uso de alguna estrategia variacional o no. De qué manera perciben a la derivada, si la logran
asociar con conceptos como la velocidad y la rapidez, o con la variacion, pero centrandose en
la grafica o comportamientos graficos.
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En ningun momento el objetivo de este proyecto fue solventar todas las deficiencias
detectadas con el instrumento de diagnéstico, sino mdas bien seleccionar aquello que
contribuyera, en primer lugar, con base en los resultados de cada estudiante para organizar los
equipos de trabajo; tratando de que estos quedaran equilibrados en cuanto a su desempefio
(considerando ademas otros factores) y cantidad de integrantes. Cabe destacar que tres equipos
quedaron integrados por cuatro estudiantes cada uno y otro con seis, esto debido a que dos
alumnos asistian de forma intermitente. En segundo lugar los resultados sirvieron para
reorientar en parte el redisefo de las situaciones que se implementaron. Sobre todo tratando de
favorecer el PyLV.

IV.3. Analisis de los experimentos

El analisis de resultados de los experimentos se llevo a cabo considerando lo desarrollado por
los equipos durante los tres momentos planteados en el proceso de trabajo, se identificaron las
construcciones de la Socioepistemologia para una situaciéon de variacidn mismas que se
organizaron en un cuadro como el siguiente (ver Figura 29):

Construcciones Situacién Variacional (Experimento)

Significados

Procedimientos

Proceso-objeto

Argumentacion

Figura 29 Cuadro de andlisis para una situacion de variacion

La articulacion de los elementos constitutivos del binomio M-G (Suarez, 204), los elementos
caracterizados del PyLV (Caballero, 2012; Caballero y Cantoral, 2013), y las construcciones
del célculo para una situacidon de variacion, nos permitid estructurar la siguiente tabla para el
analisis de los resultados (ver Tabla 4).
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SITUACION VARIACIONAL

Uso de la grafica:

Funcionamiento de la grafica: Forma del uso:

CONSTRUCCIONES ESTRATEGIAS ARGUMENTOS
VARIACIONALES | VARIACIONALES

Variacion SIGNIFICADOS
Muiltiples \ /
Realizaciones

Identificacion | PROCEDIMIENTOS
de Patrones

Realizacion de

Ajustes //\

Desarrollo del PROCESOS-
Razonamiento OBJETOS

Tabla 4 Tabla de analisis de la situacion variacional

Los significados se encuentran directamente en las gréficas, estos significados pueden
detectarse a través del analisis cualitativo de las graficas del area, la temperatura y la posicion.
Ademas, estos se veran reflejados en las relaciones que los estudiantes logren establecer, es
decir, a través de las graficas del area, la temperatura y la posicién se pueden identificar
intervalos que indiquen por ejemplo cuando el movimiento es mas lento, mas rapido o el
cuerpo se detiene, cudndo la velocidad es positiva o negativa en el caso del tercer
experimento.

La base de los procedimientos se apoya en las actividades de modelacion y simulacion que los
estudiantes realizan, en este sentido, nos referimos a las graficas que se construyen antes y
después de usar tecnologia.

Cuando un individuo reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un proceso en particular,
toma conciencia del proceso como un todo, realiza aquellas transformaciones que pueden
actuar sobre €1, entonces estd pensando en este proceso como un objeto (Rosado, 2004).

En cuanto a los argumentos son las explicaciones que los estudiantes dan con respecto a la
actividad de aprendizaje y que se construyen con base en los significados y procedimientos
desde los puntos de vista individual y/o grupal.

De esta manera nos permite caracterizar ciertos usos de la grafica por medio de su
funcionamiento y forma en las situaciones de variacion.
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Para evitar confusiones e identificar las producciones de los equipos, y de cada integrante, se
establecid la siguiente nomenclatura (ver Tabla 5 )

M# = Momentos (# =1, 2, 3) Actividades
Integrante (n=1, 2, 3, 4) AE=Area Extrema
nEm <—|_ AF=Agua Fria
Equipo(m=1, 2, 3, 4) RM =Representando el Movimiento
[ ... ]|= Observaciones del Profesor AC=Actividades de Cierre
Dato obtenido de Audio Dato obtenido de Video

Tabla 5 Nomenclatura para Analisis de resultados

Por ejemplo 1E2 representard la aportacion del estudiante uno del equipo dos, mientras que
AE-M1-E2 haré referencia al resultado presentado por el equipo dos respecto de la actividad
de area extrema en el momento uno. A continuacidon presentamos los resultados significativos
de cada situacion.

IV.3.1.Resultados en Area Extrema

El Momento 1 en esta actividad comprende dos preguntas, primero se cuestiona a los
estudiantes sobre lo que puede variar al construir rectangulos de perimetro fijo (inicialmente
de 20 centimetros), a lo que la mayoria contesta que el largo y el ancho (algunos lo llaman
base y altura (ver Extracto 1) asi como su area.

a) ;Qué es lo que puede variar al construir rectangulos con perimetro fijo de 20
centimetros? / '

Extracto 1. AE-M1-E1, pregunta inicial

La segunda pregunta (inciso b) se refiere a la cantidad de rectangulos que se pueden formar
con la restriccion de que el perimetro sea de 20 centimetros. Los equipos E2 y E4 responden
que 15 rectangulos, mientras que el equipo El expresa que “muchos por los numeros
intermedios”, aludiendo a los posibles valores que pueden tomar el ancho y largo del
rectangulo.

Por su parte el equipo E3 comienza confundiendo el calculo del perimetro con el célculo del
area (ver Extracto 2 e Imagen 4), entre ellos se dan cuenta del error y auxilidandose del
Geoplano corrigen sus ideas y reorientan el trabajo.
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(02:18-02:37)

1E3:  “;cinco por cuatro daria verdad?”

3E3: “Ano ... no te creas, estamos mal o

esta es el area” : m I .i 7 E"‘t"-}lql T
_ , } \ l‘l{ V,u‘ ‘l‘{' ‘ '.l N
10\ Vi

IR

1E3:  “es lo que te estoy diciendo” ‘

’

3E3: “entonces seria asi...’

1E3: “el perimetro se supone que es... Imagen 4 AE-MI-E3 Exploracion
Extracto 2 AE-M1-E3, Construccion de triangulos
adecuados

Posteriormente el mismo equipo contesta el inciso b) empleando el simbolo “c0”, posiblemente
para representar una cantidad grande de rectangulos con estas caracteristicas, sin embargo no
explican el porqué, ademés en la revision del audio grabado para este equipo no se registrd
algin comentario de los estudiantes al respecto.

Para esa misma pregunta los integrantes del equipo El logran identificar un patréon de
comportamiento entre el ancho y el largo de los rectdngulos que se pueden construir (ver
Extracto 3 e Imagen 5).

2E1: “Nomas hay esos, mira porque al
parecer tienes de 1 y de 9, de 8 y de 2,
de7yde3 ded4dydeb6, ..yyade5yde
5 es el cuadrado, ... pero ya de 4 y de 6

(11:30-12:50)

se vuelve a repetir”.

Imagen 5 AE-MI1-E1 Patron en la construccion

Extracto 3 AE-M1-E1, Identificacion de patron ancho-largo

El M2 en esta actividad abarca los pasos 2-8; es precisamente en este momento en que los
equipos intensificaron la experimentacion, es decir, formaron rectangulos con diferentes
dimensiones en el Geoplano (usando ligas de diversos colores). Posteriormente registraron los
datos obtenidos en la Tabla A correspondiente (hoja 3). Para ello se les recomend6 que
organizaran sus datos de manera que el ancho fuera ordenado de menor a mayor, segin los
rectangulos que cada equipo haya construido. Por ejemplo, el equipo E1 en su primera tabla de
valores registra los datos ordenados de forma ascendente sélo hasta los primeros cuatro
rectangulos, los siguientes cuatro lo hace de forma descendente y completa la tabla con dos
que tienen longitudes decimales (ver Extracto 4), atin cuando s6lo consideran puntos medios
entre enteros. Mostrando con ello indicios de conocer la propiedad de densidad de los nimeros
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reales y de que las dimensiones de los rectangulos no necesariamente deben ser valores
enteros, extendiendo el posible dominio para estas variables.

Rectangulo | Ancho(cm) | Largo(cm) | Perimetro | Area

1 1 9 20 ]

2 2 3 20 14

3 3 ¥ 20 31

4 y 5 20 24

5 20 9

6 8 2 20 16

7 f 20 o

8 /A 4 20 !Valores decimales !
9 2.5 75 20 18.7S
10 S .S 20

Extracto 4 AE-M2-E1, Valores decimales en las dimensiones

En este mismo paso, el equipo E3 se auxilia de la graduacion presentada en las cuadriculas y
del Geoplano para establecer algunos valores decimales en el ancho, y por tanto el largo de los
rectangulos (ver Extracto 5 e Imagen 6).

3E3: “serian de nueve punto cinco por cero
punto cinco, si tomamos en cuenta que
esto seria cero punto cinco”. [0.5],
[Indicando la separacion entre puntos del
Geoplano].

(23:41-25:08)

1E3:  “y luego cero punto cinco, nueve punto
cinco”.

Imagen 6AE-M2-E3, Redimensionando
rectangulos

Extracto 5 AE-M2-E3, Rectangulos con dimensiones
decimales

En particular, los pasos 2, 3, 4, 5 y 6 de AE permiten que los estudiantes efectuen multiples
realizaciones y a su vez hagan ajustes en las dimensiones de los rectangulos, explorando el
comportamiento de los valores respectivos del area. Cabe resaltar que aunque s6lo contaban
con un determinado nimero de datos construidos por ellos, al momento de graficarlos, los
equipos E1, E2 y E3 optaron por conectarlos, el ancho-largo con una linea recta y el ancho-
area con una linea curva (parabola). Para el paso 6 (rectangulos de perimetro 30 centimetros)
los equipos en general, ya no construyeron todos los rectangulos en el Geoplano, lo que
muestra evidencia de que notaron la regularidad al variar las longitudes (ver Extracto 6).
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27 58
26 56 ”
25 54 /
24 52
23 50
22 48 3
2 ji
L 20 i
a 19 Lo d
g DS Er f
i r 3%
£ ¢ ¥
] 15 32 -
14 % 30
13 28
G o 26
11 24
i 10 22
A | A P
9 % N g
r i3
o 3 "3
€ 7 e .4
6 -
a : a 12 =5
s [ 10
4 2 3
3 5 9
2 4
1 2
1234567839 10 2 1617 1713141516

Extracto 6 AE-M2-E3 Grdficas para rectangulos de perimetros 20 cm y 30 cm

Sin embargo el E4 solo considera en la construccion de los valores de sus rectdngulos en los
cuales el ancho siempre es menor o igual que el largo. Por consiguiente obtiene las graficas
del Extracto 7. Al mismo tiempo los integrantes del equipo cometen un error en el célculo del
area, cuando el ancho es igual a 4 centimetros conectan los puntos mediante lineas rectas y
lineas curvas.

27 58
26 56
25 = 54
28 !‘ 52 F
2 i s
22 T =
21 A( 45 —
Lt 20 /" =
a 19 i LG 7]
G 18 7 a 33
7 r 36
g 16 33
o 15 I S 3
14 ; ° 30
13 [ 28
e 3
11 A
i 10 L=
Al A 20|+
Y ¢ 2
e é I e
a ] N a 12 <
Al 10 —
4 i s 4 .
3 5
o B » 4
1 2
1234567835 10 12 Wi 1213181516

Ancho
Ancho

Extracto 7 AE-M2-E4 Grdficas para rectangulos de perimetros 20 cm y 30 cm

Por su parte el E2, es el tnico equipo que considera que el ancho del rectangulo puede tomar
valores tan cercanos como sea posible a la mitad de lo que vale perimetro. Y por consiguiente
el largo puede tomar valores tan pequefios como sea posible (cercanos a cero); lo que
corresponderia a determinar el dominio y el rango de la funcion ancho-largo. Lo antes
mencionado también se puede observar en la grafica ancho-area pues ésta se va aproximando
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al eje horizontal mas y mas conforme el ancho se aproxima a sus valores minimo y maximo.
En el caso ancho=0 cm cuando el largo es 15 cm y similarmente para el ancho=15 cm si el
largo se anula (ver Extracto 8).

27 58 5
26 55
25 3 54
24 52
22 5Q
£5 ¥ _
22 t K. 48
- - 15
L 20 | ;.-z
L2
a 15 7 40
. 18 a 33
17 ro36
g 16 ; g ¥
o 15 1 32
14 ~——1— + 0 35
13 28
o 12 o
11 24
10 |- >
& g A 20
r s P8
2 16
e 7 e L.
a &} a -
5 . ., . .,
4 Aproximacion al 1 Aproximacion al
3 minimo ancho maximo ancho
2
N ]
1 ]
|
1 2 3 456 7 89 T 7 % G i0L1f2 3121516

Ancho
Ancho

Extracto 8 AE-M2-E2 Grdfica del ancho-largo y ancho-drea, aproximacion a los valores mdximos y minimos.

Es de resaltar que ain cuando ninglin equipo orden6 los datos de forma ascendente en cuanto a
el ancho se refiere, tal y como se les habia sugerido al momento del llenado de la tabla, esto no
contribuyd a que la distribucion de puntos para realizar el grafico presentara el problema de
“cruces como agujetas de zapatos" reportado por Cantoral (2013a). Por lo que la tabulacion,
punteo y trazo que efectuaron los equipos fueron adecuados. Quizas esto se vio influenciado
por los conocimientos que poseian sobre la grafica de una cuadratica (simetria de la pardbola).

En cuanto a la primera pregunta del paso 5, s6lo el E4 contesta utilizando aproximaciones
(infinitesimales) al valor de cinco esto es, que el area es méxima cuando las dimensiones del
rectangulo se aproximan a los cinco centimetros de ancho y cinco centimetros de largo
(cuando se forma un cuadrado). Los demas equipos reportan aproximaciones a dichos valores,
por ejemplo el equipo E1 presenta una aproximacion por la izquierda y otra aproximaciéon por
la derecha (ver Extracto 9).

a) ;Cuales son las dimensiones que dan el drea méxima?

k| 069 xs.00l §  S-60t XY.99%

v

f/’.f"‘y-LC St : ¥ - S e 4y ¢ =

1
s i p e
rtn'? o7

=
v
-
a

>

)

¢

Extracto 9 AE-M2-E1 Aproximaciones al valor maximo
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Del video correspondiente a ese momento se puede rescatar lo siguiente (ver Extracto 10).

(25:40-30:54 )

’

1E1: “Entonces si le ponemos 4.999 va acercandose al eje... "
2E1: “Va acercandose al 25

3E1l: “Se acerca cada vez mds y mas pero no llega...nomads se va acercando pero nunca
lo va a tomar”

Extracto 10 AE-M2-E1 Actividad 1, pregunta a), paso 5

Sin embargo, esas aproximaciones del equipo E1 y el trazado de la paralela al eje horizontal
(segunda pregunta del paso 5) los lleva a, en principio, relacionar dicha recta paralela con la
recta tangente en ese punto (ver Extracto 11); y en segundo lugar concluyen que el maximo
efectivamente ocurre cuando el ancho y el largo se aproximan a cinco centimetros. Lo cual
representan con las coordenadas (5,5) correspondientes al punto medio de la grafica ancho-
largo, pero no de la grafica ancho-drea; lo cual sefialan dos de los integrantes del equipo con el
dedo sobre la parte mas alta de la parabola (ver Imagen 7).

(33:20-33:40)

D>
>
1E1:  “;Como dices tu?”

2E1:  “Que fuera a tocar en el punto ese”

1E1: “Es una tangente...;jno?”

Imagen 7AE-M2-E1 Punto maximo en la
Extracto 11 AE-M2-E1 Identificacion del punto maximo grifica

Contintian con la discusion y solicitan la intervencion del profesor (ver Extracto 12)

(34:30-35:50 )

2E1: “Profe, para llegar a la grdfica se puede poner cinco-cinco en la <desta> del
rectangulo”. [Refiriéndose a las dimensiones del rectangulo]
P:  “/Estd restringido?”

1E1: “es que no nos da la pendiente igual a cero, si la ponemos antes son menos

)

metros...’

Extracto 12 AE-M2-E1 Discusion y analisis sobre la recta tangente

Por su parte el E3 es el tnico equipo que intenta obtener el valor del 4area mdaxima
estableciendo una funcién que relacionara los lados del rectangulo, pero sin éxito (ver Extracto
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13) y ademads no lo registran por escrito, por lo que recurren nuevamente al analisis de los
valores que construyeron.

(27:04-28:27)

3E3: “Tendriamos una funcion que seria efe de equis igual a equis por equis igual a
veinte... jjah no!! Dos equis mas dos yes igual a veinte. Mmmm ... jcudl es el valor
mdaximo?...Si decimos que ye es igual a veinte entre equis seria mayor drea,...
también si hacemos la formula del area...”. [Después de la discusion deciden hacer
calculos con valores decimales y aproximar el valor del area méxima].

Extracto 13 AE-M2-E3 Intento de expresion algebraica

Para contestar la pregunta 7 los estudiantes se vieron en la necesidad de comparar las gréficas
obtenidas para los perimetros de 20 y 30 centimetros, identificando diferencias entre ellas,
pero sobre todo logran identificar un patron de comportamiento grafico, por ejemplo el E2
(ver Extracto 14).

7. (Qué observan en la grafica cuando se cambia el perimetro de 20 cm a 30 cm?

, \ . T - — M —f
2 7 (_”( A -‘{‘ -’( ».\_~ . XY 1 ) X - 2 \(‘i

Extracto 14 AE-M2-E?2 Identificacion de comportamiento

El audio del E3 deja entrever lo siguiente (ver Extracto 15)

(56:01-56:26)

2E3: “Se hace mas ancha.. ;no?”.

3E3: “...y la inclinacion... bueno es que dependerd de la escala que tenga la grdfica,
porque si fuera escala de uno en uno seria igual...”

Extracto 15 AE-M2-E3 Comparacion entre grdficas

Para los integrantes del equipo E4, en la pregunta 7, las graficas son semejantes, pero reportan
que la graduacioén en la cuadricula B es casi el doble que la de A.

Por otra parte, el tercer integrante de equipo El expresa “nomas comparamos y de ahi sale”,
por lo que el equipo comienza la discusion que se muestra enseguida (ver Extracto 16).

(55:58-57:38)

1E1: [Lee la pregunta al equipo] “;Qué observa en la figura cuando se cambia el
perimetro de veinte a treinta centimetros?”

3E1: “Solo incrementa...;no?”
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2E1: “Es mas grande”

Extracto 16 AE-M2-E1 Comparacion entre valores de la misma grafica

Luego contintan discutiendo, pero ahora hacen un analisis sobre los aumentos en las graficas
(ver Extracto 17).

1E1:  “;Aqui va aumentando de uno en uno?” [Senala con el dedo en la cuadricula de
la grafica A, ver Imagen 8]

(1:00:10-1:04:05)

3El: “Aumenta nuevamente?”’

1E1:  “Y aqui como que se ve de dos en dos” [Senala con el dedo sobre la cuadricula de
la grafica B, ver Imagen 9]

2E1: “Es el doble, porque mira fijate, de 1 a 2 aumenta tanto y de 1 a 3 aumenta
tanto” [Recurriendo a la tabla]

3E1: “No exactamente, mira aqui es 1 a 9y acd es 1 a 14" [Senalando movimientos en

los ejes para ambas graficas]
Extracto 17 AE-M2-E1 Comparacion entre ambas grdficas (20 y 30 cm)

\W ¥ Y I‘l s o
Imagen 9AE-M2-E1 Variacion en la grdfica B

Para la pregunta del paso 8 en general los cuatro equipos solo reportaron que el area en la
primera grafica disminuye, y en la segunda se incrementa cuando se comparan en el intervalo
de 5 a 6 centimetros, tomando como referencia el eje nombrado como ancho. En particular del
audio del E3 se rescata que tienen la nocion de términos relacionados con el comportamiento
grafico (ver Extracto 18).

(58:36-58:48)

3Eg: ‘ en el caso de veinte, cambia de creciente a decreciente... y en el caso de treinta
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sigue creciente”.

Extracto 18 AE-M2-E3 Comportamiento grdfico

Finalmente, el Momento 3 contempla todos los incisos de la pregunta 9. Cada equipo siguid
las instrucciones del inciso a) al inciso d), a partir de los cuales construyeron tres curvas en
Geogebra, correspondientes a los perimetros 10, 20 y 30 centimetros. Sin embargo algunos
equipos tuvieron dificultades para desplazar las paralelas, indicacion del inciso e), ya sea
porque no las ubicaban en el orden establecido en la instruccion o porque requerian
desplazamientos lo mas aproximado posibles. En este inciso para el equipo E1 AAncho “es la
longitud que hay de una linea a otra, es decir, el cambio que experimenta el ancho”, para el
equipo E3 es “la diferencia que hay entre un ancho y otro”. Los otros dos equipos hacen
referencia a que “es la parte de un segmento que se desea conocer”. Respuestas similares se
obtuvieron respecto de Adrea. Ahora bien, la actividad se disefi6 estableciendo AAncho = 1,
es decir, que se mantuviera constante, por lo que todos los equipos pudieron dar una
aproximacién muy cercana al valor real de Adrea,,, y lo mismo para Adrea,,. Sin embargo
solo el equipo E4 logro hacer la mejor aproximacion para Adreas, (ver Extracto 19).

AArea;o = _7.,09 ent®
Ared = 1ol e
AAreas, = ), 1@

Extracto 19 AE-M3-E4 Incrementos de drea

En el tltimo inciso se les pide calcular el valor de Adreas,, para el cual no tienen referencia
tabular en las hojas ni lo pueden ejecutar en el archivo de Geogebra, puesto que éste fue
disefiado para que no se pudieran simular valores mayores a 30 cm de perimetro (variable de
control). Esto los obligd a hacer un analisis sobre los datos que ya tenian y los obtenidos en el
inciso f), y a utilizar otra estrategia de solucion, pues tampoco contaron con las expresiones
algebraicas de las funciones ancho-area.

Del total de quipos solamente el E4 logré deducir un patrén de comportamiento
suficientemente preciso entre los incrementos del area conforme se aumentaba el perimetro en
10 unidades. Es decir, proporciond la mejor aproximacion al valor real para el caso
Adreas, = 22cm, (ver Extracto 20).
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g) (Cudl es el valor de Adreas, =?

3 Y ad da aye NG
= AGrea =6 2\ .9 B3 a 99U NQ

(Por qué? (explique lo més claro y detallado posible)
Ry On qVormede Aue \g med.q
CN J,.t ‘Q: (,11{6.%) AQ \Oq 10 ec) CJ(’J

S \C TV{ s SO \ (d ‘\_/C/, C] ‘ & Sc_) 0% G Q e
/ L
& l‘ . Q t)) '\V\\A ‘m

Extracto 20 AE-M3-E4 Prediccion de darea para perimetro 50 cm

Sin embargo el equipo El, que mantuvo un desempeiio constante y bueno durante toda la
situacion, también proporcion6 una buena aproximacion (a pesar de que su aproximacion para
el caso 30 centimetros fue Adreas;,=10.74), es decir, también encontraron la regularidad y
proporcionan una explicacion en la que determinan las diferencias entre los incrementos de
area de los diferentes perimetros obtenidos en el inciso anterior (ver Extracto 21)

(Por qué? (explique lo mas claro y detallado posible)

) - l‘
X O A OY O { 1 L. \o a e
\ " 3
'/J\\'\)(\; [ {a R @) = \“\ e ™ / -~ U C 0 22(A
\ \ ¥ ~ ~ A wrea
T \ S RV, 2 NNLL Ve \/F e y.., Agn & ‘}“l reay
2 . 1 1 \ < Lanth
Busasdn Xoy  Golben LY PenSamno \ /A Aceo 4
- \
R - P " S e S e . S \
A'ﬂ\"i’.’\ Ch (a \€> O\ T 4 mQ U s £ O A VoA pvnaceanené
Ye Y 1WA V1O
3 ¢ -
Rienas & 2 1o s o 4
\dlrne S € ¢ ‘ oS> A0 ¥\ S \\ Yotabelo d€ 10 ga Y.
\ ] o Tf C .
) lo Je 20 don 6 Y lon 0t T0 do . A 1\
L ) e
\Qr)\”?‘ { ) y 0) (4 % \ e - \/'( '\Tz \ \ 4 X 2
N C
(4 > U (i)

Extracto 21 AE-M3-E1 Prediccion del area para el caso perimetro 50 centimetros

Los otros dos equipos no lograron deducir un patrén de comportamiento y por ende no dieron
una aproximacion tan cercana al valor real del Adreas, como los equipos ya mencionados. El
empleo del archivo en Geogebra agilizo la graficacion y permitioé que los equipos se centraran
en el analisis de sus comportamientos y cambios (ver Imagen 10 e Imagen 11), mas que en la
obtencion de la curva.
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Imagen 10AE-M3-E3 Construccion de Imagen 11AE-M3-E1 Comparando grdficas con
graficas en Geogebra Geogebra

Después del analisis de los diferentes momentos, se lograron identificar argumentaciones de
los estudiantes para la situacion AE, sintetizadas en el Cuadro 1.

Construcciones Situacion: Area Extrema

Significados La variacion es entendida como una cuantificacion del cambio del area en
relacion con el perimetro.

Identificar los elementos que pueden variar (ancho, largo y area de un
rectangulo).

Formar rectangulos de diferentes dimensiones (perimetro fijo) con las ligas
en el Geoplano.

Completar la tabla de valores para cada caso.

Relacionar la grafica con los cambios entre las variables y la dependencia con
el valor del perimetro.

Relacionar varias graficas entre si, y con los cambios entre las variables
ancho, largo y area.

Procedimientos

Trazar la paralela al eje horizontal para aproximar la ubicacion del valor
maximo.

Comparar las graficas A y B y darse cuenta de que aunque ambas tienen un
comportamiento similar (pardbolas), pero no son iguales.

Comparar las graficas para tres casos particulares de perimetro usando el
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software.

Predecir el valor para un caso particular empleando la variacion.

Proceso-objeto | Asociacion de un grafico (curva) con el area. (Area-Curva)

Al wvariar el perimetro del rectangulo, varia el darea conservando
comportamiento en la grafica.

El area méaxima siempre se obtiene cuando el ancho y el largo son casi

Argumentacion | .
8 iguales (cuadrado).
La variacion entre el ancho y el 4rea no es constante.

La comparacion de incrementos (diferencias) permite predecir el valor de
areas desconocidas.

Cuadro 1. Argumentacion para la situacion: Area Extrema

Ahora bien, los elementos constitutivos del PyLV se pueden identificar en el experimento de
la siguiente manera:

Como ya se reportd en algunas respuestas de los equipos se observa un uso de la estrategia de
Comparacion, ya que se analizan las diferencias de area primero en una grafica y después en
relaciébn con otras (sus variaciones), es decir, cuando se cambia el perimetro (los datos
iniciales). En esta situacion la variaciéon emerge cuando los estudiantes usan codigos
variacionales, los cuales estdn presentes en expresiones como “tiene que estar bien
aproximado al cinco, pero sin tocarlo”, “crecen iguales”, o con gesticulaciones cuando un
integrante levanta la mano indicando que el 4rea aumenta, o bien, cuando aleja las manos para
indicar que el rectangulo va a ser mas largo. Estos codigos se articulan en el argumento
variacional plasmado en su respuesta referente a que a mayor perimetro del rectangulo, mayor
serd el area, pero aun y cuando cambien las dimensiones el comportamiento de la gréafica es el
mismo.

Integrando el andlisis anterior e identificando el uso de la grdfica como distribucion de puntos
reportado por Cordero et al. (2010) en su funcionamiento y su forma, se presenta una
recopilacion de los datos en la siguiente Tabla 6.
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SITUACION: AREA EXTREMA

Funcionamiento

de la grafica (f4g):

Uso de la grafica (Usoyg): Distribucion de puntos

Identificar el area segun ciertas

caracteristicas geométricas.

Forma del uso (Fyg):

Construir rectangulos apropiados.

CONSTRUCCIONES ESTRATEGIAS ARGUMENTOS
VARIACIONALES VARIACIONALES
La wvaricion es la cuantificacion del
L. cambio del éarea en relacion con el Comparacion . .
Variacion SIGNIFICADOS perimetro. Extracto 9 (numérica) Al variar el pern‘{letro
Extracto 10 (numérica) del rectangulo varia el
\ / Obtener gréficas por medio de: Extracto 12 (gréfica) area .conservando
Extracto 14 comportamiento en la
Multiples * Construccion de rectangulos. (numé,ﬁw' gréfica.
Realizaciones * Distribucion de puntos. Ext-riﬁgclag (erifica) El drea méxima siempre
______________________________________________________ * Simulacién consoftware. | g7 (arafica) se obtiene cuando el
Relacionar la grafica con los cambios Extracto 20 (numérica) gnchoyel largo son casi
entre las variables y la dependencia con el Extracto 21 iguales (cuadrado).
valor del perimetro (mismo (numérica/grafica) La Variacién, entre el
Identificacién | PROCEDIMIENTOS | comportamiento grifico). ancho y el drea o es
Prediccion constante 'y es mas

de Patrones

Realizacion de
Ajustes

Desarrollo del
Razonamiento

Predecir comparando areas de rectangulos
con diferentes perimetros.

Comparacion de areas en intervalos

iguales.

Asociar parabola a la grafica ancho-area.

PROCESOS-
OBJETOS

Asociacion de un grafico (curva) con el
area. (Area-Curva)

Extracto 8(grafica)
Extracto 10 (numérica)
Extracto 20 (numérica)

pequefia cuando  se
toman valores cercanos
al maximo.

La comparacién de dos
estados permite predecir
el wvalor de areas
deconocidas.

Tabla 6 Andlisis de la situacién: Area Extrema
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IV.3.2. Resultados de Situacion: Agua Fria

En la actividad 1 de este experimento se contempla el M1, la cual estd formada por tres
preguntas. En principio se cuestiona a los estudiantes sobre qué sucedera a la temperatura de
agua caliente al entrar en contacto con agua fria, pero sin mezclar ambos tipos de agua. Se
puede notar que todos los equipos contestaron la pregunta (conjeturaron y formularon
hipétesis) recurriendo a sus conocimientos previos de fisica o quimica, por ejemplo cuando
recurren a usar el término “temperatura de equilibrio”. Ademas algunos equipos consideraron
el factor tiempo en sus respuestas. Enseguida se muestran los extractos respectivos de cada
equipo (ver Extracto 22).

') 4 : :
(rv\ gl npato el Tipean, o 3 § > o [ Ve Y ol dsmpnlocias
' g »

T

A
Con e\ chrm{oo Se [oa,mhc e rmswme ’i("’fvclc-{uc (ejm\Ln al

g «'-‘pﬁh’.— S ]4 i ‘~- - i', {’_H‘.‘.fr'iv/- ~ O £ ] > T i I

Qe \\cgg‘nq a One lempevaliuyg de e,QluJibv-D

Extracto 22 AF-M1-E1, E2, E3, E4 Conjetura sobre la temperatura del agua caliente y del agua fria

El E4 discute lo siguiente para consensar la respuesta anterior (ver Extracto 23)

4E4:  “Seva a llegar al equilibrio” [Mueve la mano derecha de forma horizontal,
como indicando estabilidad, ver Imagen 12]

(00:50-00:54 )

1E4: [Mueve ambas manos de arriba hacia abajo hasta nivelarlas, es decir
eventualmente las ubica a la misma altura, ver Imagen 13]

3E4: “... como a una temperatura estandar... ’[Posiblemente refiriéndose a una
misma temperatura]

Extracto 23 AF-M1-E4 Comportamiento del agua fria y el agua caliente
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Imagen 12AF-M1-4E4 Movimiento de mano derecha  Imagen 134F-M1-1E4 Movimiento de ambas manos
indicando equilibrio indicando equilibrio

En la segunda pregunta so6lo el equipo E3 identifica como variables a la temperatura y el
tiempo (ver Extracto 24), mientras que los otros tres s6lo identifican a la temperatura.

(00:16-00:53 )

3Eg: "Si... seria temperatura y tiempo, ;no?..., en las variables... aqui le pones”
[Posiblemente indicando sobre el eje horizontal (no registro en video)]

)

“y la temperatura seria en ye...’

’

1E3:  “anooo... si, es que estaba poniendo la ye en la equis ’

Extracto 24 AF-M1-E3 Asociacion de variables con ejes

Respecto a la tercera pregunta, que se refiere al esbozo de la grafica de los dos tipos de agua
conforme transcurre el tiempo, los cuatro equipos presentan resultados muy similares aun
cuando sdlo se les proporciond como referente, un plano cartesiano no graduado. Por ejemplo,
ninguno de ellos considera tiempo negativo en la situacion estableciendo el dominio de esta
variable, ademas todos los equipos etiquetaron al eje horizontal con la variable que controla el
tiempo. En particular los equipos E2 y E4 muestran esbozos mediante curvas suaves,
posiblemente haciendo referencia a la continuidad de las variables (ver Extracto 25y Extracto
26).
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Extracto 25 AF-M1-E2 Esbozo de grdficas Tiempo- Extracto 26 AF-M1-E4 Esbozo de grdficas
Temperatura

Previo a ello el primer integrante del equipo E4 se refiere a las temperaturas como alta y baja
(ver Extracto 27)

(04:44-04:51)
>
1E4:  “La temperatura baja sube y la alta
baja ... y se mantienen estables”
[Mueve la mano derecha hacia la
izquierda y la mano izquierda hacia
la derecha, enseguida las dos hacia
el frente, ver Imagen 14]

Imagen 14AF-M1-1E4 Indicacion de estabilidad con
Extracto 27 AF-MI-1E4 Referencia para el esbozo de las manos
la grafica

Por su parte los equipos E1 y E3 realizan el esbozo estableciendo graduaciones y utilizando el
punteo, suponiendo ciertas temperaturas iniciales (ver Extracto 28 y Extracto 29). En
particular el tercer integrante del E3 menciona el porqué del esbozo de la grafica del agua
caliente (ver Extracto 30).
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Extracto 28 AF-MI-E1 Esbozo de grdficas Extracto 29 AF-M1-E3 Esbozo de grdficas

(01:33-01:47)
3E3: “pues va a ir disminuyendo pero... va a ser gradualmente... como se dice... en

picada” [El equipo decide establecer una graduacion al tanteo y propone los
valores de la temperatura para la misma]

Extracto 30 AF-M1-3E3 Cédigo variacional

El M2 comprende los ocho pasos de la experimentacion; en esta fase los equipos definieron el
rol de cada integrante y siguiendo los pasos 1-5 llevaron a cabo la recopilacién de datos
usando los sensores y las calculadoras graficas, tanto para el agua fria como para el agua
caliente. La recopilacion anterior y las instrucciones de los pasos 6, 7 y 8 ayudaron a que los
equipos ejecutaran multiples realizaciones del experimento, notaran regularidad en el
comportamiento grafico y ajustaran los tiempos de captura. Obteniendo con ello datos que
fueran muy proximos al fendmeno real de equilibrio térmico (ver Imagen 15, Imagen 16 e
Imagen 17).

Imagen 15AF-M2-EI Llenado de ~ Imagen 16AF-M2-E2 Captura de  Imagen 17AF-M2-E4 Estabilizacion
recipientes datos de registros de temperatura

Por ejemplo cuando iniciaban la captura de datos a destiempo, ya sea porque introducian mal
el sensor de temperatura o no efectuaban la captura simultdneamente, debian repetir el
procedimiento (partir desde el inicio) y lograr una sincronizacién lo mas precisa posible. En
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total, y por realizacion, se recopilaron 19 datos para cada tipo de agua a intervalos de 20
segundos, completando 6 minutos para la variable denominada tiempo. Para no perder
informacion se registraron los datos en las Tablas A y B (pasos 6 y 8), y construyeron las

graficas de cada tipo de agua con diferente color; por ejemplo la captura del equipo E3 (ver
Extracto 31).

4= Tabla A
o |3¢ (el :
20 G,g{ g =
40 Se .4 1.1 %0
60 =D.4 QLD 5
80 Y40 | 10.2 = %
100 [M0.9y | 40.06| ,, o
120 ‘;"q 12;@ 65
140 (5.6 113.1 s
%0 | =243 [432.6 | =
180 [23.2[3y.3 | R =
200 [22.11(49.9 | »* F
20 [20.9 [1s.9 | 7 o
20 129.€ | 16.0 U 3 4
260 |2R.6 [16. S R 25
280 | 23.9 [ 13.0 | A 2 ] ]
30 [23.4Y|13.9 i =
30 [26.9[13.9 | o
30 |126.5(18.4
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TIEMPO

Extracto 31 AF-M2-E3 Captura de datos primer experimento

Aun cuando los cuatro equipos muestran graficas muy similares en cuanto a comportamiento,
ninguno establece en el grafico alguna marca o sefal que indique cudl es la temperatura a la
que se pudiera llegar al equilibrio térmico. Todos lograron identificar y establecer las
temperaturas iniciales de cada tipo de agua (incisos a y b del paso 7). Para el agua caliente la
temperatura inicial reportada oscild entre los 70 y los 80 grados centigrados, mientras que para
el agua fria el dato se ubico entre 6 y 7 grados centigrados. Ademas, en esta fase los equipos
pudieron corroborar en parte, sus conjeturas iniciales (inciso ¢ del paso 7), por lo que sus
respuestas fueron complementadas con un poco mds de informacion. Como ejemplo se
muestra lo reportado por el equipo E4 (ver Extracto 32)

¢. ¢(Concuerda lo que obtuvieron con lo que contestaron en los inciso 1) y iii) al

inicio de la actividad? 3 |
(Por qué? '?orcziu \as e ﬁ%ocfc.'&vrc; Qwyr ca ben &
A‘SY"”I\Q\‘CI\ o . NG P aN. A qu\-/lhl‘ar)o

Extracto 32 AF-M2-E4 Contraste entre conjetura inicial con resultado de la experimentacion

Del audio del equipo E3 se logrd rescatar la conversacion sobre lo que obtuvieron
experimentalmente y su conjetura inicial (ver Extracto 33).

(55:26-56:06 )
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1E3:  “pues si con... la neta si fue igual, porque nuestra idea fue que los puntos se

i3

cruzaran... y en la que hicimos no se cruzan asi, pero si se van a cruzar ...

3E3:  “ponle pues ... que aproximadamente se obtuvo el resultado que se esperaba... en
teoria pasa lo mismo”

Extracto 33 AF-M2-E3 Contraste resultado experimental con conjetura

Los cuatro equipos también recurrieron a sus conocimientos previos sobre caracteristicas de
graficas de funciones, identificando correctamente en los incisos d) y e) del paso 7 que la
grafica tiempo-temperatura del agua caliente es decreciente, mientras que la grafica tiempo-
temperatura del agua fria es creciente, sin embargo ninguno explica el porqué. A partir de
estos comportamientos graficos los equipos E1, E2 y E3 dedujeron que la temperatura de
equilibrio entre los dos tipos de agua se encontraria entre los 20 y los 25 grados centigrados,
mientras que el equipo E4 si expresa que “aproximadamente 23°C”, que era la temperatura
ambiente real entre las 7 y 8:30 de la mafiana del dia de aplicacion.

El inciso g) se referia al comportamiento del agua caliente con respecto del agua fria, solo el
E2 argumenta un poco, quizas tomando como referencia el comportamiento de la gréafica, pero
no hace comparacion alguna entre valores concretos (ver Extracto 34).

g. ¢Coémo se comporta la temperatura del agua caliente con respecto al tiempo?
la\ Mcc)\aq ﬁut con cate, T X\Cntob ver Asviinolieado

LA s

Ne f\'czs,oc_rg G

Extracto 34 AF-M2-E2 Comportamiento de la temperatura con base en la grdfica

Para el inciso h) del paso 7 se vuelven a notar coincidencias en la respuesta de los equipos,
todos ellos concluyen que el agua caliente se enfria mas rapido que lo que se calienta el agua
fria, para ello probablemente aluden al comportamiento de las graficas (lo visual) y a la
informacion tabular que obtuvieron del experimento. Por ejemplo del E3 tenemos el siguiente
extracto (ver Extracto 35).

(57:49-58:16 )

4E3: “las dos cosas al mismo tiempo” [El cual es corregido por su compaifiero de
equipo]

’

3E3: “el agua caliente cayo muy rapido... hubo una parte en la que iba en picada...’

Extracto 35 AF-M2-E3 ;Qué es mds rdpido?

En el inciso 1) se les pide de manera indirecta hacer una prediccion sobre lo que ocurre con las
temperaturas después de llegar al equilibrio térmico; a lo que los equipos El, E3 y E4
contestan que se aproxima a la temperatura ambiente, sin especificar qué valor podria tener
ésta, por ejemplo el siguiente extracto (ver Extracto 36).
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1. ¢ pasa después de que llega al equilibrio térmico? y
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Extracto 36 AF-M2-E2 Comportamiento después del equilibrio

El paso 8 les permite hacer una reproduccion del mismo experimento con la variante de que
deben duplicar la cantidad de agua fria. Los cuatro equipos lo realizan (y repiten) con mas
fluidez, empleando la experiencia adquirida de la fase anterior (ver Imagen 18 e Imagen 19).

Imagen 18AF-M2-E1 Duplicando la cantidad de agua Imagen 19AF-M2-E1 Captura simultdnea
fria

Los resultados del equipo El, que logré establecer la captura mas precisa en este experimento
se muestran en el Extracto 37.
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Extracto 37 AF-M2-E1 Experimento con el doble de agua fria

Mientras que los resultados del equipo E2 se muestran en el Extracto 38.
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Extracto 38 AF-M2-E2 Experimento con el doble de agua fria

Por el disefio de la situacion, las comparaciones se pudieron efectuar sobre una misma grafica
y sobre varias graficas del mismo tipo; las primeras con el objetivo de predecir la temperatura
del equilibrio térmico en el primer experimento; y las segundas sobre comparaciones en
reproducciones sucesivas del mismo, en donde se increment6 la cantidad de agua fria. El
primer caso, inciso a) del paso 8, cuestiona sobre el cambio de temperatura que se presentd en
los dos experimentos en un intervalo de tiempo determinado (60-80 segundos). Los cuatro
equipos emplearon la estrategia de comparacion entre los datos numéricos (calcularon las
diferencias con los datos de la tabla) para cuantificar el cambio, es decir, determinaron la
variacion de temperatura en dicho intervalo, un ejemplo de ello lo podemos observar en el
extracto siguiente del E3 (ver Extracto 39).

Cuantificaciéon de dos estados (E-E,)
0 - .
20 G.C Sealitn |5
w0 [56.9 1.1 Crperiments 1 (Bato  6.9°C | Sobl 2.
o0 <04 18.0 } sy B : ST T e
80 y.0110.2 e b“‘. .. 1G:2°C |2ov8'a G.68°C
100 0.4 1400

Extracto 39 AF-M2-E3 Cuantificacion del cambio de temperatura

Ademas los equipos concluyen que al duplicar la cantidad de agua fria el agua caliente se
enfria mas rapido, por lo que dan indicios de manejar un segundo orden de variacidon (ver
Extracto 40).

b. ;Qué es lo que notas cuando ¢l agua fria es ¢l doble del agua caliente?
! ~ & ; 'il ) ] ’
Aa cdiititle fe  cnitie pro< vap el e P /o il fe 72 ¥ r;‘iy»,' nras

Q"’«‘ €« i oyt v ST, ¥

Extracto 40 AF-M2-E3 Cambio del cambio en la temperatura
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Para llevar a cabo el M3 los equipos recuperaron de la calculadora el registro de los dos
experimentos (pasos 6 y 8), pero Unicamente se trabajo con las temperaturas del agua caliente.
Los archivos, nombrados como captural y captura2, se transfirieron por el profesor desde la
calculadora grafica a un archivo en Excel nombrado como AguaFria.xIsx. Este archivo se
copi6 a una memoria USB que después fue prestada a cada equipo para que hicieran una copia
en su computadora. Conforme terminaban el paso 8 cada equipo copid sus datos del archivo de
Excel a la hoja de célculo del archivo AguaFria.ggb (Geogebra), incisos a del paso 9 (ver
Imagen 20).

~  Auja ue Lanuw

captural-E1 < G22 v = =
SN 1 |BEEE|I=
run : - ES [
Tiempo = Temp. 1 0 73 ; G -5
0 79.0 2 20 60.7 —
20 60.7 3 40 50.6 Lz | 20 501
40 50.6 3 40 50.6
T (segundos) | 4 60 443 | N 1 = o
Temp. (grad. .. 60 4.3 |I 5 80 39.9 |4 :
80 39.9 6 100 36.3 Geogebra 5 80 309
100 36.3 ' 6 100 363
120 56 7 120 35.6 :
140 314 3 140 31.4 7 120 356
160 296 9 160 29.6 | 8 | 140 314
180 28.2 10 180 28.2 9 160 296
10 180 282

Imagen 20AF-M3-E1 Transferencia de datos TI Nspire-Excel-Geogebra

Los equipos seleccionaron los datos de la hoja de calculo de Geogebra (inciso b del paso 9) y
generaron los puntos en la vista grafica, obteniendo la distribucién puntual del agua caliente
para los dos experimentos (ver Imagen 21, Imagen 22 e Imagen 23)

Imagen 21AF-M3-E1
Transferencia de datos a
Geogebra

Imagen 23AF-M3-E2
Comparacion de datos

Imagen 22AF-M3-E2 Generacion de
puntos (Hoja de cdlculo a vista

grdfica)

Aplicando un acercamiento (Zoom) en la ventana grafica se puede distinguir la primera
comparacion solicitada en el inciso d; recordando que el primer experimento involucrd la
misma cantidad de agua fria y agua caliente en color rojo; y en el segundo la proporcion fue
2:1 de agua fria respecto del agua caliente en color negro (ver Imagen 24).
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b A c l
80
Incremento
aproximado
70 en Tiempo ebe
AT=-431
°
00 ° &=20
%0 [ ]
T(I‘) ‘
°
° L J
° °
% °
20
Incremento
aproximado
5 en Tiempo AT=528
AT=-528
0 tI
[ 20 a0 do ) 100 120 140 4=20

Imagen 24Aproximacion del incremento en la temperatura mediante rectas paralelas (dos casos)

Aun cuando sélo se les solicitd la estimacion del cambio en el intervalo 60-80 segundos,
algunos equipos aprovecharon el dinamismo de la actividad para practicar con las rectas
paralelas, e hicieron la comparacion entre otros valores y con intervalos diferentes. Para
referirse a la medicion de los cambios se utiliz6 la notacion incremental trabajada en el
experimento Area Extrema, pero haciendo énfasis en que este cambio es negativo (decremento
de temperatura). Lo trabajado en el inciso a) del paso 8 y d) del paso 9 hizo referencia a un
comportamiento hasta cierto punto local, por referirse a un intervalo especifico en el que so6lo
hay registro de dos puntos. Sin embargo la captura se puede configurar para que se registren
datos suficientes como para que la representacion grafica parezca una curva continua, tal y
como lo registra la calculadora en la Vista Graficos (ver Imagen 25)

*captural-E1 < {"N *captura2-El1 < {"ﬂ

runi

runi
360 segun...
runi A
M23.7 grados

runi v
W18 4 grados

Temperatura (grados)
Temperatura (grados)

10.0

]
o
o

0 Tiempo (segundos) 400 0 Tiempo (segundos) 400

© k H

Imagen 25AF-M3-E1 Vista Graficos de captural y captura?2
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Para el inciso e) los equipos E1, E3 y E4 contestan que el agua caliente se enfria mas rapido,
mostrando evidencia de que conocen o tienen la nocién de un primer orden de variacion (ver
Extracto 41).

(Qué es lo que notas cuando ¢l agua fria es el doble del agua caliente?
(expliquen lo més detallado posible) jembevrkig  del G911 Cqiende

Qee by a0 14
7 Se IKJ&?» -Qxﬁ'i@gt Y % o | ”“"‘“JC

D N B T P T

Extracto 41 AF-M3-E4 Nocion de un primer orden de variacion mediante el grdfico

Por su parte el E2 se refiere al equilibrio térmico méas que a un comportamiento de una
temperatura particular (ver Extracto 42).

e. (Qué es lo que notas cuando el agua fria es el doble del agua caliente?
(expliquen lo mas detallado posible) o} equibvio _l Q,’:V“ v B [ @4;@

Extracto 42 AF-M3-E2 Efecto en el equilibrio térmico al incrementar la cantidad de agua fria

Con las reproducciones anteriores del experimento se pretendié que en el inciso f) los equipos
predijeran el comportamiento grafico si se agregaba el triple de agua fria y se conservaba la
cantidad de agua caliente. El equipo E1 respondié haciendo referencia al comportamiento
gréfico, utilizando frases que involucraron rapidez de descenso de temperatura o incremento
de la misma, mostrando nuevamente la nocion de un primer orden de variacion, es decir, de
como cambia el cambio (ver Extracto 43).

f. (Como serd la graﬁca en ese mismo intervalo si se agregara el triple de agua

7 :
fria? /f) a o !y’ ’{5 "f'ﬂr*‘;”*'fsn Slun  haes ',w,,-,»’{«_.‘ ,( n/ Qg

: ! v
~ . \ AN E & £
: "’./n’f'r ft. Vv ot ¥ ;»/r. LR meas en Sup:y fen ofr of ague. e

r 1 1 .| 1 L L ~ " 4

Extracto 43 AF-M3-E1 Nocion del como cambia el cambio

Al respecto el E3 solo contesta que la disminucion serd mas rdpida, aludiendo al
comportamiento grafico (ver Extracto 44).

f. ;Coémo sera la grafica en ese mismo intervalo si se agregara el triple de agua
fria? \/o

Extracto 44 AF-M3-E3 Prediccion de comportamiento grdfico

Finalmente, la cuantificacion de los cambios en los incisos a (pregunta 8) y d (pregunta 9) les
permitié aproximar el valor del cambio. Por ejemplo el E1 cuantifica un cambio de 0.7 grados
entre el experimento inicial y el experimento en que se duplica la cantidad de agua fria, con
ello proporcionan un intervalo para el posible valor (ver Extracto 45).

i. (Aproximadamente cual seria el valor del cambio?

5 1 , / -~
/",!r\{_\. '.t‘*’ «{/ /_ o ™,

Extracto 45 AF-M3-E1 Prediccion del cambio al triplicar la cantidad de agua fria
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El analisis de las producciones de los equipos en los tres momentos, permitié identificar
argumentaciones de los estudiantes para la situacion AF, sintetizadas en el Cuadro 2.

Construcciones Situacion: Agua Fria

Significados | La variacion es entendida como una cuantificacion de cambios de
temperatura respecto del tiempo.

Identificar los elementos que pueden variar (temperatura agua caliente,
temperatura agua fria y tiempo).

Efectuar la recopilacion empleando sensores de temperatura y calculadoras
gréficas.

Completar la tabla de valores para cada caso.

Construir las graficas de las tablas A y B correpondientes a los datos

Procedimientos | recopilados.

Relacionar los cambios entre las variables con las graficas de temperatura del
agua caliente y del agua fria (Tiempo-Temperatura).

Identificar comportamientos graficos.
Predecir la temperatura de equilibrio térmico.

Comparar datos de una grafica y entre varias graficas, contemplando los
cambios entre las variables temperatura-tiempo para los dos tipos de agua.

Comparar las graficas derivadas de las tablas A y B y darse cuenta de que
aunque ambas tienen un comportamiento similar (no lineal, ni parabdlico) no
son iguales (decaimiento exponencial para agua caliente).

Comparar la distribuciéon de puntos para dos experimentos particulares
usando el software.

Predecir el valor de la temperatura para un caso particular empleando la
comparacion (determinar la variacion).

Proceso-objeto | Asociacion de un grafico (distribucion de puntos) con el comportamiento de
la temperatura respecto del tiempo. (Equilibrio como grafica: Curva-
Temperatura/Tiempo).

Al incrementar la cantidad de agua fria varia la temperatura de enfriamiento
del agua caliente, conservando el comportamiento grafico.

El equilibrio térmico se logra cuando las graficas de temperatura-tiempo para

Argumentacion . L ; .
8 el agua caliente y el agua fria coinciden (tienden al mismo valor).
La variacion entre la temperatura y el tiempo no es constante.

La comparacion de dos estados (entre graficas) permite predecir la
temperatura a cierto tiempo (bajo ciertas condiciones).

Cuadro 2. Argumentacion para la situacion: Agua Fria
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La identificacion de los elementos constitutivos del PyLV se realizo utilizando lo reportado en
algunas evidencias de los equipos. Nuevamente se observo el uso recurrente de las estrategias
de Comparacién y Prediccion, ya que primero analizan las diferencias de temperatura en una
grafica y después en relacion con otras, es decir, cuando se duplica la cantidad de agua fria. En
el experimento emerge el estudio de la variacion cuando los equipos usan codigos
variacionales, los cuales estan presentes en expresiones como ‘“se va a llegar al equilibrio”,
“la temperatura baja sube y la alta baja... y se mantienen estables”, pues va a ir
disminuyendo pero... va a ser gradualmente... como se dice... en picada”, “el agua caliente
cayo muy rapido... hubo una parte en la que iba en picada...”. Ademas con gestos o
ademanes con su cuerpo como por ejemplo:

* (Cuando el estudiante mueve la mano derecha de forma horizontal, indicando
estabilidad.

* (Cuando mueve ambas manos de arriba hacia abajo hasta nivelarlas, es decir
eventualmente las ubica a la misma altura.

* Al mover la mano derecha hacia la izquierda y viceversa.

* Cuando mueve las dos manos hacia el frente, proyectando que eventualmente las
temperaturas llegaran a ser iguales.

La articulacion de estos codigos se refleja en el argumento variacional de respuesta, que
consiste en que: a mayor cantidad de agua fria mas rapido se enfriara el agua caliente, y el
tiempo de equilibrio térmico se reduce. A pesar de que las proporciones de agua sean
diferentes, el comportamiento grafico global sera muy similar. A continuacién se muestra
el uso de la grafica: Analisis del comportamiento local y tendencial en sus
funcionamientos y sus formas, que deja entre ver las construcciones brindadas, estrategias
y argumentos variaconales que surgieron en los estudiantes (ver Tabla 7).
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SITUACION: AGUA FRIA

Funcionamiento de la grafica (f 4r): Anticipar el comportamiento tendencial estable

Uso de la grafica (Usoyr): Andlisis del comportamiento local y tendencial

Forma del uso (F 4¢): Identificar y analizar cambios locales

CONSTRUCCIONES ESTRATEGIAS ARGUMENTOS
VARIACIONALES VARIACIONALES
Variacion SIGNIFICADOS La varicion es entendida como una cuantificacion de
cambios de temperatura respecto del tiempo. Comparacion Al incrementar la cantidad
Extracto 32 de agua fria varia la
\ / Obtener graficas por medio de: (numérica) temperatura de
Extracto 33 iami
Ml.'lltip.les * Captura d'e datos con sensores y calculadoras. (grdfica) Egﬁreligjemo coclleslerV:r%lilg
Realizaciones o D.1str1bu.c,1(')n de puntos. Extlrracto 34 comportamiento grafico.
.................................................. g Sl b N, (Edfc) El equilibrio térmico se
Relac.lonar la tabulgcmn y la grafica con lqs (ntt;?e(’:r?ca—grdﬁca) logra cuando la grafica
cambios entre las variables, notando la depenc.lencm Extracto 36 temperatura-tiempo  para
de 1la tgmperat}lra .regpecto del tiempo (arifica) el agua caliente y el agua
Identificacion | PROCEDIMIENTOS (comportamiento grafico similar). Extracto 39 fria coinciden (tienden al
de Patrones Predecir el equilibrio térmico comparando (numérica) mismo valor).
temperaturas con diferentes proporciones de agua Extracto 40 La variacion entre la
fria y agua caliente. Extracto 41 temperatura y el tiempo
------------------------------------------------------------- no es constante, es mas
Comparacion de temperaturas en intervalos iguales. Beecbostin pequefia cuando se acerca
Realizacién de Reproduccion de experimento hasta obtener una Extracto 36 a la temperatura ambiente
Ajustes curva con comportamiento decreciente (creciente). (grdfica) (equilibrio terr.r%lco )-
: _ , Extracto 40 La comparacion de dos
Asocmr comportamientos a la grafica temperatura- (numérica) estados (entre graficas)
tempo. 5;2;?2?62)2 permite  predecir la
Desarrollo del PROCESOS- Asociacion de un grafico (distribucion de puntos) e temperatura  a c.:ierto
Razonamiento OBJETOS con el comportamiento de la temperatura respecto Extracto 45 tiempo  (bajo  ciertas
del tiempo. (Equilibrio como grafica: Curva- condiciones).
Temperatura/Tiempo).

Tabla 7 Analisis de Agua Fria
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IV.3.3.Resultados de Situacion: Representando el Movimiento

Para poder llevar a cabo la tercera situacion experimental, los equipos desarrollaron
primeramente una serie de actividades previas. Estas consistieron en la reproduccion del
movimiento de un moévil respecto del tiempo empleando sensores de movimiento y
calculadoras gréaficas. Para ello contaban con la representacion grafica en una columna (ver
Anexo 6) y ademas de reproducir cada movimiento, se les pedia describir y esbozar la grafica
de la velocidad requerida. Parte del objetivo fue que los equipos se familiarizaran con el uso
del sensor y la forma en que se capturan los datos; y de paso que empezaran a relacionar la
velocidad y la rapidez en un movimiento particular. Para la reproduccion de los diferentes
movimientos los equipos tuvieron que hacer multiples realizaciones hasta lograr una buena
aproximacion, con lo que se empezaron a dar cuenta del tipo de desplazamientos que debian
hacer y con qué velocidad. En total se presentaron seis tipos de movimiento que lograron
reproducir con éxito todos y cada uno de los equipos, y de los cuales se presenta inicamente lo
mas sobresaliente.

Los equipos E2, E3 y E4 lograron hacer un esbozo adecuado sobre el comportamiento de la
velocidad para los primeros dos movimientos, asignandole un valor de altura constante y
haciendo una descripcion de como lo reprodujeron, por ejemplo ver el Extracto 46. En la
primera actividad consideran como punto de partida la ubicacion desde donde realizan el
movimiento y la ubicacion del sensor de movimiento, mientras que en el segundo toman como
referencia el punto final, es decir, hasta donde caminaron en el primero.

A

|

|

Descripcién (O es de <\ 6,_,,\{{‘ 1~y ete) ec.h'o s.gwmcju,
\ /

o Liaca con e lenbeo Noe Aarmiad)le s

acelero, hiasda \‘c}Cz <l Purte Fine)

1
i
\
|
\
|
|

Descripcién D-esd « €\ fm’\o fn i\, Sy e lhe

<1 eada Lo | en

© ¥ <Co~skoale na act\eeog Ay [

As minowlle |

Extracto 46 RM-M1-E2 Descripcion movimiento con velocidad constante
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Cabe mencionar que el sensor de movimiento fue configurado para que la captura tuviera una
duracién de nueve segundos, y la distancia maxima que podian recorrer los estudiantes fue de
cinco metros, considerando las dimensiones del salon de clases. Por estas razones es que en
algunas respuestas de los equipos pueden, aparecer valores concretos en las graduaciones.

Las actividades tercera y cuarta fueron muy similares a las dos primeras, solamente que los
graficos no eran rectas, sino curvas (creciente y decreciente), y aunque los esbozos no fueron
muy precisos, en la descripcion se deja entrever lo que realmente hicieron, por ejemplo los
extractos de los equipos E2 y E4 (ver Extracto 47 y Extracto 48).

1 ==
Descripcion D esde ¢\ 6,._:\\0 wwvaal, sa\wo lento a \a
e d PRTAN rGrasurs o "61(5“') <\ Qs e o de
fr
P O S < ok Yud o \s S B

Extracto 47 RM-M1-E2 Movimiento con velocidad variable

| Descripcién

Co ming

| oo e da v 1 4 Yo A Oy

Extracto 48 RM-M1-E4 Esbozo aproximado de velocidad variable

Similarmente para la cuarta grafica se presenta el extracto del E4 (ver Extracto 49), y por falta
de legibilidad en la digitalizacion se escribe textualmente la descripcion del E1 (ver Extracto
50).

Descripcién 1) es A< < ev\‘rg 6 ney ,Sale )é/ﬁ@ < \a ruted
at.l Arons SO el & e\ 6(:\3 (@)

Extracto 49 RM-M1-E2 Esbozo aproximado y descripcion (velocidad variable)

P: Elequipo El reporta “comienza lento y con el paso del tiempo fue aumentando la
velocidad”.
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Extracto 50 RM-M1-E1 Descripcion textual del E1 en la cuarta grafica

La gréfica cinco representaba un movimiento tipo parabolico, este fue descrito con mas detalle
por el E2 (ver Extracto 51)

S
e

j/’ ,\ , /

Descripcion Desdc <\ wnto Imael s¢ bt pase vaprdo

o e ,.,\,.\cu O\' e o kosc\c, le Jdesviauilo | < vregea CGa T

s ne & \_\c_ n\‘x lgq G ece\ero Maoigs O s\ mMondg
6) 39 1'\\Lx ¢\ \AQ) "%Qz ]*—\ h...r)hﬂ.a ‘N.LnL*\i Lol BTN I

Extracto 51 RM-M1-E2 Descripcion del quinto tipo de movimiento

Este mismo equipo se da cuenta que para reproducir la curvatura deben modificar su velocidad
(disminuirla), para ello recurren a gestos y ademanes (ver Extracto 52)

(09:42-09:48 )

4E2: “...recio, fast, recio...” [Mueve la mano izquierda hacia su persona,
indicando que el movimiento sea mas rapido (ver Imagen 26 e Imagen
27)]

1E3 y4E2: “..yd... mas quedito”

Extracto 52 RM-M1-E2 Cédigos variacionales
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Imagen 26RM-M1-E2 Movimiento de mano para Imagen 27RM-M1-E2 Movimiento rdpido de manos

indicar acercamiento para indicar mayor velocidad

Para la ultima grafica los cuatro equipos hacen una descripcion muy cercana de la velocidad
en cada trayecto (por ejemplo ver Extracto 53), sin embargo, no lograron construir un esbozo
preciso de la grafica; quizds confundiendo que aunque tenian que caminar mas rapido para
reproducir la primera parte del mismo, la velocidad seguia siendo constante.

Descripcibn Desdt e\ cdnoS el se fut con Ee reptlds

& \a 1 \led de\ Hevcunr o sc PSe ©or ““H"--lc\‘

Sc dev ol al (ov-x‘rﬂ “wiaol C = =1§ E)Q)Q ?\\
4o Faw o\ ln L& C » ey *”Pq«fcv(sw

Extracto 53 RM-M1-E2 Descripcion sexta grdfica

Todos identifican que en la segunda parte del trayecto se deben detener por un lapso de
tiempo, pero solo el E3 esboza correctamente el grafico de esa parte (ver Extracto 54) y el E1
confunde velocidad con distancia recorrida (ver Extracto 55).

Velocidad
nula

Velocidad
constante

1
|
!
i \_/

Extracto 54 RM-M1-E3 Reposo en un lapso de
tiempo

Extracto 55 RM-M1-E1 Confusion entre velocidad y
distancia

Como parte de las discusiones en esta actividad, tenemos lo que se registr6 del E3 (ver
Extracto 56)
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=

3E3:
1E3:

(00:36-00:49 )

« . . J4 S ”
...vienes un poquillo mas rdpido eee...

“...jjrapido!!...regrésate...quieto ” [le cuentan algunos segundos en voz alta y
después le piden que continte, y vuelven a reproducir el movimiento para ajustar
al tiempo de captura]

Extracto 56 RM-M1-E3 Multiple realizacion de la actividad seis

De otro video se logra rescatar el siguiente extracto para el E1 (ver Extracto 57).

D>
3EL:

(22:12-22:29)

“...avanzamos rdpido y luego despacio y luego me regreso a la misma velocidad”
[insiste con sus compafieros]

“...avanzo a una velocidad, hago una pausa y me vengo con la misma velocidad”

Extracto 57 RM-M1-E1 Descripcion de estrategia para reproducir el movimiento

Ninguno de ellos logroé relacionar la primera parte del trayecto descrito en la sexta grafica con
la primera actividad, en cuanto a la velocidad se refiere, a pesar de que contaban con una
cuadricula de fondo como referencia.

Para el experimento Representado el Movimiento tres de los equipos lograron hacer un esbozo
muy proximo a las condiciones que enfrentd Valentina (por ejemplo ver Extracto 58).

s )

Extracto 58 RM-M1-E2 Esbozo y descripcion grdfica del movimiento de Valentina

Los equipos consideran, para realizar el esbozo, al tiempo en el eje horizontal y la posicion en
el eje vertical; solo el EI toma en cuenta el tiempo que tardo Valentina en su recorrido (9
minutos) pero tampoco establece graduacion alguna en los ejes (ver Extracto 59).
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Extracto 59 RM-M1-E1 Descripcion tomando en cuenta los minutos del recorrido

Ademas para la descripcion del esbozo que hicieron, consensaron segun el comportamiento
grafico (ver Extracto 60).

1E1:  “...a una velocidad constante.. si ; no?.”

(15:43-16:07)

2E1:  “noo... entonces no va a quedar asi,
mira...” [explica la situacion nuevamente],
“...seria subira " [indicando con el dedo
el lugar hasta donde llega la grafica (ver
Imagen 28)], “y regresaria asi”
[describiendo un movimiento de subida y

de bajada] Imagen 28RM-M1-E1 Comportamiento
grafico en el esbozo

Extracto 60 RM-M1-E1 Descripcion del esbozo

Para el equipo E3 el trayecto inicia desde que “viene llegando”, refiriéndose la llegada de
Valentina a su salon, no establecen tiempos ni distancias especificas, pero advierten que el
tiempo que se entretuvo con su amado Juan ocurri6é en la Biblioteca, por lo que el salon de
musica (punto de partida real) estaba sobre el eje horizontal (ver Extracto 61). Este ultimo
equipo corresponde a otro de los casos que se pueden presentar en esta situacion, tal y como lo
reporta Torres (2004).
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e
——
- S
-~
—

Extracto 61 RM-M1-E3 Descripcion erronea en el inicio del movimiento

La fase experimental (M2) comienza cuando los equipos miden la distancia de 5 metros en el
salon de clase, ubicando una marca en el suelo para cada lugar (salén de musica y biblioteca),
y con la misma configuracion en el sensor (9 segundos de captura). Con la simulacion del
movimiento empleando la tecnologia se dieron cuenta que su conjetura inicial era muy
parecida, registraron sus datos en la Tabla A y construyeron la grafica correspondiente. Para
obtener una reproduccion del movimiento lo mejor aproximada posible, los equipos tuvieron
que realizar la simulacién varias veces (multiples realizaciones), hicieron ajusten en cuanto al
tiempo que se movian tanto de ida como de regreso, (ver Extracto 62 y Extracto 63).

p > I —
+] , 5 - 3
i 7 B -~ \
[ ez I A
"~ : 1 '\
I | 25 LY
rq» .- =il 4 \b.“ s
5 i Ll S N
\ | | L / B A
| | b | i
— T E ! 1
| ' | ) L n% Iy |
| TIEMPO I P ¥ mefro | 7 £ 1 7
Extracto 62 RM-M2-E] Resultados de simulacion, Extracto 63 RM-M2-E2 Resultado de simulacion,
sin graduacion en eje horizontal graduacion en ejes

El E4 al reproducir el movimiento observo que tiene que hacer ajustes en la simulacion, pues
no logran completar el trayecto en el tiempo establecido y el integrante 4E4 sefiala esto
haciendo algunos ademanes con las manos, moviéndolas de arriba hacia abajo; indicando que
debe moverse un poco mas rapido (ver Extracto 64 e Imagen 29)
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(02:26-02:35 )

4E4:  “...ponlo donde es...”
[Refiriéndose a que el sensor de
movimiento debe estar a cierta
altura para hacer una mejor
captura, en este caso a la altura
de la espalda de quien se mueve,
el 2E4]

Imagen 29RM-M2-E4 Movimiento de manos
indicando mayor velocidad

Extracto 64 RM-M2-E4 Ajustando el movimiento en la
simulacion

En el mismo video se logra escuchar la indicacion de integrantes del E2 (ver Extracto 65)

(07:00-07:06)

2E2: “...mas al pasito” [Tres integrantes comentan que va muy rapido]

1E2: “...al paso...al paso... al paso” [haciendo referencia a una velocidad constante]

Extracto 65 RM-M2-E2 Empleo de lenguaje cologquial para indicar velocidad constante

Contintian los intentos del mismo equipo, consensan y proporciona indicaciones a SE2 (ver
Extracto 66)

(09:40-09:50)

1E2: *...es que aqui es mas rdpido” [Después de intentar la simulacion varias veces]

4E2: “...los segundos son lo que importa... y como viene” [notando las condiciones en
el movimiento, tiempo-distancia]

Extracto 66 RM-M2-E?2 Identificacion de condiciones y ajustes en el movimiento

Reconsideran las condiciones e indican a su companero como se debe mover (ver Extracto
67).

(11:24-11:52)

1E2: “...mira tienes que venir despacito... y en donde te paras es la mitad...”

4E2: “... que pise la raya pero que se venga recio y aqui ya mas quedito”
[Reproduccion erréonea pues parten del punto de llegada (biblioteca), asi que
vuelven a hacer ajustes y reproducen el movimiento]

Extracto 67 RM-M2-E2 Indicacion de velocidad y rapidez de acuerdo a las distancias
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Por su parte el E3, después de varios intentos, realiza una simulaciéon del movimiento
adecuadamente; con las manos indican que el movimiento de su compafiero sea mas lento en
cierto momento (ver Imagen 30 e Imagen 31).

Imagen 30RM-M2-E3 Indicacion con las manos de Imagen 31RM-M2-E3 Mayor velocidad en el
movimiento mas lento regreso para completar el recorrido

El andlisis més a detalle (preguntas paso 6) que hicieron los equipos comienza cuando se les
cuestiona sobre el tipo de grafica que obtuvieron. A lo que los equipos E1 y E3 contestaron
haciendo referencia a “una grdfica por partes”, pero el primero complementa con “porqgue no
es constante con el tiempo”, coincidiendo con el comentario del E2 que describe por secciones
empleando la rapidez. Por su parte el E4 destaca lo siguiente (ver Extracto 68):

a. ;Qué tipo de grafica obtuvieron?
L ) & L ]

aral ' \ . 1o )

Extracto 68 RM-M?2-E4 Diferenciacion con grdficas de una sola pieza

Al cuestionarlos sobre una posible ecuacion para dicha gréfica (inciso b), las respuestas fueron
diversas e interesantes desde el equipo que afirm6 que no (ver Extracto 69) pasando por los
que afirman rotundamente que si, pero sin explicar como (el E3); hasta los que explican como

lo harian al poner en juego comportamientos derivados de modificar pardmetros (ver Extracto
70).
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Extracto 70 RM-M2-E4 Relacionando parametros y comportamientos graficos

En el inciso c¢) se les cuestiona lo mismo pero considerando sélo un trayecto del recorrido.
Todos los equipos responden describiendo el primer trayecto como una recta, recta creciente
para el E4, pero ninguno trata de establecer alguna justificacion adicional o una expresion
algebraica y por tanto, s6lo contestan afirmativamente el inciso d).

Respecto a (como calcular la velocidad en diferentes trayectos?, los equipos El, E2 y E4
hacen alusion al comportamiento de la grafica (ver Extracto 71, Extracto 72 y Extracto 73),
pero no detallan el como lo harian.

trayectos?

_ trayectos? Ye Py eol € trayectqs?

O\v)\(-’(,r( Cowvy \O\ Curv‘«o de AR TR

\o "1,,("‘( o . ;.‘:; --?Q'\\C}C‘ de "\’ A 5
angdd
Extracto 72 RM-M2-E2 Velocidad
Extracto 71 RM-M2-E1 Velocidad comportamiento grdfico Extracto 73 RM-M2-E4 Velocidad

comportamiento grdfico y datos andlisis de grafico

Por su parte el E3 responde que “Por la posicion entre el tiempo que tarda en recorrerla”,

haciendo alusion a la formula de la velocidad (v = d/ t)'

En el ultimo inciso del paso 6 se les cuestiona sobre la grafica por trayectos, pero s6lo deben
dibujar trozos. Como referencia se mencionan frases para el recorrido (mas lento, mas rapido,
etc.).

El equipo E2 analiza el recorrido de Valentina, para ello uno de sus integrantes sigue la
trayectoria desplazando el dedo sobre la misma (ver Imagen 32).
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\
.

Imagen 32RM-M2-E?2 Siguiendo la trayectoria

Por cuestiones de espacio y claridad s6lo mostramos los resultados de los equipos E3 y E4
(ver Extracto 74 y Extracto 75), pero los equipos E1 y E2 también proporcionaron respuestas
similares, s6lo que no consideraron, totalmente, la grafica obtenida en la simulacién como
referente.
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velocidad

;Coémo es el :Coémo es la grafica? &Como es el 4 Como es la grifica?
recorrido de % recorrido de 3
Valentina? I)ilnjan_nmdehgriﬁn Valentina? Dibuja un trozo de la grifica
Mis lento Mis lento i \:‘j\\
B ;
| T
Mis répido \ Mas répido //
|
{ =
Disminuye su Disminuye su 2

Extracto 74 RM-M2-E3 Esbozos grdficos

velocidad
|
Aumenta su \ Aumenta su
velocidad l ; velocidad
Se detiene - Se detiene p o
N =

Extracto 75 RM-M2-E4 Esbozo por trozos

La comparacion entre las graficas de los equipos (paso 7) les permitié establecer similitudes y
diferencias, ésta se realiz6 entre E1 y E3 (ver Imagen 33), y la otra entre E2 y E4.

Imagen 33Comparacion de grdficos entre equipos
EI-E3

Los primeros consideran que las graficas son parecidas, pero difieren en la distancia recorrida
(pues el E3 registra datos hasta 7 segundos), por consiguiente el tiempo en que se presento la
pausa (los minutos de Valentina con Juan). La otra comparacion dejéo entrever que
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reprodujeron el mismo tipo de grafica, segundo caso de Torres (2004), sefialando solo algunas
diferencias en tiempo y posicion, por ende en la graduacion (ver Extracto 76).

Extracto 76 RM-M2-E4 Diferencias y similitudes con el E2

Para trabajar el M3 se proporciono a cada equipo el archivo Representando el Movimiento.ggb
en el cual se mostraba un caso distinto al que los equipos habian simulado, primer caso de
referencia en el estudio de Torres (2004). El equipo E1 discute al respecto (ver Extracto 77)

(04:13-04:20)

2E1: “...la grafica que hicimos nosotros estd al revés”

3E1: “...es asi...” [sefiala la trayectoria en la pantalla y resalta en donde se detuvo (ver
Imagen 34, Imagen 35 e Imagen 36)]

Extracto 77 RM-M3-E1 Comparacion gradfica simulada por el equipo y en el software
- RSz -

Imagen 34RM-M3-EI Trayectoria ~ Imagen 35RM-M3-E1 Siguiendo la Imagen 36RM-M3-E1
en la simulacion trayectoria Identificando el comportamiento

Contestaron dos preguntas iniciales que tiene que ver con el manejo de la notaciéon para
representar el cambio, tanto del tiempo como de la posicion. Tres equipos lo registraron
adecuadamente (ver por ejemplo Extracto 78 y Extracto 79), el E2 no contesto.
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a. ;Qué representa Ar? La diFoinciq de l"tMFO.
b. (Qué representa AP? La diferencig dt ‘q ‘Por; Gion .

Extracto 78 RM-M3-E3 Manejo de notacion

a. ;Qué representa Ar? lacyermenio < -\ L-”"»PC& = cocl Aremge Vaiac! meens?
. . : 2 AR i

b. ;Qué representa AP? {ncienmente e~ o Jiglonca o s tan e\ aieral merd

PR o2 RUSS SO R, PUR PR, 15, S s R O ORI R o Y O o R Y

Extracto 79 RM-M3-E4 Descripcion de notacion y relacion con la cuantificacion del cambio

Para completar la tabla del inciso c¢) tuvieron que deslizar el punto B para recorrer la grafica y
al mismo tiempo tener las coordenadas de otro punto, cabe hacer notar que la variable de
control en este caso fue At = 0.2 segundos (ver Imagen 37).

Coordenadas del punto B= (5.75, 287.01) Mostrar Rastro de Velocidad

Coordenadas del punto C=(5.95, 337.01)
At=0.2

AP =50 |

Imagen 37Identificacion de datos y desplazamiento de valores en Geogebra

Todos los equipos completaron la tabla de valores, identificando las coordenadas de los
. « ey o . , AP .

puntos, el incremento en la posicion e hicieron el céalculo de 37 (ver por ejemplo Imagen 38 e

Imagen 39).

Imagen 39RM-M3-E3 Obtencion de datos de
simulacion en Geogebra

Imagen 38RM-M3-E?2 Identificando los cambios en
simulacion de Geogebra

El E1 discute lo que representa la notacion incremental (ver Extracto 80)
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2E1:

1E1:
2E1:

(06:54

~07:06)

“...profe... ;delta P entre delta t es la velocidad?... no”

...no... es el cambio de la velocidad. ;o no?”

6« 7

si... es la velocidad” [Recordandole el como se movieron]

Extracto 80 RM-M3-E1 Identificacion de la velocidad

Sin embargo, s6lo el E3 y el E4 realizaron una descripcion mas detallada utilizando frases
como ‘“velocidad, subir, aumenta, constante, creciente, punto minimo, disminuye...” (ver
Extracto 81 y Extracto 82).

2

Ihterva]o Punto AP E Observaciones para el intervalo
(t,P() At

(0,0.25) 6:: ‘03;1:; 1990 32-_‘13»1593 Ol [l wailuclifid

O el 0 PRl G cnlede

(1,1.25) g:éz;;:’z:}) 2.4 %%_}311 veelve o sobiv

ezl © e | . wh avs. hdiad

25,53 B e 05815272 ke o soblv

(5.5,6.5) Eﬁ::’;’% - 50 %%:zeo NN A

G5 HE2) o0t [S2 forvnoye o oo

(7.8.75) fg?,';;; 57.43 Pozeulis  qumee /a welocidad

ERI ) Hen o 3 St . elhid)

Extracto 81 RM-M3-E3 Andalisis grdfico y su relacion con la velocidad
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Intervalo | Punto | AP _A_I_’ Observaciones para el intervalo
. tP®) | At | “
(0,0.25) (0'0;,/?'0‘!‘. e p : P AP \1\0’ cC oY ::; eu
1w 8.2 vguel al Hlesor ol indervale 1.

{Nn22.2923
(0.25,1) lC.C’«/@‘I\X} eh [ Jd {‘0 tn SN"V Ve ‘D L\cr e on

(141, 1331} BANL ']Q‘?? cother queva disminuyendo

(s 1,65, R0 el sl smeer v Shaceinh

( ) ((7-151;57_"-} !L)(! 80;1 JS({:‘ (:jrbiﬂ o S

1(1.25,5.25) |(s.65.2cx) S et e v
5,25, 200} O 0 -

225.:55) fif;jzzﬁ'f? M4 | T | aomeenza Lo atbe v auncho (P
G369 Ao 3 5p | 250 |58 Yermine 1o rowionke
(650 {féfgﬁﬁgfé} 9L.31 \3). gs A &) m_’a_xg O |

(7,8.75) f‘égs’éf:"’ 514 267Js e ) e :,23132 4»1 ”

(87599) {. N ’ /%] ) ‘;)m"l L
2,?5’,073' \L_' X% 33.8 ey el wmin "o

" -} i
COra fon +Q

Extracto 82 RM-M3-E4 Andlisis grafico por intervalos

Respecto a la interpretacion del cociente 47, solo el E2 no lo identifica como la velocidad,

confundiéndola como “los segundos que recorrio Valentina”.

Finalmente, se les solicité esbozar una grafica que representara la velocidad de Valentina en
ese tiempo (inciso e). Unicamente los equipos El y E3 registraron algo similar a lo que
podemos observar en la simulacion con Geogebra, (inciso f), pero sin considerar la velocidad
negativa constante (ver Extracto 83, Extracto 84 e Imagen 40).
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Mostrar Rastro de Velocidad
500
400

Extracto 83 RM-M3-E1 Esbozo de la a0
velocidad de Valentina

—
et

/ \
f §
{ H
] A i =100
\ |
{ \ / \

;*' / \Q _ Velocidad negativa .‘
R T S Y consiante cm===
| | I e T e W
Extracto 84 RM-M3-E3 Esbozo de la Imagen 40Velocidad de Valentina con Geogebra

velocidad de Valentina

Sin embargo, estas respuestas pudieron verse influenciadas por la animacion del rastro que
describe la velocidad (inciso f), s6lo que no alejaron la simulacién para poder observar el
comportamiento cuando la velocidad es negativa. Sin embargo, sus respuestas cobraron mas
fuerza, pues relacionaron los comportamientos graficos con la velocidad (ver Extracto 85 y
Extracto 86).

Extracto 85 RM-M3-E1 Descripcion de la velocidad de Valentina

- - o oa x
f f

// vilaciclaol Hiene VAV lds  wvariagiongs
LA g A A O 3 S

Extracto 86 RM-M3-E3 Comportamiento de la velocidad de Valentina

El andlisis de los tres momentos, permitié identificar la construccion de los significados,
procedimientos, procesos-objetos y argumentacion de los estudiantes para la situacion RM,
sintetizados en el Cuadro 3.
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Construcciones Situacion: Representando el Movimiento

Significados La velocidad varia al pasar de una posiciébn a otra. La variaciéon de la
variacion tiene relacion con la aceleracion.

Identificar los elementos que son constantes (distancia y tiempo total de
recorrido) y los que pueden variar (velocidad, rapidéz, distancia para tiempo
en reposo).

Realizar esbozo y descripcion de grafica de posicion respecto del tiempo.

Efectuar simulacion del recorrido y recopilar datos empleando el sensor de
movimiento y calculadoras gréficas.

Procedimientos | Completar la tabla de valores.

Construir la grafica de la tabla para los datos recopilados.
Analizar el tipo de grafica y relacionarla con otro tipo de graficas.
Relacionar los trayectos de la grafica con cambios en la velocidad.
Identificar comportamientos graficos por trayectos.

Estimar la velocidad en diferentes trayectos.

Comparar gréaficas con sus pares (otros equipos) e identificar semejanzas y
diferencias.

Comparar numérica y graficamente el cambio de velocidad en intervalos,
empleando la simulacion en software.

Predecir y esbozar el comportamiento de la velocidad en los diferentes
trayectos.

Proceso-objeto | Asociacion de comportamiento grafico con cierto tipo de velocidad y
aceleracion en una posicion dada. (Curva-Posicion-Velocidad-Aceleracion).

La velocidad es variable por trayectos.
La velocidad constante produce trazos rectos.

Argumentacion | Si no hay movimiento se producen trazos rectos horizontales (no hay
velocidad)

La velocidad es mas lenta en las partes mas altas de la grafica, cuando se
produce un cambio de movimiento.

La velocidad es variable al momento de cambiar de trayecto.

Cuadro 3. Argumentacion para la situacion: Representando el Movimiento

Al igual que en las situaciones anteriores, se identificaron los elementos constitutivos del
PyLV, utilizando lo reportado en algunas evidencias de los equipos y los extractos del analisis.
Los equipos recurren nuevamente a la estrategia de Comparacion, ya que analizan las
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diferencias de velocidad en intervalos de tiempo iguales. En el experimento emerge el estudio
de la variacion cuando los equipos usan codigos variacionales en los cuales relacionan la
velocidad y la rapidez con comportamientos graficos. Estos se presentan en expresiones como
por ejemplo: “comienza lento y con el paso del tiempo fue aumentando la velocidad”,

“...recio, fast, recio...”, “mas quedito”, “...;jrapido!!... regrésate... quieto”, “...avanzo a
I

una velocidad, hago una pausa y me vengo con la misma velocidad”, “...mas al pasito”, “que

se venga recio y aqui ya mas quedito”, “es el cambio de la velocidad”. Ademas con

movimientos de su cuerpo; por ejemplos cuando el estudiante mueve la mano izquierda hacia
su cuerpo, indicando al compafiero en movimiento que se acerque. La articulacion de estos
codigos se refleja en el argumento variacional de respuesta, que consiste en que: para
reproducir trazos rectos de la grafica la velocidad debe ser igual (constante), mientras que para
lograr trazos con curva la velocidad debe ser variable (ver Tabla 8).

Pagina 123



Capitulo 1V. Analisis de Datos

SITUACION: REPRESENTANDO EL MOVIMIENTO

Uso de la grafica (Usogy): Grdficas a partir de la simulacion de un fenémeno fisico empleando tecnologia

Funcionamiento de la grafica (f gy ): Analizar diferentes érdenes de variacion

Forma del uso (Fgp): Relacionar graficas con la velocidad

CONSTRUCCIONES ESTRATEGIAS ARGUMENTOS
VARIACIONALES VARIACIONALES
La velocidad varia al pasar de una posicion a otra. Comparacion
Variacion SIGNIFICADOS La variacion de la variacion tiene relacion con la Extracto 68 La velocidad que se
aceleracion. (grdfica) requiere para
\ / Obtener graficas por medio de: Extrac’to reproducir el
Multiples * Captura de datos con sensores de movimiento 70(grdfica) movimiento es
Realizaciones y calculadoras. Extracto 76 variable al cambiar
* Distribucion de puntos. ](ngr ; JZ gtao) 7 el tipo de trayecto.
______________________________________________________ * Simulaciénconsoftware. | (grifica) Al mantener una
* Identificar los elementos que son constantes Extracto 79 velocidad constante
(distancia y tiempo total de recorrido) y los que (numérica) 2 producen
pueden variar (velocidad, rapidéz, distancia Extracto 82 trayectos rectos. Y
Identificacion | PROCEDIMIENTOS para tiempo en reposo). (numérica) cuando la velocidad
de Patrones * Analizar el tipo de grafica y relacionarla con Extracto 85 cs hnulla el tlrayecto
otro tipos de graficas.Relacionar los trayectos ](ngr ;JZ gtao) 36 es OI’lZOl’lt:’:l.
de la grafica con cambios en la velocidad. (@réfica) La  velocidad  es
* Identificar comportamientos graficos Py mas lent’a en las
- Prediccion partes mas altas de
comparando trayectos y lo relacionan con la L ,
. ' la grafica, cuando
__________________________________________________________ velocidad. (grdfica) d
Simulaciéon del movimiento hasta obtener una Extracto 59 s¢ b'p roduce 1(11n
Realizacion de representacion grafica acorde a las condiciones (grdfica) camo1o ¢ ©
Ajustes (tiempo/distancia). Extracto 61 mov1m1i:n o
Comparar numérica y graficamente el cambio de (grdfica) La. velocidad es
velocidad en intervalos, empleando la simjulacion Extra o3 variable cuando se
(grdfica) cambia de
en software.
— : - : Extracto 83 trayectos, entre
Desarrollo del PROCESOS- Asociacion de comportamiento grafico con cierto (grdfica) rectos v CUIvOS
Razonamiento OBJETOS tipo de velocidad y aceleracion en una posicion Extracto 84 Y '
dada. (Curva-Posicion-Velocidad-Aceleracion). (grdfica)

Tabla 8 Andlisis de Representando el Movimiento
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IV.3.4.Resultados de Actividad de Cierre

La actividad de cierre como ya se habia mencionado en el capitulo anterior, contempla los tres
problemas del diagnostico trabajado por Dolores (2000) pero redisefiados en Geogebra.
Primero contestaron en parejas (dos parejas por cada equipo, excepto en el E2, que contaba
con 6 integrantes) los reactivos en impreso, enseguida abrieron cada archivo y volvieron a
contestar s6lo que ahora simularon cada problema en el software Geogebra.

Para el andlisis se identifico cada situacién planteada por Dolores (2000) como AC1, AC2
(con un reactivo mas que el disefio original) y AC3, obteniendo un total de 11 preguntas de
opcion multiple (escribiendo el nimero de pregunta al inicio). Las preguntas que se refieren a
funciones y la nocion de velocidad media son: 1AC2, 1AC3, 2AC3 y 3AC3; mientras que
todas las preguntas de la primera actividad, 2AC2, 3AC2, 4AC2 y 4AC3 se refieren al
concepto de derivada. Siete parejas contestaron correctamente las preguntas 1AC2 y 3AC3,
mientras que todas las parejas determinaron correctamente la distancia aproximada por la
formula d(t) = 5t2, de un cuerpo en el primer segundo y el cambio que recorre (de distancia)
el mismo entre el primer y segundo segundos (1AC3 y 2AC3). Sin embargo, para las
preguntas 2AC1 y 3AC1 donde la derivada se considera como un limite, las respuestas no
fueron tan favorables. Pues cuando se les cuestiona sobre el cociente 2 cuando Ax — 0 so6lo

tres parejas contestan que tiene por limite un nimero, y una contesta que se aproxima a un
nimero; otras cuatro contestan que se anula, y sélo una responde que es un nimero
infinitamente pequefio. Para la pregunta 3ACI el 55.6% contestaron correctamente que la
derivada en cualquier punto se obtiene si en el cociente % se tiene que Ax = 0 (dos parejas), o

bien Ax es un nimero infinitamente pequeno (tres parejas). Dos parejas mas contestaron que
esto debe ocurrir cuando Ax = 0, y otras dos que ninguna de las anteriores era la respuesta.
Respecto a la interpretacion geométrica de la derivada, para la pregunta 1AC1 so6lo una pareja
contestd que la derivada ocurre en el punto P (correcta), mientras que cinco de ellas
consideran que ocurre en los puntos P y Q. Dos parejas contestaron que la derivada en x = 2
tiene un valor de -1 (2AC2), mientras que las siete restantes consideran que tienen un valor de
2. Similarmente, las preguntas 3AC2 y 4AC2 tuvieron el mismo porcentaje de respuestas
correctas (55.6%). Solamente una pareja determind correctamente el valor de la velocidad de
un cuerpo en caida libre en el ler segundo, con distancia descrita por una la férmula (4AC3),
en contraparte ocho parejas respondieron que la velocidad era 5 m/s.

Después de ejecutar la simulacion de cada actividad en Geogebra, los equipos pudieron
contrastar sus respuestas con lo que podian visualizar en el software. Por desgracia las
actividades AC2 y AC3 que involucran casillas de entrada no graban los datos ingresados al
cerrar el archivo, por lo que se optd por imprimir la pantalla de cada actividad de una pareja
(primer pareja del E3). Enseguida se muestra el comparativo de los resultados entre lo que
registraron en papel (derecha) y lo que registraron en el archivo de Geogebra (izquierda).
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Se puede notar que en la ACI reconsideran la respuesta de la primera pregunta, pues la
simulacion les permiti6 visualizar que el punto en que ocurre la derivada es precisamente en P,
que es fijo, mientras que Q se desplaza sobre la curva (punto dindmico), ademds pueden
observar el cambio del cociente incremental y el desplazamiento de la recta secante. Sin
embargo, no logran deducir la respuesta correcta para la segunda pregunta, considerando
nuevamente que el cociente incremental se anula cuando Ax tiende a cero. De manera similar
en la actividad AC2 reconsideran su respuesta para el valor de la derivada en x = 5 eligiendo
correctamente el cociente 2, pero no logran deducir que el valor de la derivada en x = 2 no
corresponde con el del inciso d), olvidando que la pendiente de la recta tangente en ese punto
es negativa y por consiguiente su derivada. Para la tercera actividad s6lo se muestra el
resultado de la simulacion, ya que los resultados en las primeras tres preguntas fueron
exactamente los mismos (y ademas correctos), y s6lo tuvieron que analizar mas a detalle el

comportamiento del cociente de la pregunta 3 (y el acercamiento grafico entre los puntos) para
corregir su respuesta inicial de 5 m/s.
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valores

Algunas observaciones que hicieron los equipos respecto a la AC1 después de contestar a
papel y trabajar el archivo en Geogebra:
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CAPITULOVV.
CONCLUSIONES

En este capitulo describimos las
conclusiones derivadas del analisis de los
datos que se presentaron en el capitulo IV.
Destacamos el uso que los estudiantes dan
a la grafica mediante su funcionamiento y
su forma; y las estrategias variacionales que
emplearon en el desarrollo de las
situaciones.  Se  presentan  algunas
proyecciones del trabajo y reflexiones
personales.




Capitulo V. Conclusiones

En las tres situaciones experimentales se pusieron en juego ideas bésicas que subyacen en el
concepto de derivada: el cambio y la variacion. Estas ideas fueron la base de los argumentos
que los estudiantes construyeron a lo largo de las situaciones. La idea central en cada
experimento fue la cuantificacion de la variacion por medio de las diferencias tanto en el
contexto numérico (tabular) como con el auxilio de la grafica. Las diferencias entre dos
estados consecutivos fueron el elemento clave que los estudiantes emplearon para cuantificar
la variacién. En lo sucesivo presentamos conclusiones de cada situacion, asi como algunas
consideraciones generales (fortalezas y debilidades de la propuesta de trabajo). Reflexionamos
como docente de grupo e investigador.

V.1. Para la Situacion: Area Extrema

El empleo del Geoplano como recurso didactico contribuyd de manera positiva en el
desarrollo de la situacion experimental Area Extrema, pues en él los estudiantes, después de
explorar, lograron construir directamente los rectangulos con las dimensiones adecuadas, al
mismo tiempo que descartaban otras. En la construccion, los equipos se dieron cuenta de que
no importaba el lugar o posiciébn en que construyeran los rectangulos, siempre y cuando
cumpliera con los requisitos de la situacion, para ello retomaron algunos de sus conocimientos
sobre las propiedades de los rectdngulos, como paralelismo de lados opuestos y angulos
rectos. Ademas esta construccion les permitio realizar conjeturas iniciales, notar regularidades
y patrones de comportamiento. Hasta cierto punto diferenciaron los rectdngulos, entre los que
les servian y los que no. La realizacion de ajustes se intensificd en el M2 al hacer el registro
tabular y la grafica correspondiente. Cabe hacer notar que en general los cuatro equipos
consideraron, de inicio, que el cuadrado no cumplia con las condiciones de la situacion;
corrigieron y eventualmente se percataron de que es precisamente cuando el ancho y el largo
son iguales, esto produce el area maxima (ver Extracto 9, Extracto 10, Extracto 11 y Extracto
12). El Cuadro 1 sintetiza las argumentaciones que los participantes elaboraron de la derivada
a través de un uso de las graficas para la situacion Area Extrema. Estos argumentos articulados
con los elementos del PyLV y el binomio M-G ayudaron a identificar el uso de la grdfica en
su funcionamiento 'y forma (ver Tabla 6). El uso que se le dio por los equipos a la grafica fue
como una Distribucion de puntos (Uso,g), coincidiendo con el reportado por Cordero, Cen y
Suérez (2010), pero el rol que jugo la grafica en esta situacion, f,g, estuvo en correspondencia
con el area caracterizada por las dimensiones de rectangulos, es decir, con perimetro fijo. Para
lo cual tuvieron que construir rectdngulos con ancho y largo apropiados (F,p).

Este problema de maximizacion no fue abordado como normalmente se hace en un curso de
calculo diferencial, es decir, como una aplicacion de la derivada en la que se siguen
instrucciones generales (ver Granville, 1980, p. 71), sino desde la perspectiva del binomio
modelacion graficacion, en donde el uso de la grafica cobra mucha importancia. Las
argumentaciones que generaron los estudiantes fueron en gran medida debido al uso que
hicieron de las graficas, y en esta situacion en particular el “maximo” es un punto de la grafica
donde se alcanza la méxima area posible, en lugar de ser un punto donde f'(x) = 0.
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V.2. Para la Situacion: Agua Fria

En la situacion Agua Fria el empleo de sensores de temperatura y calculadoras graficadoras
contribuyd de manera positiva en la realizacion y reproduccion de la misma, pues con su uso
los estudiantes, lograron capturar datos tantas veces como consideraron necesario. Los
estudiantes pudieron observar el comportamiento de la temperatura en las graficas de la
calculadora. Se opt6 por transferir los datos a Geogebra, con el objetivo de tener una vision
mas amplia tanto por el tamafio de la pantalla como por la realizacion del M3 en este software.
Durante la captura de datos los cuatro equipos comprendieron el funcionamiento de los
sensores de temperatura y consensaron los ajustes para lograr una reproduccion del fendémeno
lo mas aproximada posible. Esto les permitid contrastar sus conjeturas iniciales, notar
regularidades, visualizar comportamientos simultdneos de temperaturas e identificar patrones
de comportamiento grafico. Lo anterior repercutié positivamente pues en el M2, el registro
tabular y el grafico correspondiente se puede apreciar en los resultados de sus producciones
(ver Extracto 31). Sin embargo, no todo fue como se esperaba, pues como en todo
experimento, los artefactos pueden proporcionar datos erroneos o con interferencia, como el
caso del E3 al duplicar la cantidad de agua fria (ver Extracto 96), causas posibles: ubicacion
de los sensores, captura a destiempo, pérdida de configuracion de la calculadora, etc. Se puede
observar un comportamiento irregular, es decir, no es decreciente en todo el intervalo de
captura, y mucho menos presenta una tendencia que obedezca a alguna regla especifica.
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Extracto 96 AF-M2-E3 Interferencia en la captura de datos

El Cuadro 2 resume las argumentaciones que los participantes elaboraron de la derivada a
través de un uso de las gréficas para la situacion Agua Fria. Como ya habiamos mencionado,
la articulacion de esas argumentaciones con los elementos del PyLV y la M-G ayudaron a
caracterizar un uso de la grafica con su respectivo funcionamiento y forma (ver Tabla 7). La
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grafica fue usada para analizar comportamientos locales y la tendencia de la temperatura
conforme transcurre el tiempo (Uso,r), en este caso coincidimos con el tercer uso de la
grafica identificado por Zaldivar (2014). El funcionamiento (f,r) que le dieron los equipos a
la grafica en esta situacion fue el de herramienta para anticipar el comportamiento de las
temperaturas del agua fria y caliente que estan en contacto directo, pero sin mezclarse. Para
ello, mas alld de capturar datos y reproducir el experimento, tuvieron que identificar y analizar
cambios locales en la temperatura (F,r).

Se destaca que, en el experimento donde la cantidad de agua fria duplica a la cantidad de agua
caliente, el nivel de la primera aumenta y por lo tanto “rodea” mas agua caliente, por lo que
habria mas “contacto” entre los tipos de agua, lo que en fisica se llama transferencia de
energia. Y a diferencia de cuando se experimenta con la misma cantidad, el decaimiento
exponencial es mds notorio en el segundo caso (proporciones 2:1) y para el estudiante es mas
intuitivo el comportamiento de los cambios. Mas atn, la visualizacion de ambas graficas (agua
caliente y agua fria), permite afirmar que la dependencia de la temperatura con el tiempo
durante el enfriamiento es no lineal.

Por otra parte este fendmeno ha sido estudiado en varias investigaciones de la matematica
educativa, aunque no con el mismo enfoque, por ello no podemos comparar resultados
directamente y no es la intencién de esta investigacion. Entre los trabajos que abordan este
fendomeno de enfriamiento desde al Socioepistemologia podemos mencionar a Cérdoba (2011)
y Arrieta y Canul (2004). Ellos modelan la situacion con un solo liquido enfridndose a
temperatura ambiente, propician la emergencia de lo exponencial, complementando con un
tratamiento algebraico y en los mejores casos deducen la ecuacion diferencial. Desde la
perspectiva planteada en nuestro proyecto el trabajo no pretendié llegar hasta ese punto
(expresion algebraica), mas bien, los equipos formularon sus conjeturas e hipotesis de manera
correcta sobre el comportamiento de la temperatura tanto del agua caliente como del agua fria,
prediciendo un comportamiento a largo plazo (equilibrio térmico), y como no era nuestro
interés obtener la ecuacion sino el comportamiento, de ahi que no se les solicitd a los
estudiantes una deduccion analitica del fenomeno. Es decir, nuestro objetivo no fue obtener
una ecuacion o féormula (enfriamiento y calentamiento) y mucho menos constatar que sus
soluciones matematicas concordaran con los resultados experimentales, es decir nuestra
centracion no es el objeto matematico.

V.3. Para la Situacion: Representando el Movimiento

El experimento Representando el Movimiento también involucrd el empleo de sensores y
calculadoras graficadoras. Al igual que en la situacion AF estos recursos contribuyeron de
manera positiva en la realizacion de la situacion. La familiarizacion con el uso de la tecnologia
en las actividades previas, contribuyd para que los estudiantes lograran reproducir el
movimiento tantas veces como consideraron necesario, y hasta obtener un ajuste de acuerdo a
las condiciones tiempo y distancia. La tecnologia facilitd al estudiante la visualizacién del
comportamiento grafico de su produccion al instante. El disefio en Geogebra presenta la
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primera solucion de referencia posible para la situacion (Torres, 2004) con el objetivo de tener
una vision mas amplia en la realizacion del M3. Cabe hacer notar que en la simulacion
reportada por los cuatro equipos solamente se registra la produccion para la segunda solucion
de referencia de Torres (2004), es decir, cuando Valentina se dirige del salon de la clase de
musica directamente a la biblioteca y de regreso se encuentra con su amado Juan. La captura
de datos se agiliz6 debido a los ensayos hechos en las actividades previas y los cuatro equipos
manipularon los sensores de movimiento y las calculadoras con mas soltura, los consensos y
los ajustes fueron continuos hasta lograr una reproduccion muy aproximada a lo vivido por
Valentina. Lograron contrastar sus conjeturas iniciales, notando mucha similitud con lo
simulado, registrando sus datos (M2) la tabla y produciendo el grafico correspondiente (ver
Extracto 62 y Extracto 63). Al momento de simular notaron que al salirse del trayecto se
registraban datos erréneos, que se visualizaban como picos en la grafica producida por la
calculadora. Otras posibles causas de ello eran: ubicacion inadecuada del sensor de
movimiento, pérdida de configuracion de la calculadora, interferencia de algun compaiiero,
etc. El Cuadro 3 concentra las argumentaciones que los participantes elaboraron de la derivada
a través de un uso de las graficas para la situacion Representando el Movimiento; los
elementos del PyLV y la articulacion con los elementos del binomio M-G ayudaron a
identificar un uso de la grafica y sus respectivos funcionamiento y forma (ver Tabla 8). La
grafica se uso a partir de la simulacion del movimiento de una persona empleando tecnologia,
genéricamente seria de un fenémeno fisico (Usogy), en este caso coincidimos con el tercer
uso de la grafica registrado en Torres (2004). La grafica funcion6 como un medio para
analizar diferentes ordenes de variacion (fgp,), mientras que la forma en que los equipos lo
realizaron fue estableciendo relaciones entre los diferentes trozos de la grafica y el
movimiento requerido para reproducirlo, variacion de la velocidad (Fgy,).

Esta situacion ha sido muy socorrida, pues se ha puesto en practica en diversas
investigaciones, talleres de congresos y programas de formacion de profesores (Suérez, 2014).
Las variantes pueden ser muchas, inclusive, aunque esta actividad se tomo del cuaderno de
experimentos de Suérez (2014), se redisefid y complementd con la simulacion en Geogebra
M3. Lo caracteristico de esta actividad es que motivé a los estudiantes a reproducir el
movimiento variando la velocidad, tratando de reproducir trazos rectos y curvos (rectas y
parabolas), pues entre los integrantes de cada equipo se cuestionaba cémo se deberian mover
para obtener las formas de la grafica, identificando en la misma y con ayuda de la simulacion
en software cuando la velocidad es positiva (ida), negativa (regreso) o nula (se detiene). A su
vez los cambios de velocidad para producir los trazos curvos en los puntos inicial, final y
extremos. En conclusion los equipos lograron identificar intervalos de cambio de velocidad y
coordinando tiempos y distancias; la tecnologia permitid que los estudiantes tuvieran una
vision local y global de la grafica, y sus producciones fueron nutridas cualitativa y
cuantitativamente; resignificando asi, la nocion de derivada como la variacion relacionada con
el cambio de posicion y cambios de rapidez en el movimiento de las personas frente al
dispositivo tecnologico.
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V.4. Generalidades

El escenario de laboratorio sustentado en situaciones, fue un espacio en la clase de célculo
diferencial en donde los estudiantes tuvieron la libertad de expresar lo que pensaban, de
reflexionar, conjeturar, emplear la intuicién, explorar, de ofrecer alternativas de solucidn,
experimentar las situaciones, discutir, refutar y consensar en equipo para establecer sus
argumentos. En este escenario de trabajo, los equipos pusieron en juego sus conocimientos
previos, construyeron sus propios datos, vivieron la situaciéon de manera muy diferente a una
clase tradicional; construyeron conocimiento al usar gréficas, el cambio y la variacion e
identificaron comportamientos en los fendmenos de equilibrio térmico, area maxima y
movimiento.

Con las multiples realizaciones que efectuaron los estudiantes se tratd de ampliar el abanico de
formas graficas que manejaban y por tanto la visualizacion se vio favorecida, sobre todo con el
trabajo simultdneo de varias formas de representacion (numérica y grafica), el analisis de las
graficas producidas en las situaciones, asi como con el empleo del software de geometria.

Los elementos del binomio M-G en coordinacion con las construcciones de la
Socioepistemologia del Calculo y los elementos del PyLV coadyuvaron a la estructuracion de
los argumentos variacionales de los estudiantes (ver Tabla 6, Tabla 7 y Tabla 8).

El PyLV desarrollado por los estudiantes en estas situaciones, se evidencia en el andlisis de
sus didlogos y los argumentos. Las graficas fueron herramientas que les ayudaron a reconocer
y estudiar los elementos constantes y variables de ciertas familias de graficos, variaciones
referidas a elementos que a su vez varian (varia el perimetro por consiguiente el area de los
rectangulos, varia la cantidad de agua fria en consecuencia la temperatura del agua caliente
presenta una variacion; conforme se aleja y desea reproducir un movimiento debe variar la
velocidad). Los equipos comunicaron oral y gestualmente sus conjeturas y argumentos. En
este sentido podemos afirmar que se favorecié el desarrollo de su Pensamiento Variacional en
el escenario de laboratorio, robusteciendo su estructura conceptual donde la matematica
utilizada, adquiri6 un estatus mas funcional. Durante el desarrollo de las situaciones emergiod
el uso de las estrategias variacionales de comparacion y prediccion.

Cabe senalar que durante la aproximacion del drea maxima en la situacion AE (Extracto 9 y
Extracto 20) se presenta una postura similar al método trabajado por Fermat (Cantoral y
Farfan, 2004) para hallar méximos y minimos, que involucra aspectos infinitesimales del
calculo, al aproximarse por la derecha e izquierda.

Las tres situaciones experimentales desarrolladas en este proyecto permiten resignificar la
derivada a través del uso de las graficas, rompiendo con el tratamiento estatico, algoritmico y
con significados parciales producidos al trabajar con el limite, prevalecientes en el dME.
Enfatizamos el uso del cambio y la variacion para construir argumentaciones de la derivada
opacas en la ensefianza tradicional.
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En la Tabla 9 se presentan los elementos esenciales construidos en la investigacion por los

estudiantes.

Situacion

Area Extrema

Representando
el Movimiento

Argumentacion de
la derivada

Uso de la grafica Estrategias
(Resignificacion) Variacionales

La grafica estd | La derivada en el | Comparacion  de
funcionando como la | punto méaximo de | dos areas
ubicaciéon de puntos, en |una  funciébn es | consecutivas.
crlonde la variacién del remgmﬁcadg COMO | po i idn de Areas
ar.ea ?especto de las | comportamiento en desconocidas al
d1m?n510nes de lf)s un, punto de la cambiar el valor
rectangulos permite | grafica donde se del perimetro.
aproximar el valor | alcanza el  érea
maximo sobre la misma. | maxima.
La grafica esta | La  derivada  se | Comparacion  de
funcionando como un | resignifica como el | temperatura de un
medio de andlisis de la | cambio de estado en | liquido en dos
temperatura de un liquido. | la temperatura a lo | tiempos
El comportamiento | largo del tiempo y | consecutivos.
graﬁc?o permite ant1C}par e | como . un | oo icidn del
identificar el cambio de co.mp’o‘rtamlento fiempo en que
temperatura en un | asintoticamente ocurre el equilibrio
momento dado y de | estable. térmico.
manera global
(tendencia).
La grafica esta | La  derivada  se | Comparacion
funcionando como un | resignifica como el | numérica y grafica
medio de andlisis de la | reconocimiento de la | de dos posiciones
simulacion del | variacion entre dos | su velocidad.
movimiento de  una posmgnes en el Prediccion del
perso?a, en Fi(?{lde el | recorrido de una comportamiento de
camb%o de posicion y la | persona que  se la velocidad
velocidad para  hacer | mueve de un punto a durante el trayecto.
dicho cambio definen | otro y regresa.
comportamientos
graficos.

Tabla 9 Resignificacion de la derivada mediante el uso de la grdfica
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Afirmamos que estos experimentos estan disefiados bajo la mirada de la linea del PyLV, pues
para su solucion los estudiantes usaron en todo momento estrategias variacionales. El tipo de
preguntas que se hicieron a lo largo de los momentos M2 y M3 en los disefios propicid
siempre que el estudio de la variacion fuera el eje central, desarrollandose alternativamente
entre los contextos grafico, numérico y verbal. Especificamente, se pudieron identificar las
estrategias de comparacion y la prediccion en las tres situaciones. Por desgracia no se
presentan evidencias de uso de las estrategias de seriacion ni de estimacidon en las tres
situaciones. La primera no es utilizada porque, de acuerdo con los resultados presentados en el
andlisis, los equipos no lograron deducir una relacion funcional entre varios estados sucesivos,
tanto geométrica como numéricamente. Respecto de la segunda, no hay propuestas de
comportamientos globales a corto plazo en ninguna situacion. El empleo de las estrategias, no
de todas forzosamente, contribuye a la generaciéon de un pensamiento variacional. Estas, como
mencionan Caballero y Cantoral (2013), estdn apoyadas siempre en el uso de los
conocimientos matematicos que se pretenden resignificar, aun cuando este no es explicito para
los estudiantes, pero jugando un papel medular en todo el disefio. Ademds, como afirma
Caballero (2012), son las practicas propias de la variacion las que dotan de significado a los
conceptos matematicos y los procesos que se asocian ellos, en nuestro caso el cambio, la
variacion y por ende la derivada.

El hecho de que los equipos reconocieran aspectos constantes y variables en sus analisis, les
permitid significar aspectos graficos de las funciones, no explicitas, mediante la variacion.
Con este acercamiento intuitivo a la derivada se rompe con la forma tradicional del dME, lo
que permite resignificar este concepto, lo enriquece, estudidndolo como la evolucion de un
proceso de cambio.

Los disefios experimentales y las simulaciones en Geogebra se centraron en los procesos de
cambio, enfatizando en las preguntas del M2 y M3, la identificacion de aquello que cambia,
cuantificarlo y analizar como varian los cambios. Y como afirma Cantoral (2013a) el
conocimiento matematico, para constituirse en saber, exige de su uso. Precisamente eso es lo
que hemos propiciado en estas situaciones experimentales. Pues el estudiante desarrolla en las
situaciones la M-G que de acuerdo a Suarez (2014), se resignifica la variacion.
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SITUACION DE
VARIACION

SC
PyLV M-G
Variacion

Tecnologia

Figura 30 Ciclo de trabajo en las situaciones de laboratorio

Con este tipo de actividades los estudiantes conjeturaron, exploraron, discutieron,
reflexionaron y consensaron, partiendo de la situacion concreta y sus condiciones (M1), para
después simular tantas veces como fuera necesario empleando tecnologia (M2); y finalmente,
regresar a la situacion original y contrastar sus resultados (M3). Este ciclo en que
involucramos a los equipos (ver Figura 30) permitid6 que los estudiantes incorporaran
significados generados por ellos mismos; hicieron construcciones cualitativas y cuantitativas
de la optimizacion de areas, del equilibrio térmico y de la velocidad durante un recorrido. Pero
lo caracteristico fue que en todas se parti6 de las representaciones numérica y grafica.

Por otra parte, el uso de Geogebra generd gran interés en los estudiantes al desarrollar el
trabajo del momento M3 de cada situacion y de la actividad AC. Las simulaciones permitieron
que el estudiante concibiera procesos dindmicos como para el cambio y la variacion,
favoreciendo la visualizacion de los mismos y de la derivada. Ademas permitié que los
estudiantes desarrollaran y comprendieran de una manera versatil variantes de cada situacion,
al modificar el area, comparar la temperatura y visualizar el movimiento de una persona.
Agiliz6 las multiples realizaciones y los ajustes, permitiendo que los equipos se centraran en el
analisis de la situacion. La manipulacion del software gener6 un interés creciente en el trabajo
y los motivd a seguir explorando, tanto sus ventajas como sus desventajas. Por ello
coincidimos en que el punto no sdlo estd en explotar la potencialidad de la tecnologia escolar,
sino integrarla al conocimiento del estudiante mediante el uso de la grafica (Bricefio, 2013).

Las situaciones trabajadas en este proyecto generaron interés en los estudiantes por el hecho
de que se atendieron problemas que fueron mas cercanos a la realidad de los mismos, en el
sentido de que es diferente presentarles el problema verbal y que lo resuelvan a lapiz y papel
como tradicionalmente se hace; a experimentarlo, reconstruirlo, a “vivirlo” y enfrentar las
condiciones y variantes tal y como lo hace un cientifico. La experiencia los llevé a identificar
ventajas y desventajas en el momento de la experimentacion de estos fendmenos de cambio,
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los incité a usar graficas de las funciones que ahi intervinieron (sin conocer su expresion
algebraica), a establecer relaciones entre esas graficas y la situaciones de cambio, y a
considerar al cambio y la variacién como principal herramienta.

En todas las situaciones experimentales el objetivo no fue llegar a la solucion analitica, pero si
orientar a los estudiantes para que lograran identificar aspectos locales y globales de las
graficas, asi como cuantificar en mayor o menor medida. La forma de la grafica les
proporcion6 informacion del comportamiento global de la situacién, mientras que la
comparacion de valores especificos les ayudd a entender el comportamiento en cierto sentido
mas local (por intervalos). El uso de las graficas en estas situaciones de modelacion propicio el
estudio del cambio y la variacion, y a su vez la resignificacion de la derivada. Por consiguiente
el desarrollo de su pensamiento y lenguaje variacional.

La graficaciéon como una herramienta de andlisis proporciond informaciéon visual sobre al
menos dos 6rdenes de variacion. Incitd a que los estudiantes dieran varios usos a la grafica
mediante constantes debates entre funcionamientos y formas.

Durante el desarrollo de la investigacion en ningin momento nuestro objetivo fue llegar a que
el estudiante lograra la obtencion de una formula o expresion algebraica que modelara el
fendémeno; aunque las expresiones analiticas de cada situacion se pueden describir mediante
parédbolas, exponenciales y funciones a trozos respectivamente.

V.5. Algunas Limitantes

Considero que el tiempo para la puesta en escena de las situaciones experimentales puede
llegar a ser una limitante, en mi caso no fue asi, porque al ser el maestro de grupo tuve la
oportunidad de programar y solicitar algunas sesiones a compaiieros maestros. Hago mencion
a esto porque, en promedio, el desarrollo de una situaciéon durd dos horas, un poco mas o un
poco menos. Y sabemos que los tiempos en clase estdn delimitados por un horario y la
continuidad de clases de otras materias, sin embargo, es factible su implementacion solo es
cuestion de programar y buscar esos espacios.

El acceso a la tecnologia puede modificar la forma de implementacion, pues por ejemplo para
la situacion AF si no se cuenta con sensores y calculadoras el tiempo de captura de
temperaturas se puede prolongar bastante. Mdas altn este tipo de dispositivos aunque
actualmente son mas accesibles para el profesor, en las instituciones del nivel medio superior
del estado no es muy comun encontrarlas, quizas porque no le ven la utilidad o no se tiene
capacitado al profesor en su uso. Algo semejante se podria mencionar para la situacion RM.
En el mismo orden de ideas, para el disefio de actividades en el software Geogebra se requiere
al menos un manejo basico del mismo (capacitacion del profesor o investigacion por
iniciativa) y que los estudiantes conozcan el ambiente de trabajo del mismo y manipulen
algunos comandos. Pues si bien es cierto que el empleo de software facilita el desarrollo de
calculos y la graficacion de funciones, entre muchas otras cosas, el manejo de éste en las
situaciones no debe caer en un mera reproduccion de lo que hacemos en una clase tradicional,
es en a intencionalidad en donde radica la importancia de su empleo.
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Mas que limitantes, como las mencionadas en los parrafos anteriores, estas observaciones
podrian ser parte de un proyecto en donde se potencialice el uso de tecnologias con fines
didacticos. Mi apuesta es que el escenario de laboratorio puede ser uno de ellos. Coincido con
Méndez (2013) en que: los instrumentos tecnoldgicos y la experimentacion, son elementos que
van de la mano, cuando de modelacion se trata.

V.6. Proyecciones de Trabajo

Las situaciones experimentales y las simulaciones en Geogebra son perfectibles, no se pueden
ni deben considerar acabadas. Particularmente para la situacion AE una proyeccion seria poder
utilizar los valores de la tabla (incrementando su cantidad) considerando todas las diferencias
consecutivas con un incremento fijo como lo trabajado por Cantoral, Molina y Sénchez
(2005), ya sea con el registro en papel o con el empleo del software Geogebra. Tratando de
relacionar lo tabular y lo grafico con la determinacion de la expresion algebraica.

Por otra parte, la situacion AF concierne al estudio de la Ley de Enfriamiento/Calentamiento
de Newton (Zill y Wright, 2015), tema que generalmente no se aborda en un curso de calculo
diferencial de bachillerato, pues su solucion involucra el tdpico de ecuaciones diferenciales.
Por lo tanto, una posible propuesta de trabajo seria complementar lo realizado agregando un
momento mas en la situacion, que contemple una perspectiva similar al estudio realizado por
Cordoba (2011) y Arrieta y Canul (2004). En donde la variacién de parametros se simule en
Geogebra o la curva que aproxime los valores sea construida en el mismo. Cabe hacer notar
que los resultados obtenidos por los equipos muestran un alto grado de precision en el ajuste
de los resultados con la ley mencionada, por ejemplo se hizo el ejercicio para el equipo El
(ver Anexo 8).

Respecto a la situacion RM una propuesta de mejora seria en cuanto al empleo de la
simulacion en Geogebra, en donde se pueda incluir las diferentes posibilidades del
movimiento de Valentina y se pueda controlar (variar) las distancias y tiempos del trayecto.

Para la actividad de cierre una proyeccion seria incorporar disefios similares en alguna
plataforma de trabajo en linea, de tal manera que el estudiante pueda reproducir la simulacion,
registrar sus respuestas y tener un acercamiento a la variacion sin necesidad de estar presente.

Por el redisefo logrado me aventuro a proponer una nueva hipotesis: podria resultar factible la
implementacion de las situaciones experimentales desde cursos iniciales de bachillerato o en
cursos previos al de calculo diferencial, con algunas variantes, y con ello desarrollar el
pensamiento y lenguaje variacional.

Otra proyeccion del trabajo seria disefiar actividades en donde especificamente se desarrolle el
uso de una Unica estrategia variacional especifica (una para cada estrategia), y complementar
esto con una quinta actividad en donde el estudiante tenga que elegir cuél(es) es (son) la(s)
mas adecuada(s).
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V.7. Reflexiones Personales

La idea inicial, y que motivd la realizacion de este proyecto, fue abrir un espacio en la clase de
matematicas en donde los alumnos experimentaran y expresaran lo que piensan sobre
situaciones concretas. Que vivieran la matematica de una manera diferente, rompiendo con esa
ensenanza tradicional en que estamos inmersos; y en la cual yo (maestro) ensefio y ellos
(alumnos) aprenden. A este escenario lo he denominado laboratorio y su puesta en marcha
requiere cambios en la forma de pensar y trabajar tanto de profesores como de alumnos. Desde
mi punto de vista personal, el profesor que recién ingresa a esta forma de trabajo se debe
exigir a si mismo, y de inicio, un trabajo arduo en investigacion, disefio e instrumentalizacion
inicial, pues una vez que se cuenta con situaciones “terminadas” el trabajo se centra en hacer
ajustes y redisefios acordes al contexto en que se trabaja. También requiere mucha paciencia y
persistencia por parte del profesor pues en cierto sentido su rol se ve modificado y la dindmica
de trabajo con el grupo es diferente a la que acostumbra trabajar.

En mi caso particular, como profesor de matematicas, para llevar a cabo este proyecto me vi
en la necesidad de modificar la forma de trabajo en el curso de célculo diferencial e integral
con el grupo bajo estudio, pues traté de establecer las condiciones para que al momento de la
puesta en escena el desarrollo de las situaciones fuera lo mas adecuado posible. Ahora bien,
como profesor del nivel medio superior tengo un cierto dominio del conocimiento matematico
que ensefio, pero parte del mismo pasod a un segundo término cuando enfrenté y redisefié las
situaciones propuestas en el proyecto. Ya que bajo la perspectiva de trabajo variacional los
objetos matematicos, aunque estan de fondo respaldando lo realizado, no son el centro de
atencion. Coincido con Artigue (1995) cuando afirma que las matematicas se deben percibir:

. como una actividad humana, histérica, cuya finalidad es la resoluciéon de problemas
que han surgido en el desarrollo interno o externo de la disciplina. Ya no se trata de
unas matematicas que estan ahi y que se tienen que descubrir, sino mas bien unas
matematicas que el matematico construye en funcion de sus necesidades (p. 105).

El trabajo con las situaciones experimentales exigi6 en primer lugar el analisis de la teoria que
respalda las mismas, pues ain cuando se tomaron de otra investigacion era necesario entender
el porqué de su estructura. Y en segundo lugar la investigacion de aspectos tedricos que
permitieran hacer un adecuado redisefio de las situaciones, como lo fue el caso de los
elementos del PyLV. La experimentacién personal de cada situacién me permitié ver las
variantes que podrian surgir, a decir verdad, me puse en el lugar del estudiante y con ello traté
de dejar lo mas claro posible cada una.

Durante la puesta en escena asumi un rol de investigador/observador, mas que de profesor que
imparte clases magistrales de forma tradicional. Reorientando el trabajo de los equipos cuando
se requeria, y aclarando dudas de tipo técnico (dudas en la redaccion, manejo de tecnologia y
software, etc.). Del trabajo realizado por los equipos bajo esta perspectiva variacional se
lograron identificar: conocimientos previos que pusieron en juego para formular conjeturas;
estrategias variacionales usadas y reportadas en la investigacion de Caballero y Cantoral
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(2013); y funcionamientos y formas del uso de las graficas que junto a los elementos del
binomio M-G se tradujeron en argumentaciones. Todo esto me permitié reflexionar sobre la
importancia del respaldo epistemoldgico de la situacion con la intencionalidad de desarrollar
en los estudiantes un PyL'V.

Durante la etapa de anélisis de resultados me percaté que debia ser muy meticuloso, pues a
diferencia de cuando se ensefia de manera tradicional, en donde sabes qué debe responder el
alumno y cémo evaluarlo, bajo esta perspectiva te debes “poner los lentes” que te permitan
identificar lo representativo para la investigacion. Por ejemplo, cuando se analiza un video se
pueden observar que durante la sesidon pasan muchas cosas, algunas relevantes y otras no, pero
cuando pareciera que no hay evidencias, es en esos momentos que debes reproducir una y otra
vez el video para identificar lo que necesitas. Considero que esto dependera de quien observa,
qué estd buscando y bajo que perspectiva teorica lo hace.

Finalmente, considero que como profesores por lo general estamos envueltos en una forma de
trabajo moldeada por el dME vigente. En ese sentido la profesionalizacion docente requiere de
situaciones experimentales que en mi opiniodn, trasciende las formas de ensefianza para
transmitir un conocimiento. La investigacion que realicé, me permitié tomar una postura de
esas situaciones y reconocer en ella el ejercicio de practicas sociales.
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Anexo 1. Resultados del Instrumento de Diagnostico

preguntas
Clave | Alumno | 1| 2| 3 | 4 [5.1(5.2|5.3|5.4|6.1|6.2| 7a) | 7b) | 7c) | 8a) | 8b) | 8c) | 8d) | 8e) | 8f)
3E1 | Josue clc|b|lc|b]J]d]JaJc|[d|[c| NC|] NC| NC| NC| NC| NC| NC [ NC [ NC
2E2 |Marco b|lb|b|d|[b|[d]|b|d|[b|a] NC|[ NC| NC|[ NC| NC|[ NC| NC [ NC | NC
2E1 |Vicente c: @l sc |er]sedl]2ad] e liadi]ie 0 20 -3 | neg | neg | pos | pos | pos | neg
1E3 |Ana c|d|bfd|d|afla|b|d|[c| NC| NC| NC | pos | neg | pos | neg | pos | pos
2E4 |Yahaira b:|d. | d |ic || a]ic.ld |.d.|] 30 10 [ 875 | neg | neg | neg | pos | pos | pos
3E4 |Jose d|lc|[d|b|ald]|]a|d|[d]|d| NC| NC | 345 | pos | pos | pos | neg | neg | pos
1E4 |Francisco c:lie|'d [ di]ia, | dV]| d:| b)) e 10 20 10 | neg | neg | pos | neg | neg | neg
1E1 |[Diana cié|de|a |liek @ | e a | b]idi] e 0 20 10 | pos | pos | neg | pos | pos | pos
4E3 |Alfredo c|lc|d|c|c|aflc|]a|]c|a]| 10 [10a30yelav{ pos | neg | neg | pos | pos | neg
4E4 |Guadalupe| d | c|d|b|d|a|a|la|d]|a]| 10 20 15 [ neg | neg | neg | neg | neg | neg
3E2 |Javier c|la|d|[b|]c|afld]|]a|d|[b]| NC| NC | NC | neg | pos | pos | pos | neg | neg
6E2 |Fabian clalJc|lc|lc|]al]c|[a|b]a]| NC|[ NC 30 | neg [ neg | neg [ NC | NC [ NC
1E2 [Magdalena| b | b |d| c|c|a|a|c|[d]| c]3.33|nose|nose| neg | neg | pos | neg | neg | neg
5E2 [Cesar c|b|d|[b|lc|b|lalc|c|]a]|] 33| 75| NC | pos | neg | pos | neg | neg | pos
2E3  |Miguel d|lc|b|la|d|a|d]|]a|d|c]|333| 30 | 725 | pos | neg | ngo | pos | neg | ngo
4E1 |Victor cla|b|d|[b]Ja|b|[c|a]c| NC| NC| NC | pos | neg | neg | neg | pos | neg
4E2 |Rogelio d|c|b|b|b|d|[fa|b|d|c]|333]| 75 5 pos | neg | NC [ pos | neg | NC
3E3 |Fabricio d|c|c|ic|wa|an:a]| €| d]b 10 30 15 | neg | pos | pos | neg | pos | pos
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Anexo 2. Instrumento de Diagndstico
CUESTIONARIO DE DIAGNOSTICO Preparatoria VI UAZ Trancoso Zacatecas

Nombre: Edad: Fecha:

INTRUCCIONES: Para las preguntas 1 a 6 selecciona la opcion que consideres es la correcta.

1. (;Qué es para usted una variable?

a) Esuna letra b) Son los valores que adquiere la variable
¢) Esuna letra que puede adquirir valores d) Es una letra de la cual no se sabe su valor
sucesivos
e) otro
2. (Cémo se representa una variable?
a) Mediante un numero b) Mediante un conjunto de ntimeros
¢) Mediante una letra d) Mediante una grafica en el plano
e) otra

3. (Como se miden los cambios?

a) Por medio de restas b) Por medio de intervalos
¢) Por medio de graficos d) Por medio de funciones
e) Por medio de sumas f) otra

4. (Cual es la estrategia basica para calcular la velocidad instantanea en #?
a) Solo por acercamientos numéricos sucesivos a

. , . A
b) Mediante el calculo del cociente A—i
ti

¢) Busqueda del limite de % cuando At =0 d) Busqueda del limite de % cuando At es

infinitamente pequefio

respecto del tiempo de un cuerpo en movimiento.

Pl e ) L R e e ———
P ]
s(ti)y——————"""-"HF - ——— . R
/ t; ti+ At t
5.1. ;En qué punto la férmula Bn}) S(Qﬁ# mide la velocidad instantinea?
a) enP b) enQ ¢c) enPyQ d) enR

5.2. Cuando At — 0, ;Qué pasa con %?

a) Seanula b) Se hace muy ¢) Esun d) Tiene por limite
grande infinitesimal un nimero
5.3. ¢Cual es la expresion de la pendiente de la secante PQ?
2) ng b) m = As ¢) ng d) m=At
5.4. (Cuadl es la expresion de la pendiente de la tangente en P?
2) ng b) m = As ) ng d) m=At

La siguiente imagen muestra el grafico de s(f) que representa la variacion de la distancia
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6.1 ;En dénde la curva crece con mayor rapidez?

a) x = 1 b)x =0 Anexos

6. La siguiente curva describg)lgf Vzarllaci()n de la varg?ﬁ(lez.\)jz en términos de x
6.2 Si se sabe que la curva obeq”emefégglyl;g 4
y = (x 41)3 + 1, ;en donde la,curva crece con
menor fapidez? -

L ¢) Entret=5y =8

s )x=1 d)x =2

7. La siguiente grafica muestra la aposicién de un automévil que transita en un sendero
rectilineo y horizontal (una carretera que no tiene subidas ni bajadas). Estime la
velocidad en los intervalos de tiempo indicados.

W —————————— — - - — = =

Posicion |
(Km) _ |

A —— —
O - - -
R

Tiempo t en horas

8. A continuacion se presenta la grafica de una cierta funciéon y en ella se marcan tres
puntos. Contesta las preguntas ubicadas a la izquierda de la grafica.
a) (Cual es el signo de la primera derivada en el punto A?

b) (Cual es el signo de la primera derivada en
el punto B?

¢) (Cuaél es el signo de la primera derivada en

el punto C? \
A
d) ;Cuél es el signo de la segunda derivada en

el punto A?

e) (Cudl es el signo de la segunda derivada en
el punto B?

f) (Cual es el signo de la segunda derivada en el punto C?

Sugerencia: Si es necesario que hagas un bosquejo de la derivada de la funcion, lo puedes
hacer.
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Anexo 3. Situacién: Area Extrema
AREA EXTREMA

¢;De qué se trata? Con esta actividad podemos explorar, entre otras cosas, como alguna de las
variables puede obtener un valor maximo.

;Como lo vamos a hacer? El geoplano es un recurso didactico —
para la introduccion de gran parte de los conceptos geométricos,
en esta ocasion lo utilizaremos para ver cuanto rectdngulos se
pueden construir con el mismo perimetro.

1cm

Materiales. 1 geoplano de 24X24 c¢m, 1 bicolor y 1 bolsa de ligas
de hule del niimero 18.

Integrantes del equipo.
1E1
2E1
3E1
4E1

Procedimiento

1. Empleando el geoplano y las ligas que se les han proporcionado contesten por favor las
siguientes preguntas:

a. ;Qué es lo que puede variar al construir rectangulos con perimetro fijo de 20
centimetros?

b. (Cuantos rectangulos que tengan 20 cm de perimetro pueden formar?
2. Con las ligas, formen algunos de los rectangulos en diferentes lugares del geoplano.

3. Ahora completen la siguiente tabla (ordenando de menor a mayor en la columna
Ancho) y formen los rectangulos en el geoplano empleando diferentes ligas.

Rectangulo | Ancho (cm) Largo (cm) Perimetro Area
20
20
20
20
20
20
20
20
20
20

Ol |IN]JOoO|Ln | |WIN |-

[EEY
o
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4. En la cuadricula que se anexa en la hoja 3 (A) grafiquen los datos que obtuvieron en la
tabla. Con color azul traza ancho-largo y con color rojo ancho-érea.

5. Contesten las siguientes preguntas (reflexionen en equipo, hagan sus anotaciones,
explicando lo mas detallado posible)
a. (Cuales son las dimensiones que dan el drea maxima?

€6 9

b. Para la grafica Ancho — Area (rojo) tracen una recta paralela al eje “x”, o sea,
de pendiente igual a cero, pero que corte a la grafica en s6lo un punto. ;Qué
punto es éste?

6. Realicen el mismo experimento para rectdngulos de perimetro igual a 30 cm y
encuentren su area maxima utilizando una recta de pendiente igual a cero. Registren
sus datos en la hoja 3 (B).

Rectangulo | Ancho (cm) | Largo (cm) | Perimetro Area

1 30

2 30

3 30

4 30

5 30

6 30

7 30

8 30

9 30

10 30

11 30

12 30

13 30

14 30

15 30

Ancho= Largo= Area

Maxima=
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A B
»
3

27 53
26 56
25 54
24 52
23 50
22 43
21 45
20 44
19 | i
40

18 a 33
17 r 36
16 34
15 € 3
14 0 3o
13 28
12 o 26
11 24
10 ) 22
2 i

r

3 -
6 € 14
12

5 10
4 8
3 6
2 4
1 2

1 2 3 456789 10 3 : vi 51011 12 1313 15 16
Ancho

Ancho

7. (Qué observan en la grafica cuando se cambia el perimetro de 20 cm a 30 cm?

8. (Qué es lo que le pasa a el area cuando el ancho pasa de 5 a 6 centimetros, tanto en el
caso Perimetro=20 cm como en el caso Perimetro =30 cm? (muéstrelo en el grafico y
explique enseguida)
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9. Abran el archivo AreaExtrema.ggb de Geogebra en su computadora y realicen lo

siguiente:

a.
b.

En la casilla Perimetro ingresen el valor 10.

Ubiquen el punto D del rectangulo que se forma y deslicenlo de izquierda a
derecha.

Repita el paso a) y b) con los valores 20 y 30.

Activen la casilla Mostrar Paralelas y deslicelas sobre el eje Largo-Area (use
los puntos de corte con este eje).

Para la grafica Ancho-Area con perimetro 10 em desplacen las rectas paralelas
(siempre L; por debajo de L,) de tal manera que se intersecten con las rectas
verticales (lineas punteadas) y con la grafica en el mismo punto.

i. (Qué es para usted AAncho?

ii. (Qué es para usted AArea?

iii. Cuanto vale Adrea,y =
Realice los mismos desplazamientos que en el inciso e) con las graficas de
perimetro 20 cm y 30 cm, apoyese en lo que obtuvo en las tablas de los puntos

3 y 4, y escriba los valores correspondientes a

AArea g =
AArea,, =
AAreas, =

(Cual es el valor de AAreas, =?

(Por qué? (explique lo mas claro y detallado posible)
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La imagen muestra la actividad en Geogebra (Momento 3)

€ Areabxtrema.ggb e ] X

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién.

AL OO £ Npeqf|== < .o

¥ Vista Grafica X | »_Vista Grafica 2 X
| ftCv | |
28 | |
Ingresa el valor del perimetro del : : .,
rectangulo con que deseas trabajar 24 | | Ancho — Area
Perimetio P= 20 cm | I
22 | |
Largo ) !
Deslice el punto D de 3 20 | | Q
izquierda a derecha Area | [
- - | I
18 | |
(0,16) | [
Observa el valor del drea L |
. 14 !
Area = 20.03 cm? |
| DArea=7.47
12 |
|
Mostrar Paralelas 20 )
L, (0,853
2 | 8Ancho 5 1
| |
o | |
| |
4 | |
Largo=277 o |
& | |
| |
D 0 | |
Anchn=723 = 9 1 ? 3 AR 5] 6 7 8 9
Entrada: 1)
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Anexo 4. Situacion: Agua Fria

AGUA FRIA
¢;De qué se trata? Al entrar en contacto dos sustancias de diferentes temperaturas, sufren de
variacion en su temperatura hasta llegar a un equilibrio térmico.

;Como lo vamos a hacer? Vamos a ver qué tan rapido podemos enfriar un vaso lleno de agua
por medio de contacto con agua helada, pero sin mezclar ambos liquidos.

¢ Qué necesitamos? Primero que nada hay que calentar agua, ya sea en cafetera o en la estufa.

Materiales. 3 vasos de plastico, un recipiente en donde quepa un vaso de pléstico, agua, hielos,
2 sensores de temperatura, 2 calculadoras graficas y un bicolor.

Integrantes del equipo
1. Quien toma los datos de la disminucion de temperatura del agua caliente.
2. Quien toma los datos del calentamiento del agua fria.
3. Las personas que controlan el experimento.

1E1

2E1

3E1

4E1

Actividad 1. Se calienta agua y se vierte en un vaso, el cual se coloca dentro de un recipiente
con agua fria. Contesten lo siguiente:

1) (Qué creen que va a pasa con la temperatura del agua caliente y la temperatura del
agua fria?
i) (Qué variables identifican?

1i1) (Como creen que seria la grafica de la temperatura del agua caliente y la
temperatura del agua fria conforme transcurra el tiempo? (Realicen un esbozo de
las graficas)

Pagina 160



Anexos

Experimento
Pasos:
1. Calienten agua (en la estufa o cafetera) y llenen el vaso de plastico que tiene la marca
roja (hasta esa altura), con cuidado de no quemarse.
2. En otro vaso viertan agua previamente enfriada con hielos (la
misma cantidad que el agua caliente-marca azul) y
depositenla en el recipiente R, evitando derramar liquido.
3. Coloquen la punta de un sensor en el agua caliente y otro en el
agua fria y esperen 15 segundos para que se estabilice un poco
la temperatura del sensor con el agua, aparecera algo similar a
la imagen.
4. Cambien en las dos calculadoras de la vista medidor
5. Transcurridos los 15 segundos, coloquen el vaso que contiene el agua caliente dentro
del recipiente que contiene el agua fria, evitando mezclar los tipos de agua y sin sacar
los sensores, y presionen la tecla de recopilacion de | datos en ambas
calculadoras al mismo tiempo.
6. Copien los datos recopilados en la vista tabla tanto de la temperatura del agua caliente

como del agua fria en las columnas correspondientes de la Tabla A y hagan las
graficas correspondientes a las variaciones de temperatura del agua caliente (ro0jo) y del
agua fria (azul). Guarden los datos con el nombre captural.

TIemPO | femperatura delagua | & Tabla A
Caliente Fria
0 A

100
20 o
40 e
60 T 85
80 80
E 75
100 M
120 gy
140 60
160 E s
180 R so0
200 A »55
220 T ::
240 U o,
260 R 25
280 A 20
300 15
320 10
340 2

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380
TIEMPO

7. Preguntas para reflexionar
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- ke
a. (Cual es la temperatura inicial del agua caliente?

b. (Cual es la temperatura inicial del agua fria?

c. ¢Concuerda lo que obtuvieron con lo que contestaron en los inciso 1) y iii) al

inicio de la actividad?
Por qué?

d. /Coémo es el comportamiento de la grafica que obtuvieron para el vaso de agua
caliente?
A) Creciente B) Decreciente C) Ninguna

e. (/Como es el comportamiento de la grafica que obtuvieron para el agua fria?
A) Creciente B) Decreciente C) Ninguna

f. (Cual es aproximadamente la temperatura de equilibrio entre el agua caliente y
el agua fria?

g. (Como se comporta la temperatura del agua caliente con respecto al tiempo?
h. ;Qué es mas rapido, el agua caliente enfriandose o el agua fria calentandose?
i. (Qué pasa después de que llega al equilibrio térmico?
8. Repitan el procedimiento desde el paso 1 hasta el 7, pero ahora agreguen el doble de

agua fria (vasos con marca azul) y registren los datos en la Tabla B. Guarden los datos
con el nombre captura2.

Tiempo Temperatura del agua &

(seg) Caliente Fria A

0 100

20 95

40

85

60

80

80 75

100 iy

120 o

140

55

160

50

180 a5

200

220 =

30

240
25

> ®c-H» 3mwoDZm-

260 %

280 .

300 10

320 5

340
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380

360

TIEMPO
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Contesten lo siguiente:
a. Del tiempo 60 al 80 segundos, ;Cuanto cambio la temperatura en el experimento 1y
cudnto en el experimento 2?

b. (Qué es lo que notas cuando el agua fria es el doble del agua caliente?

9. Dirijanse con el profesor para que transfiera los datos de la calculadora (agua fria) a
una hoja de célculo y realicen lo siguiente:

a.

Abran el archivo de Excel AguaFria.xIsx y copien los datos a la hoja de calculo
del archivo AguaFria.ggb (primero la captura 1 en las columnas A y B y
después la captura2 en las columnas C y D).

Seleccionen los datos de la primera captura (Click boton derecho) y en el mena
elijan crear lista de puntos, y después realicen lo mismo para la otra captura.

Desplacen las rectas paralelas A, C y B, D para que coincidan con los valores
del tiempo 60 y 80 y sus correspondientes temperaturas.

Nuevamente ;Cudnto cambio la temperatura en el experimento 1 y cudnto en el
experimento 2?

(Qué es lo que notas cuando el agua fria es el doble del agua caliente?
(expliquen lo mas detallado posible)

(Como sera la grafica en ese mismo intervalo si se agregara el triple de agua
fria?

1. (Aproximadamente cudl seria el valor del cambio?
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La imagen muestra la actividad en Geogebra de la actividad Agua Fria (Momento 3)

(v Aguafria.ggb = =]

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn...

A OION <] Ned =2 ) : o

) Vista Grafica

X] | ¥ Hoja de Calculo X
w] | c PAEEEEIE =
A [ 8 [ ¢ ]
1 ~
20 L
2
3
80 2
5
70 5
7
8
a0 L=
9
10
% 1
= 12
T(t,) (Rt
N 13
14
15
a0 L=
16
AT=3254 17
* 18
19
D147t 20
=4384 Lz |
a t, L 22
[} 20 a0 ) 0 100 120 140 180 180 200 220 240 260 280 23 v
< >
Entrada: (1)
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Anexo 5. Situacion: Representando el Movimiento
REPRESENTANDO EL. MOVIMIENTO

;De qué se trata? De usar tu propio movimiento para hacer una grafica de posiciéon con
respecto al tiempo.

;Como lo vamos a hacer? Leeremos la aventura de Valentina y representaremos, a manera de
obra de teatro, la trayectoria que sigui6 en su accidentado camino.

Materiales. Un camino recto donde pueda simularse el camino que recorre Valentina, un
sensor de movimiento, una calculadora grafica, cinta de medir y un bicolor.

Integrantes del equipo.

1. Valentina, 2. Juan,

3. Quien controla y toma el tiempo 4. Un observador.
1E4

2E4

3E4

4E4

“Valentina llegd temprano a su clase de musica. A punto estaba de sentarse cuando advirtié
que habia olvidado su cuaderno en su refugio predilecto: la siempre comoda y acogedora
biblioteca. No podia perderse el comienzo de la clase, asi que fue a la biblioteca, cogid su
cuaderno y regreso a su asiento, a tiempo para comenzar su, probablemente disfrutable, clase
de musica. Pero en el camino se encontré a su bien amado Juan y se detuvo a intercambiar
algunas muestras de su muy auténtico carifio, lo que le llevé 4 minutos, pero de los largos, lo
que le obligd a recuperar estos instantes, también aprovechados, porque cuando salié del salon
no previo la Epifania”.

“La biblioteca esta en un punto diametralmente opuesto al salon de musica en el patio circular
que tiene 500 metros de didmetro, de la escuela. Valentina tardo en total 9 minutos.”

Actividad 1. ;Como creen que serda la grafica de la posicion de Valentina conforme transcurra
el tiempo? (Realicen un esbozo de la grafica) y expliquen ;por qué?
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Tabla A

2
Anexos

‘iempo

Posicion

Procedimiento:

1. Para

simular el recorrido de Valentina cambiardn los valores que usardn, los 500 metros se

rtirdn en S metros y los 9 minutos en nueve segundos.

z. oo equipo midan sobre el piso la distancia de 5 metros desde en donde estard ubicado el

r de movimiento (salon de musica), y ubiquen una marca en ese lugar (biblioteca).

cten el sensor de movimiento CBR a la calculadora y presionen la tecla de

1lacion de datos.

icen la simulacién! Recuerden que Juan debe detenerla 4 minutos, de acuerdo con la

tion de Valentina, hagan la conversion correspondiente y registren sus datos en la

1 A (Convengamos en que la velocidad de Valentina es positiva cuando se dirige a la

teca y negativa en sentido contrario).

5. rkn 1a siguiente cuadricula sefiala los puntos posicion-tiempo para cada una de las marcas.

|
w 0o v

|
o

I
2 O -

TIEMPO

6. Preguntas para reflexionar
a. (Qué tipo de grafica obtuvieron?

b. ;Pueden encontrar una ecuacion que dé esa grafica?
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recorrido de
Valentina?
Anexos

Dibuja un trozo de la grifica 3

c. (Y i eligen sglo 1cHRD
trayecto del recorrido?

Mas rapido
d. ;Pueden obt
de ese trayed

Disminuye su
velocidad
e. ;Como pueden calcular la

velocidad

trayectos?

Aumenta su
velocidad

f. De acuerdo c98detidlse
observaciongs y las

relaciones qlie encontraron,
llenen la tabla de la
derecha.

7. Trabajando en clase

Comparen su grafica con la grafica de otro equipo, (cudles son las similitudes y cuales las
diferencias?
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8. Abran el archivo Valentina.ggb en la computadora.

9. La grafica representa la posicidon respecto al tiempo de Valentina cuando se encuentra a
Juan antes de llegar a la biblioteca (uno de los posibles casos). Conteste las preguntas y
completen la siguiente tabla, auxiliense desplazando el punto B sobre la grafica

a. [Qué representa A¢?

b. (Qué representa AP?

c. En este caso particular Ar=0.2 segundos, deslicen el punto B, de tal manera que la
abscisa del punto C también quede dentro de ese intervalo, de esta manera estan
eligiendo dos puntos

Intervalo Punto AP A_P Observaciones para el intervalo
(t,P(t) At

(0,0.25)

(0.25,1)

(1,1.25)

(1.25,5.25)

(5.25,5.5)

(5.5,6.5)

(6.5,7)

(7,8.75)

(8.75.,9)

. AP
d. ;/Qué es para ustedes E?

e. Den un esbozo de la grafica de la velocidad de Valentina en ese periodo de tiempo
(reverso de la hoja).

f. Activen la casilla Mostrar Rastro de Velocidad y deslicen nuevamente el punto B sobre
la grafica, ;qué pueden concluir?
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La imagen muestra la actividad en Geogebra de Representando el Movimiento (Momento 3)

< Representando el movimiento.ggb - OEENE
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn..
A . @ ] g a=2 )|
[a]| AL D OO 4N =2 ] s
M u =R
s00{ Coordenadas del punto B= (6.23, 408.04) Mostrar Rastro de Velocidad
Coordenadas del punto C=(6.43, 458.04)
At=0.2
50
400 AP =50 0.2
300
4
.
200
100
]
05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 a5 5 55 s 65 7 75 8 85 o 05 10 105 1 15
Entrada: @

Pagina 169



Anexos

Anexo 6. Actividades previas a la situacion: Representando el Movimiento
Las graficas siguientes representan la posicion de un maévil en el eje vertical y el tiempo en el
eje horizontal. Intenten reproducir cada grafica empleando el sensor de movimiento, describan

lo que ocurre con la velocidad en cada caso y esbocen a su derecha con color azul la grafica
de la velocidad.

Descripcion

Descripcién

Descripcién
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Descripcién

Descripcidn

Descripcién

1E1

2E1

3El

4E1
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Anexo 7. Actividades de Cierre

o Dolores 1.2 (2000a).ggb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Al D) OO L) N pec =2 ) e

» Vista Grafica 2 X

X

» Vista Gréfica

El objeto que aparece se utiliza para representar la

derivada de una funcién en un punto y se define como :
i flzot Ax) — flxo) _ dy .

AR en b Uede)

1.-En que punto del grifico la férmula d4 la derivada de la funcién.

T o o e e Da) P Db) Q DC) PyQ Dd) R

A
2.-;Cuando Az tiende a 0 qué pasa conel cociente A—y ?
2

Da) Se anula D b) Es un ntiimero infinitamente
4 pequeno
DC) Tiene por limite Dd) Se aproxima a un mimero i

un nimero

A
3.-La derivada en cualquier punto se obtiene si en el cociente A—y ves
&r

Da) AT Db) Axr=0

Flay) Dc) Az es un mimero Dd) Ninguna de las anteriores
R e infinitamente
/ pequens
Secante 6
z0 Yo+ S DRelroahmenlaclon
Entrada: <1}
[v} Dolores 2.1 (2000a).ggb - D IRN
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn...
A U 115 g YV ABC | 232 =
AP OO < e P
P Vista Grafica = [X] | » Vista Gréfica 2 X
8
En el siguiente dibujo se muestra
el gréfico de cierta funcién. «— deslice. — f(z)
i ™ 1.-;Cudl es el valor correcto de f(2)?

a)4 b)3 ¢-1 d)2 R=

Analicela y conteste las preguntas que 2.-;Cuadl es el valor de la derivada en = 27

aparecen a su derecha.

® Se puede auxiliar de la recta tangente ajd b3 -1 d)2 R=
el punto P, para lo cual tiene las
siguientes dos opciones : 3.-;A cudnto equivale la derivada en = = 4?7 <
= Mueva el punto del deslizador a)l b)-1 ¢ 2 d)o R=

de izquierda a derecha.

4.-;A cudnto equivale la derivada en = = 57
= Active la animacién y contrélela
con los siguientes botones

n)%:O.S b)4 ¢)2 d)—%=-0.5 R=

Enseguida guarden el archivo con el nombre
del equipo en la memoria de actividades.

Por ejemplo : Equipol.ggb

>
Entrada: <1}
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< Dolores 3 (2000a).ggb

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

2 D OO < N]jpeq =2 <)

v Vista Grafica

I
La distancia que recorren los cuerpos
en caida libre sobre la superficie
terrestre estd dada aproximadamente
2 por la férmula
d(t) =5t
Observa la grafica
20
Distancia
d(t)
en
metros
10
5
0
0 05 ¥ 15 2 25 3
Tiempo t en segundos
Entrada:

- omEm
Abrir sesién..
T 1
P Vista Gréfica 2 X

Conteste las preguntas

ribiendo en el recuadro el valor del
inciso que considere correcto.

> Sin modificar su respuesta puede hacer una verificacién
seleccionando la casilla del extremo derecho.

1.-;Cudl es la distancia que recorre un cuerpo en el ler segundo?

d) 10 m D

a)lm b) 5m c)4.9m

Tu respuesta es

2.-;Cudnto cambia la distancia que recorre el cuerpo entre el 1o. y 2o0.

segundo?
d) 10 m D R |4

a)lm b) 5m c) 15m

Turespuesta es

3.-;Cudl es la velocidad del cuerpo entre el 1o. y 2do. segundo?

d) 10.2 m/s D

a)5 m/s b) 20 m/s c)15m/s

Turespuesta es|

4.-;Cudl es la velocidad del cuerpo exactamente el ler. segundo?

d)4 m/s D

a)dm/s  b)10mfs ¢ 15m/s

Turespuesta es
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Anexo 8 Deduccion de ley de enfriamiento y comparacion con la produccion del
equipo E1

De acuerdo con la Ley de Enfriamiento/Calentamiento de Newton (Zill y Wright, 2015) “la
rapidez con la que cambia la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre
la temperatura del cuerpo y la del medio que lo rodea, que se llama temperatura ambiente” (p.
21). Es decir, el descenso (o ascenso) de temperatura, depende en cada instante de la
diferencia entre la temperatura actual del cuerpo, T, y la temperatura ambiente, Ta. Ahora
bien, puesto que durante el proceso la temperatura del cuerpo estd disminuyendo, la relacion
entre dicha temperatura (T) y el tiempo (t) no puede ser lineal, sino que T disminuira cada vez
mas lentamente hasta alcanzar el objeto la temperatura ambiente (tendencia al equilibrio).
Adicionalmente pueden influir otros factores que, al igual que en los problemas rutinarios del
DME, no se tomaron en cuenta en nuestra experimentacion, como, por ejemplo, la masa del
cuerpo, su calor especifico, entre otros. Por lo tanto dependencia de la temperatura con el

. : T ., dT

tiempo no es lineal y simbdlicamente se expresa por la ecuacion == —k(T —T,)... (1), que
se puede resolver empleando el calculo diferencial para obtener las leyes sobre el enfriamiento
y sobre el calentamiento.

Resolviendo la ecuacién anterior por la técnica de variables separables, tenemos

ar
T—T,

= —kdt ©)

Integrando cada miembro de la ecuacion (2)

[5= [ —kdt (3)

T—T,

Haciendo un cambio de variable,si u =T —T,, du = dT, entonces

“;—“ = —k [dt, queimplica In(w) = —kt+c obien In(T—T,) = —kt+c (4

Aplicando la funcién exponencial
T—T,=efttc =g kt.g¢ = ¢ kt.C endonde e =C
Por lo tanto
T—T,=Ce*
Y la ley de enfriamiento/calentamiento sera T = T, + Ce ¢ (®))

En casos particulares solo es necesario sustituir las condiciones iniciales para determinar los
valores de Cy k.

Por ejemplo, para la captura de la temperatura del agua caliente en el primer experimento
realizado por el El, las condiciones iniciales fueron: para t, = 0 segundos, T = 79° y para
t; = 20 segundos, T = 60.7°
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Sustituyendo los primeros dos valores en la ecuacion (5) tenemos 79 = 23 + Ce¥(®) de
donde se tiene que C = 56°. Tomando este valor y sustituyendo ahora la temperatura después
de veinte segundos, tendremos 60.7 = 23 + 56e %, resolviendo se determina el valor de k =
0.01978457981. De esta manera la ley de enfriamiento que aproxima el comportamiento de
los datos capturados con las condiciones iniciales mencionadas es:

T =23+ 566_0'01978457981t

Similarmente con las condiciones del agua fria se obtiene

T =23 — 16.78_0'00300301203t

[& ]| AL D) OO £ [N faec =2 )

¥ Vista Grafica Xl [ ¥ Hoja de Célculo
fCv SN BB B=
100 A Cc A B
La ecuacion Temp-tiempo La ecuacion Temp-tiempo om0 70
del agua caliente del agua fria 2 | 20 507
20
—0.0198¢ 3 d pa =00
T, = 56e~0-0198t | 23 T;= —16.7e70-0003t | o3 7 = e
g 5 80 399
6 100 36.3
70 7 120 356
8 140 314
o 9 160 296
10 180 282
11 200 271
50 * =z =
8 ) T= 4290 i 220 202
= 1 b 13 240 255
U 14 260 25
L2081 ° ° 15 280 246
- ° ” 16 300 242
e ° e g 17 320 24
= [
] T 340 238
o . REC 360 237
2 . L s 2. 20
° L] ==
10 > L] ® *21
= 22
G |E<<d|
o t, 23
0 20 40 @ 0 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 <

También se puede tratar de ajustar una curva a los datos, entre las que mejor lo haran estara la
funcion exponencial, para ello se puede recurrir a un andlisis de regresion en el mismo
Geogebra.
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Anexo 9. Conceptos

Se entiende por Saber Matemdtico a aquel conocimiento que es matematico pero que se
encuentra en uso ante situaciones especificas no necesariamente matematicas (ver Montiel &
Buendia, 2012).

La resignificacion no implica establecer otros significados unicamente, sino que se generan
significados a través del uso en la situacion donde desarrollan su funcién y su forma de
acuerdo con lo que organiza el grupo humano (Dominguez, 2003; Buendia, 2011).

Simulacion. Es una estrategia que permite imitar problemas complejos del mundo real para
analizar el comportamiento de los sistemas, asi como de su progreso (Suarez, 2014).

Situacion. Entendida como el conjunto de condiciones de un fendmeno o pregunta que
propicie una problematizacion, sera el instrumento metodologico que permita el desarrollo de
acciones en el sistema didactico (Suarez, 2014).

Visualizacion. Habilidad para representar, transformar, generar, comunicar, documentar y
reflejar informacion visual. En este sentido, se trata de un proceso mental demasiado 1til en
diversas areas del conocimiento matematico y cientifico (Cantoral, 2013a, p.47)

Geoplano. Herramienta didactica construida generalmente con una base cuadrada de madera,
unos clavos fijados a la madera en diversos tipos de arreglos y un conjunto de ligas,
preferiblemente de colores (Duarte, 2013, p. 526).
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