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Resumen— Este trabajo tiene como finalidad presentar
un conjunto de nuevas herramientas utilizadas para la
restauracion y compresion de seiales. El analisis mediante
la Transformada en Ondiculas (TO) o Wavelets ha crecido
a grandes pasos gracias a su aplicabilidad en diferentes
areas. Uno de los casos que habia preocupado bastante era
la inconsistencia de la TO para sefiales bidimensionales,
pues la TO no es capaz de mapear adecuadamente

discontinuidades a lo largo de una linea L (R) 0 curva en

un espacio L’ (R) , tal es el caso de los contornos (cerrados

o abiertos). Con la finalidad de atacar este problema D.
Donoho de la Universidad de Stanford y su equipo de
trabajo se han dado a la tarea de proponer nuevas
transformaciones que recurren al uso mismo de la teoria
de ondiculas, estas nuevas herramientas de analisis son
conocidas como ridgelets, curvelets, beamlets, contourlets,
bandelets, brushlets, y otros mas.

Curvelets,

Palabras  Clave— Wavelets,

Restauracion, Ridgelets.

Compresién,

I. INTRODUCCION

AS transformadas Ridgelet y Curvelet son dos alternativas

recientes utilizadas para las representaciones de sistemas

multiescala. Se pueden emplear tanto para filtrado de
sefiales como para la compresion. La transformada ridgelet fue
introducida en el trabajo de tesis de E. Candés en 1998
(Candés, 1998) bajo la supervision de D. Donoho. Dicha
transformada fue introducida como una expansion de
funciones esparcidas en espacios continuos que son lo
suficientemente regulares (smoothness condition), lo cual
permite alejarse de posibles discontinuidades [3], [4], [5], [7],
[11]. La transformada ridgelet discreta se obtiene para sefiales
de tamafio finito y tiene un vinculo especial con la
transformada de Radon finita (FRAT) [9].

En el caso del procesamiento de imagenes muchas de las
tareas aprovechan representaciones esparcidas de los datos en
donde se desea empaquetar un maximo de informacion en un
minimo de muestras. La elecciéon mas actual es la utilizacion
de la transformada en ondiculas o wavelets. El éxito en la
utilizacion de bases en ondiculas se debe a que es posible
alcanzar grandes desempefios utilizando funciones regulares
por segmentos o atomos, y sobre todo para casos de sefiales
unidimensionales [15]. En el caso bidimensional, existen
mayores restricciones debido a la existencia de singularidades
(las regiones de regularidad estan separadas por contornos) y
hay que hacer manipulaciones para poder llevar a cabo la
obtencion de ondiculas bidimensionales o n-dimensionales que
permitan estabilidad a la transformacion.

Una alternativa a la debilidad de las ondiculas antes
mencionada es la utilizacion de una representacion llamada
ridgelets que trata de manera mas efectiva las singularidades
que se presentan en dos dimensiones (2-D). La idea principal
es “mapear” las lineas de singularidades en singularidades
puntuales utilizando para ello la transformada de Radon.
Enseguida, se aplica la transformada en ondiculas
(unidimensional) la cual si puede manipular de forma eficaz
las singularidades puntuales que se encuentran en el dominio
de Radon.

En lo que se refiere a la transformada Curvelet [5], [6], [7],
[8], [16] y [17], ésta es alin mas reciente y también es de gran
utilidad en el andlisis  multiresolucion  (Analisis
multiresolucion y analisis geométrico de forma simultanea). La
ventaja de ésta sobre la transformada en ondiculas, es que se
pueden representar de mejor manera los objetos con contornos
(discontinuidades bidimensionales). Esta transformada tiene
muchas similitudes con la transformada en ondiculas, pero
también tiene algunas diferencias, entre ellas se encuentra un
escalamiento anisotropico (el de las ondiculas es isotropico).
Su base estd compuesta por diferentes etapas, y en éstas
interviene el uso de ridgelets (monoescala y multiescala).
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II. TRANSFORMADAS RIDGELET Y CURVELET
A. Transformada Ridgelet

Transformada ridgelet continua [3]: Dada una funcion
bivariable f (x) e integrable, su transformada ridgelet

continua (Continuous ridgelet transform - CRT) en el espacio

bidimensional x[OR?, esta definida por (ecuacion de
analisis):

CRT, (a,0,6) = [ 4,,5(x) (e)dx O

en donde & indica el angulo segun la posicion radial de un
punto x:(xl,xz) en el espacio R? y las ridgelets l/la’bﬁ(x) en

dos dimensiones se definen a partir de una funcién de tipo
ondicula l//(x) de una dimension de la siguiente forma:

2

CE j;w[

Puede compararse con la transformada bidimensional en
ondiculas separable, la cual esta dada por:

x, cos(8)+ xzsen(é’)—bJ

W, (al’a2§b1’b2) = J‘szal,az;bl,bz (x)f(x)dx > (3)

en donde las ondiculas bidimensionales se forman a partir de
un producto tensorial

Yoy b (x) =W, p (xl )waz,bz (xz) > 4)

de ondiculas unidimensionales,

Wasl)= jgw[t'bj . (5)

a

Ambas transformadas son similares, pero los parametros
puntuales b, y b, se intercambian por los pardmetros de linea

b y 6. Las dos transformadas multiescala se relacionan segiin
los siguientes argumentos:

Ondiculas :
Ridgelets : ¢/

escala, posicion puntual

escala, posicion lineal

Ondiculas : Eficientes para modelar objetos con singularidades
puntuales aisladas.

Ridgelets : Eficientes para modelar objetos con singularidades
a lo largo de una linea.

En forma general, se puede considerar que las ridgelets
representan una concatenacion de ondiculas unidimensionales
a lo largo de las lineas o contornos de objetos. En un espacio
bidimensional, los puntos y las lineas se relacionan mediante
una transformacion de Radon, por lo que la transformada en

ondiculas y la transformada ridgelet se relacionan mediante la
misma transformacion, la cual esta dada por:

R, (H,t) = J‘RZ f(x)é'(x1 cos(H)
+ xzsen(ﬂ) - t)dx, (©6)

y entonces,

CRT, (a,6,6) = [ ¢, ()R (6.1} ™

La Figura 1 muestra los mapeos que se llevan a cabo entre los
diferentes dominios: dominio frecuencial, dominio espacial,
dominio de Radén y el dominio ridgelet.

Dominio
Frecuencial
2D
Transformada de
Fourier
unidimensional

Transformada

Dominio <:|
Dominio
Espacial A
Radon
2D Transformada en
Ondiculas

uuuuuu

Figura 1. Relacion entre los diferentes dominios.

Finalmente, la ecuacion de sintesis ridgelet continua esta dada
partiendo de la siguiente expresion:

Jirtyar= [" [

CRT, (a.0.6) ®
d—?dbd—g,
a 4T

entonces

Jryas= [ L[ 5
CRT, (a,b, g)wu,bﬂ(x) ®

@ 4r

que se puede generalizar para n-dimensiones.

Transformada ridgelet discreta [4], [9], [11]: Para poder
llevar a cabo la transformada ridgelet discreta (Discrete
ridgelet transform - DRT), primero es necesario definir la
transformada de Radon discreta (Discrete Radon transform -
DRAT) que bien puede ser aproximada por la transformada de
Radon finita (Finite Radon Transform - FRAT) como lo
muestra Minh Do [9] pues la DRT puede ser construida en
base a la transformada discreta de Radon. La transformada de
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Radon finita, es una version invertible de la Transformada de
Radon en tiempo discreto y bajo la suposicion de periodicidad
ésta funciona sin ningun problema. La FRAT de una funcién f

de dimension 2 y finita en Zf? se define como:

rell]=FRAT, (k1) = JIE( 7.1,
Uy oy (10)

en donde [, , denota el conjunto de puntos que forman parte

de la linea que se encuentra en Zi , esto es:

Ly = {(l',j)Ij:ki+l(modp),i|ZIZp},
para 0<k<p,
L= {)):0z,)

La inversa de la transformacion se denomina retro-proyeccion
o proyeccion finita hacia atras (finite back projection - FBP) y
se define por la suma de los coeficientes de Radon de todas las
lineas que convergieron a un mismo punto, esto es

fli.jl=FBP (‘ /)
Z’”k [l]
kz)]

(”J)Dlp )

en donde P, ; indica el conjunto de indices de todas las lineas

que van hacia el punto (i, j) O ny , es decir:

P, =
{(c.0): 1= j~kimod p)k 0z, }00{(k. 1)}

Es muy importante tratar de buscar un orden 6ptimo para s, [[]

pues de ello dependera el buen desempefio de la FRAT.
Partiendo de la FRAT, se puede entonces construir la
transformada ridgelet finita (FRIT) como se muestra en la
Figura 2.

El Valor de k es fjo para
la FRAT y la DWT Kk K

IFRAT 6

FBP IDTW

[TTTTTTT]
3

FRAT DWT

Imagen Original

D FRIT
(Ridgelet)

Figura 2. Relacion entre los dominios espacial,
FRAT y FRIT.

Adicionalmente, si se respeta la condicion para la
conformacion de marcos (frames) tanto para la transformada
discreta de Radén, como para la transformada en ondiculas,
entonces aseguramos estabilidad para llevar a cabo la
transformada ridgelet discreta y la inversa de esta ultima (se
puede llevar a cabo la expansion en bases ortonormales:
diadicas, symlets, etc.).

Entonces los parametros a y b pueden ser discretizados

CcOmo: aj-

ridgelet en el plano frecuencial (de Fourier) tenemos:

=ay2’ y bk =27%2’. Viendo la transformada

CRT,(a,.b,,.6)=

A
2 J' e(—i/12ﬂ2/)
27T 92 < Al<2’

f(£(2.6))aA

(12)

en donde f (Ij] es la transformada de Fourier 2-D de f (x)
puesto que:
CRT (a b 5) J‘_w\/»‘//( ) ) (13)
f(f(/lﬂ))d/‘
y &(1,8) = (Acos(8), Asen(8)), y se puede definir también,
W, (€)= %@(a‘ﬂ)exp(— iAb). (14)

2

. . 0,=2m27

Si ademas, “J , entonces se puede obtener una
condicion de marco completa tal que se tiene la siguiente
familia o coleccion de ridgelets,

{ 2%1//( 21( X cos( Hj’l )+x2sen( Hj’l )
-2m27 ) )}

(15)

para j = jLI,k y se encuentra en un disco unitario.

Al igual que la transformada en ondiculas, la existencia de los
limites A4 y B implica que se puede obtener un

analisis/sintesis mediante ridgelets duales ¢/ ki » tal que

VDS VN (16)

Jik1

en donde se pueden utilizar familias de ondiculas diadicas, de
Meyer, etc., adicionalmente se pueden construir diccionarios
de ridgelets basados en las familias de ondiculas antes
mencionadas. Por otro lado y al igual que en el analisis con
ondiculas, también se puede hacer uso de paquetes de ridgelets
(ridgelet packets) con la finalidad de mejorar los desempefios
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de los esquemas de andlisis/sintesis [13]. O bien se puede
optar por esquemas de analisis multinivel ridgelet, como el
propuesto por Minh Do (FRIT Multilevel) [9].

B. Transformada Curvelet

Transformada curvelet continua [5], [6], [17]: La
transformada curvelet (TCvC) es una transformada muy
reciente y es de gran utilidad en el analisis multiresolucion,
estd inspirada en una evolucion de las ideas que dieron base a
la transformada ridgelet. La ventaja de la TCvC sobre la
transformada en ondiculas, es que se pueden representar de
mejor manera los objetos con contornos curvilineos

(discontinuidades bidimensionales). El error cuadratico de

representacion requiere de al menos -

v ondiculas, mientras

que sblo se necesitan para un mismo error, ﬁ curvelets. La

transformada curvelet se basa en la construcciéon de marcos
estrechos que obedecen la regla: ancho = (longitud)®. Esta
nueva transformada equivale a llevar a cabo al mismo tiempo
dos analisis: analisis multiresolucioén y un analisis geométrico.
La transformada curvelet continua (TCvC) se define a partir de
lo siguiente: sea M' una coleccion de M subconjuntos en
donde se encuentran incluidos los parametros de indexado (k;
y k) y que corresponden a etapas de integracion. La

transformada curvelet es un mapeo |2 (Rz) S 1*(M), en
donde se obtienen coeficientes curvelet (aﬂ cuOM '). Existen

dos tipos de coeficientes:

1) Para escalas grandes se tienen coeficientes basados
en una ondicula de escalamiento

,U:(klakz)DM'/M’
(17)

au = <¢kl,k2’Pof>,

en donde ¢ ; es una funcion de escalamiento de

Lamarié¢ que proporciona bases de Meyer, y £, es un

filtro pasa-bajas.

1)  Para escalas finas se tienen coeficientes ridgelet
multiescala que se obtienen después de un filtrado pasa-
banda (filtrado en sub-bandas),

a,=(AfW,), uOM,,
s=12,...

(18)

en donde A f=¢, Of y ¢, :2451/1(225), A, son
filtros sub-banda. Cada coeficiente esta asociado a la

escala 27, lo cual significa que se obtiene una version
filtrada en sub-bandas de f, es decir A f y los

coeficientes no se obtienen directamente de 1.
De lo anterior se deducen las siguientes propiedades:

. Un marco estrecho puede obtenerse si

2 2
V=2 (19)
g
. Si existen marcos apropiados, entonces existen
coeficientes representativos
ay=f.Vu) (20)

en donde y, U L’ (Rz) es un marco estrecho.

¢ También existe la transformada inversa, tal que

VEDNVRRelb
HOM'!
e Y, por formula, los marcos estrechos estan definidos por:

V=AW, pOQ:, (22)

en donde Q, es el conjunto de Q = (s,kl,kz) que tienen la
forma diadica siguiente:
Q=i /2%, (k +1)/2° x|k, /27, (k, +1)/2°)  tal  que
M= (Q,)l) y¢,=2"Ty (w, Yo ), esta Ultima ecuacion hace

referencia a ridgelets multiescala y ortonormales. Entonces,
las curvelets se obtienen mediante el filtrado pasa-banda de
ridgelets multiescala en donde la banda de paso esta
relacionada estrechamente con la escala de la localizacion
espacial.

La ley de anisotropia en la escala esta dada de la siguiente

— A2s
forma: El filtro pasa-banda "ﬂ =2 y la escala espacial es

27%, esto impone que muchas ridgelets multiescala no
sobreviviran durante el filtrado pasa-banda y entonces la

longitud de las curvelets es longitud =27 y el ancho es:

_2 . o
ancho =2 por lo que se tiene la relacion

ancho = (longitud)?.

Transformada curvelet discreta [5], [10], [16], [17]: Al
igual que la DRT, la transformada curvelet discreta (TCvD)
también conocida como transformada curvelet digital (Digital
Curvelet Transform-DCvT) es complicada de obtener debido a
ciertas condicionantes y a la falta de mas trabajo que permita
establecer algoritmos contundentes, en este sentido parece aun
haber un camino por recorrer dentro de la investigacion de
estas nuevas herramientas.

Para llevar a cabo la TCvD es necesario definir los
procedimientos a seguir para efectos de analisis y también de

sintesis.

Andlisis (puntos importantes):
* Descomposicion en sub-bandas,

[ (B f.0, ) ALs20.
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en donde hay detalles sobre un ancho de 272
* Particionamiento de regiones regulares: ventanas
cuadradas w,, localizadas segin Q,

Asf - (WQAsf)QDQS :

e Renormalizacion: cada  ventana
renormalizada a una escala unitaria,

cuadrada es

Ty f(ex,) =2 f2° 3, k20, — ks )

endonde T, es el operador que transporta y renormaliza a f.

Entonces, la renormalizacion se completa por,

8o = (TQ )_1 (WQAsf)a o0Qq

* Analisis ridgelet: cada cuadro es analizado por un
sistema ridgelet ortonormal con elementos base

p, DL R).
a, =(gg:ps) =(0.4).

En la Figura 3 se ilustra un diagrama en donde se muestra
graficamente el proceso descrito en los puntos anteriores.

Ay WA f ™~
:> — )
™ —T

J(@,y)

Particionamiento en
regiones regulares

Aislamiento de cuadros

O s o i A

Renormalizacion
o]

_—

No relevante Importante

l

Analisis ridgelet (ver Figura 2)

Figura 3. Pasos a seguir para el analisis curvelet (Descomposicion en
una sub-banda).

Sintesis (puntos importantes):

* Sintesis ridgelet: cada cuadro es reconstruido,

8o = za/i,gp/i :
7

¢ Renormalizacion: cada cuadro resultante del proceso
anterior es renormalizado,

hg =Tpgo, QUQ,.
¢ Integracion en regiones regulares: se revierte el proceso
de ventaneo, reconstruyendo
Dof = wylhy .
00Q,
¢ Recomposicion de las sub-bandas: Reconstruccion o
sintesis del filtrado sub-banda, segtin la formula

F=R(R)+ D a,0,5).
5>0

El cual es el proceso inverso al mostrado en la Figura 3.

La idea principal de la transformada curvelet es, entonces,
primero descomponer la imagen en sub-bandas con el
proposito de separar el objeto en una serie de escalas disjuntas.
Cada escala es analizada de forma local por la transformada
ridgelet. Entonces, los diferentes niveles de la piramide
ridgelet multiescala se utilizan para representar diferentes sub-
bandas de un banco de filtros de salida. EI punto clave estd en
la existencia de una relacion muy especial entre la profundidad
de la pirdmide multiescala y los indices de las sub-bandas
diadicas, manteniendo la propiedad fundamental de la
transformada curvelet en donde los elementos de longitud de
2771 sirven para el analisis y la sintesis de la j -ésima sub-
banda |2/ 2% |.

El algoritmo de filtrado en sub-bandas propuesto por Mallat
[15] (the “a trous” algorithm) tiene una estructura Optima
para ser utilizado en la transformada curvelet discreta segtn lo
manifiesta Starck [16], dicho algoritmo lleva a cabo una
descomposicion descrita por la siguiente ecuacion:

J
I(x1’x2):cJ(x1’x2)+ZWj(xl’x2)’ (23)

j=1

en donde c; es una version suavizada de la imagen original

I y w, representa los detalles de / a escalas 27/ . El

J
algoritmo tiene como salidas J +1 arreglos de sub-bandas de
dimension nXxn, para el cual j=1 corresponde a la escala

mas fina (altas frecuencias).

III. COMBINACION DE ALGORITMOS Y OTROS METODOS

En trabajos presentados por Candés [5] y Starck [16], [17], se
recomienda sacar ventaja de los puntos fuertes tanto de la
transformada curvelet (modelado adecuado de
discontinuidades de longitud relativamente grande) como de la
transformada wavelet (modelado adecuado de
discontinuidades de longitud relativamente pequefia), de tal
modo que se sugiere la construccion de algoritmos hibridos,
que permitirdn aumentar el PSNR y la calidad visual de las
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imagenes reconstruidas, utilizando para ello esquemas
iterativos y en donde se proponen criterios a ser minimizados
basados en normas de tipo L, o de variacion total (e.g. fotal

variation norm). Otros métodos recientes de analisis
multiresolucion (analisis direccional) también estan basados en
bases beamlets, contourlets, bandelets, brushlets, y otros mas.
El uso final que se pretende de estas nuevas herramientas para
el andlisis multiresolucion se dirige a responder varias
preguntas, una de ellas es: ;las nuevas transformadas podrian
ser aplicadas en la codificacion de hologramas?, en donde se
pretende trabajar con aspectos iniciados en investigaciones de
Ma. Araiza [1], [2], [14]. Una segunda pregunta es: ;La
restauracion de imagenes podria ser aplicada a la
instrumentacion optica?, como en el caso de los trabajos de J.
Villa [18], [19], y méas aun, jentre las técnicas de restauracion
mediante Campos de Markov y analisis multiresolucion, cuales
son mas eficientes en términos de reconstruccion y tiempo de
calculo, para aplicaciones de instrumentacion en optica?
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