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Ondas gravitacionales en la teoria de la gravitacion de Jefimenko

Resumen

El propésito principal de esta tesis es presentar el trabajo de investigacién hecho en el Doc-
torado en Ciencias Bdsicas con orientacién en Fisica, programa ofrecido por la Universidad
Auténoma de Zacatecas a través de la Unidad Académica de Fisica.

Hicimos una breve exposicién de la teoria generalizada de la gravitaciéon de Jefimenko. He-
mos descrito su contenido conceptual, explicando el aparato matematico utilizado para la for-
mulacién de la teoria y hemos presentado sus ecuaciones fundamentales. Hemos aclarado la
diferencia principal entre la teoria de la gravitacién original de Newton y la teoria generalizada
de la gravitacion [1].

Hemos introducido un nuevo sistema de unidades llamado Sistema Gaussiano Gravitacio-
nal (SGG). Este sistema nos ha permitido escribir las ecuaciones de la gravitacién en una forma
simple de resolverlas. Usando las ecuaciones de la gravitacién de Jefimenko, obtuvimos las
ecuaciones de onda para los campos gravitacional ordinario y de Heaviside! y hemos enconta-
do soluciones de onda. Hemos demostrado que hay configuraciones del campo gravitodindmico
(esto es, el conjunto de campos gravitacionales Newtoniano y de Heaviside) en forma de esferas
de campo de Heaviside y anillos de campo gravitacional. Hemos analizado como esta configu-
racién acttia sobre las particulas dentro de las esferas y hemos investigado como se comporta
la densidad de energia y el vector de Poynting de esas soluciones [2].

Hemos obtenido las ecuaciones de la gravitaciéon de Jefimenko covariantes, esto es, ecua-
ciones de la gravitacién invariantes ante las transformaciones de Lorentz. Una vez obtenidas
esas ecuaciones, las hemos usado para obtener el tensor del campo gravitodindmico. Hemos
deducido el tensor energia-momento gravitacional y dimos una interpretacién fisica de sus
componentes.

Hemos calculado ecuaciones gravitacionales de segundo orden, una correccién hecha a las

'"Hemos llamado campo de Heaviside al campo generado por masas en movimiento (llamado por Jefimenko
campo cogravitacional) y el campo gravitacional ordinario es también llamado campo Newtoniano.
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ecuaciones gravitacionales lineales de Jefimenko. Estas ecuaciones lineales fueron propuestas
por primera vez por Oliver Heaviside en [3], haciendo una analogia entre las leyes del electro-
magnetismo y la gravitacion. Para lograr nuestro objetivo hemos usado métodos perturbativos
sobre las ecuaciones de campo de Einstein. Deberiamos enfatizar que el sistema de ecuacio-
nes resultante también puede ser deducido de las ecuaciones gravitacionales no lineales de
Logunov, pero con diferente interpretacion fisica, pues mientras en la primera la gravitaciéon
es considerada como una deformacién del espacio-tiempo [4-7], en la dltima la gravitacién es
considerada como un campo tensorial fisico en el espacio-tiempo de Minkowski [8,9,18]. En
la teoria de la gravitacién de Jefimenko, expuesta en [10, 11], hay dos tipos de campos gravi-
tacionales, el campo gravitacional ordinario, debido a la presencia de masas, en reposo o en
movimiento y otro campo llamado campo de Heaviside que es debido a masas en movimiento
y actiia s6lo sobre masas en movimiento. El campo de Heaviside es conocido en relatividad ge-
neral como efecto Lense-Thirring o gravitomagnetismo?, interpretada como una distorsién del
espacio-tiempo debido al movimiento de distribuciones de masas [14,15].

Hemos desarrollado la teoria gravitacional usando el dlgebra geométrica del espacio-tiempo.
Hemos mostrado los principios de este lenguaje matematico que nos ha permitido unificar los
diferentes sistemas matematicos usados en diferentes ramas de la fisica, tales como el andlisis
vectorial, calculo de variable compleja, tensores, cuaterniones, algebra de matrices, etc., en un
enfoque geométrico. Los objetos utilizados en esta teoria son llamados multivectores. Hemos
generalizado los resultados obtenidos en el andlisis matematico en el llamado célculo geométri-
co. Hemos mostrado como las ecuaciones gravitacionales obtenidas de distintos enfoques, a sa-
ber, las ecuaciones linealizadas de campo de Einstein [16] (del andlisis tensorial), las ecuaciones
gravitacionales de Heaviside [3] (del calculo vectorial de Gibbs), las ecuaciones obtenidas usan-
do cuaterniones por Arbab [17], las ecuaciones lineales de la teoria relativista de la gravitacién

de Logunov [18], pueden ser resumidas en una simple ecuacidén, en vez de cuatro.

2El campo de Heaviside es el analogo gravitacional del campo magnético en la teoria electromagnética, su
existencia fue probada empleando la sonda Gravity Probe B lanzada por la NASA [12,13]. Este es un tipo de
induccién gravitacional.
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Otra ventaja de utilizar el algebra geométrica es que las ecuaciones son libres de bases, lo
cual significa que las ecuaciones gravitacionales y sus soluciones son independientes de siste-

mas de referencia.

Gravitational Waves in the Jefimenko Gravitational Theory

Abstract

The main aim of this thesis is to present the research work made in the Doctorate in Basic
Sciences with Physics orientation, program offered by the Universidad Auténoma de Zacatecas
through the Unidad Académica de Fisica.

We made a brief exposition of the Jefimenko’s generalized theory of gravitation. We have
described its conceptual content, explaining the mathematical apparatus used for the formu-
lation of the theory and we have presented its fundamental equations. We have elucidated the
main difference between Newton’s original theory of gravitation and the generalized theory of
gravitation [1].

We introduced a new system of units called Gravitational Gaussian System (GGS). This sys-
tem has allowed us write the equations of gravitation in a simple form to solve them. Using the
Jefimenko’s equations of gravitation, we obtained the wave equations for ordinary gravitational
and the Heaviside gravitational fields®> and we found wave solutions. We have demonstrated
there are configurations of the gravitodynamical field (that is, the set of Newtonian gravita-
tional and Heaviside fields) in form of Heaviside field spheres and Newtonian gravitational
field rings. We have analysed how this configuration acts on the particles inside the spheres,
and we have investigated how behaves the density of energy and the Poynting vector of these
solutions [2].

We got the covariant Jefimenko equations of gravitation, that is, equations for gravitation
invariant under Lorentz transformations. Once obtained these equations, we have to used them

to obtain the gravitodynamical field tensor. We studied the flux and the energy density of the

31t was called Heaviside field to the field generated by moving masses (called by Jefimenko cogravitational
field) and the ordinary gravitational field is also called Newtonian field.
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gravitodynamical field. We derived the gravitational energy-momentum tensor and we gave a

physical interpretation of its components.

We have calculated second-order gravitational equations, a correction made to Jefimenko’s
linear gravitational equations. These linear equations were first obtained by Oliver Heavisi-
de [3], making an analogy between the laws of electromagnetism and gravitation. To achieve
our goal, we have used perturbation methods on Einstein field equations. It should be emp-
hasized that the resulting system of equations can also be derived from Logunov’s non-linear
gravitational equations, but with different physical interpretation, for while in the former gra-
vitation is considered as a deformation of space-time [4-7], in the latter gravitation is consi-
dered as a physical tensor field in the Minkowski space-time (8, 9, 18]. In Jefimenko’s theory
of gravitation [10, 11], there are two kinds of gravitational fields, the ordinary gravitational
field, due to the presence of masses, at rest or in motion and other field called Heaviside field
due to moving masses and acting only over moving masses. The Heaviside field is known in
general relativity as Lense-Thirring effect or gravitomagnetism?, interpreted as a distortion of

space-time due to the motion of mass distributions [14, 15].

We developed the gravitational theory using the space-time geometric algebra. We showed
the principles of this mathematical language that has allowed us to unite different mathema-
tical systems used in different branches of physics, such as the vector analysis, complex cal-
culus, tensors, quaternions, matrix algebra, etc., in a geometric approach. The objects used in
this theory are called multivectors. We generalized the results obtained in the mathematical
analysis in the so called geometric calculus. We showed how the linear gravitational equations
obtained from different approaches, namely, linearized Einstein’s field equations [16] (from
tensor analysis), the Heaviside gravitational equations [3] (from Gibbs’s vector calculus), the
gravitational equations obtained using quaternions by Arbab [17], the linear equations from

Logunov’s relativistic theory of gravitation [18], can be summarized into a single equation, ins-

“The Heaviside field is the gravitational analogous of the magnetic field in the electromagnetic theory, its exis-
tence was proved employing the Gravity Probe B launched by NASA [12,13]. It is a type of gravitational induction.



tead of four. Another advantage of using geometric algebra is that all equations are basis free,
which means that the system of gravitational equations and its solutions are independent of

reference frames.
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Capitulo 1

Introduccidon

La teoria generalizada de la gravitacion de Jefimenko esta basada en la analogia entre las
leyes de la gravitaciéon y de la electrodindmica sintetizada por J. C. Maxwell. Fue propuesta
originalmente por Heaviside y desarrollada un siglo después por O. Jefimenko [10, 11], ha-
biendo llevado el trabajo de Heaviside al lenguage del calculo vectorial actual. Para establecer
dicha analogia, se supuso la existencia de un campo adicional al campo gravitacional ordina-
rio, llamado por Jefimenko, campo cogravitacional, pero nosotros lo hemos llamado campo de
Heaviside, que tinicamente surge de masas en movimiento y actiia sobre masas en movimiento.
Es interesante destacar que cuatro afios antes de publicar su teoria de la relatividad general,
Einstein publicé el articulo: Is there a gravitational effect which is analogous to electrodynamic
induction? [19] donde menciona la posibilidad de un analogo gravitacional de la induccién
electromagnética. Este articulo fue practicamente desconocido, posiblemente debido a que fue
publicado en una revista inapropiada cuyo titulo traducido del aleman es: Revista trimestral de

medicina forense y salud ptiblica.
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1.1. Contenido conceptual de la teoria gravitodinamica

La interaccién gravitacional de los cuerpos celestes puede parecer un “fendémeno muy mis-
terioso”. Tradicionalmente es atribuido (sin ninguna explicacién) a la accién de fuerzas de la
“gravitacion universal”. Pero, ;donde estan los hilos, las cuerdas, las cadenas o los resortes que
jalan los cuerpos celestes unos a otros? ;Cémo “sabe” la Tierra que necesita girar alrededor del
Sol? ;Como “siente” dénde esta ubicado el Sol? Hasta donde sabemos, no existe una conexion
material entre los cuerpos celestes. Pero si no hay una conexién material, sno significa que las
interacciones gravitacionales no son una manifestaciéon de la accién de las fuerzas, sino la mani-
festacion de la existencia de algiin agente o mecanismo? La teoria generalizada de la gravitacién
de Jefimenko ! responde a esta pregunta suponiendo que las interacciones gravitacionales estan
mediadas por los campos de fuerza gravitacional y de Heaviside.

Un campo gravitacional es una region del espacio donde una masa experimenta una fuerza gravi-
tacional. Cuantitativamente, un campo gravitacional se define en términos del campo vectorial

gravitacional g por la misma ecuacién por la cual se define en la teoria de Newton:
F
8
—_8 1.1
g="—" (1.1)

donde Fg es la fuerza ejercida por el campo gravitacional sobre una masa estacionaria de prueba
m.

Un campo de Heaviside es una region de espacio donde una masa experimenta una fuerza de
Heaviside. Cuantitativamente, un campo de Heaviside estd definido en términos del campo vec-

torial de Heaviside k por la ecuaciéon
Fy = m(v xk), (1.2)

donde Fy es la fuerza ejercida por el campo de Heaviside sobre una masa de prueba en movi-

'Llamada por nosotros en el articulo [20] teoria gravitodindmica.
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miento y v es la velocidad relativa de la masa de prueba moviéndose dentro de k.

Se supone que ambos campos gravitacional y de Heaviside se propagan en el espacio con
velocidad finita. Esta velocidad atin no es conocida, pero se cree que es igual a la velocidad de la
luz. Sin embargo, la teoria gravitodindmica es compatible con una velocidad de propagacién de
la gravitaciéon diferente de la velocidad de la luz y no se ve afectada por la velocidad a la cual los
campos gravitacionales se propagan. Aunque decimos que los campos gravitacional y de Hea-
viside se “propagan”, no es del todo claro que entidad fisica se propaga, ya que por definicién
dichos campos son “regiones de espacio”. Es concebible que lo que realmente se propaga son
algunas particulas que de alguna manera crean campos gravitacionales y de Heaviside. Es po-
sible que estas partéulas ya hayan sido descritas [21], y es posible que algunos de sus efectos ya
hayan sido observados [22]. Sin embargo, no hay suficiente informacién sobre estas particulas
para hacer una declaracion definitiva sobre su existencia, naturaleza o propiedades.

La teoria gravitodindmica estd de acuerdo con el principio de causalidad porque, como ve-
remos mas adelante, en esta teoria los campos gravitacionales y de Heaviside se expresan en
términos de integrales retardadas cuyos integrandos son las fuentes causales de los campos.

La teoria gravitodinamica también concuerda con la ley de conservaciéon del momento por-
que, segun esta teoria, los campos gravitodindmicos son repositorios del momento del campo
gravitodindmico, y porque el momento mecdnico de un cuerpo que se mueve en un campo
gravitodindmico puede convertirse en el impulso de campo y el impulso de campo se puede
convertir en el impulso mecédnico del cuerpo. Como resultado de esta conversién, la suma del
impetu mecanico y de campo del sistema combinado de campo-cuerpo es siempre la misma, y
el impetu total del sistema se conserva [11].

De acuerdo con la teoria gravitodindmica, los campos gravitodinamicos también son repo-
sitorios de energia de campo. La energia cinética de un cuerpo que se mueve en un campo
gravitodindmico se puede convertir en la energia del campo, y la energia del campo se puede
convertir en energia cinética del cuerpo. Como resultado de esta conversién, la suma de las

energias mecanica y de campo del sistema combinado cuerpo-campo es siempre la misma, y asi
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la energia total del sistema se conserva [11].

Obviamente, no hay deducciones de las férmulas presentadas en esta introduccién, porque
este capitulo estd basado en la revisiéon hecha sobre el trabajo realizado por Jefimenko [1]. Tam-
bién es importante tener en cuenta que podemos obtener todos los resultados al reemplazar
todas las variables y constantes presentadas en el Cuadro 1.1 en las ecuaciones de Maxwell.
Ademas, es importante tener en cuenta que esta teoria se desarrolla desde dos puntos de vis-
ta, uno de ellos es postular las soluciones retardadas y hacer uso de las identidades del calculo
vectorial para obtener las ecuaciones de Jefimenko, y de manera equivalente, podemos postular

el sistema de ecuaciones de Jefimenko y obtener las soluciones retardadas.

| Electromagnetismo | Gravitacion |
g carga m masa
o densidad de carga p densidad de masa
¢ potencial escalar eléctrico @ potencial escalar gravitacional
A vector potencial magnético I' vector potencial de Heaviside
J. densidad de corriente eléctrica | J densidad de corriente de masa
I, corriente eléctrica I corriente de masa
E campo eléctrico g campo gravitacional
B campo magnético k campo de Heaviside
€ permitividad del vacio -1/4nG
po permeabilidad del vacio —4nG/c?
~1/4mey = pc*/4n G constante gravitacional

Cuadro 1.1: Analogia entre cantidades electromagnéticas y gravitacionales.

1.2. Ecuaciones fundamentales de la teoria gravitodinamica

Las dos ecuaciones principales de la teoria gravitodindmica son las ecuaciones para el campo

gravitacional g y el campo de Heaviside k:

_ [p] 1 [dp , G (1]dpv)
5= [ {15 | e 2 [ 1|25

]d3x’ (1.3)
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c? r3  r2c| ot

k=-2 {@Jr . a(pv)]}xrd3 g (1.4)

donde g es el campo gravitacional creado por la masa m distribuida en el espacio con densidad

p, 1 = \(x=x')2+(y-9)2+(z—2)? es la distancia desde el punto fuente (x’,y’,z’), donde se
encuentra el elemento de volumen de integracién d>x’, hasta el punto de campo (x,,z), donde
se ha observado o calculado g, r es el radio vector dirigido desde d>x” al punto de campo, k es el
campo de Heaviside creado por la densidad de corriente de masa pv y su derivada temporal, v
es la velocidad con la que se mueve la distribucién de masa p y c es la velocidad de propagacion
de la gravitacién (generalmente se supone igual a la velocidad de la luz). Los corchetes en estas
ecuaciones son simbolos de retardo que indica que las cantidades entre los corchetes deben
evaluarse para el tiempo “retardado”, ' = t—r/c, donde t es el tiempo durante el cual se evaltan
g v k. La integracién de las integrales de las ecuaciones (1.3) y (1.4) se realizan sobre todo el

espacio.

De acuerdo a la ecuaciones (1.3) y (1.4) el campo gravitacional g tiene tres fuentes causales:
la densidad de masa p, la derivada temporal de p y la derivada temporal de la corriente de masa
pv; el campo de Heaviside k tiene dos fuentes causales: la densidad de corriente de masa pv y

la derivada temporal de pv.

Adicionalmente a las ecuaciones (1.3) y (1.4) para los campos gravitacional y de Heaviside,

las siguientes ecuaciones constituyen el fundamento matemadtico de la teorfa gravitodindmica:

1) La ecuacion de la conservacién de la masa (“la ecuacién de continuidad”)

0
V- (pv) = —a—f, (1.5)
o en forma integral
épv.ds = —%de%. (1.6)

De acuerdo a estas ecuaciones, siempre que una masa contenida en una regién de espacio dis-
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minuye o crece, hay un flujo saliente o entrante de masa desde o hacia esta regién.

2) Fuerza que actta sobre una distribucién de masa de densidad p

F:J@@+vxmd%, (1.7)

donde v es la velocidad del elemento de masa pd>x y la integral se extiende sobre la region de

espacio que contiene la masa en consideracion.

3) La densidad de energia de campo contenida en el campo gravitodindmico

1 2, 212
+ , L.
w G(g c’k?) (1.8)

es importante notar que la energia del campo gravitodinamico es negativa. Esto significa que
ninguna energia puede ser extraida del campo gravitodinamico para destruir el campo. Por el contra-

rio, la energia debe ser entregada para destruirlo.

4) Energia de campo contenida en una regién de campo gravitodindmico

1 2, 21,2\43
E= Fyrel (g°+ck?)d’x, (1.9)

donde la integracién se extiende sobre la regién considerada.

5) Flujo de energia del campo gravitodinamico (“vector de Poynting gravitacional”)

c?

S=——
4G

(k x g). (1.10)

Este vector representa la direccién y el indice de flujo de energia gravitodindmica por unidad
de drea en un punto del espacio en consideracién. La ecuacién (1.10) junto con las ecuaciones

(1.3)-(1.5) y (1.8) aseguran la conservacién de la energia en las interacciones gravitodinamicas.
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6) Densidad de momento del campo contenida en el campo gravitodindmico
P=—kxg. (1.11)

7) Momento del campo contenido en el campo gravitodinamico

1

donde la integracién se extiende sobre la regiéon considerada.

8) Correlaciones entre el momento mecanico Py, y el momento de campo gravitodindmico

52;—?4 = —ﬁf%(k x g)d>x + ﬁ{%g@( 24+ c?k?)ds - 9€g(g-d5) _c295k<k - dS)}, (1.13)
donde g y k son los campos Newtoniano y de Heaviside en el sistema en consideracién. En
esta ecuacion, la derivada de la izquierda representa el indice de variacién del momento de un
cuerpo localizado en un campo gravitodindmico, la integral de volumen representa el indice
de variaciéon del momento del campo en la regién del campo donde el cuerpo se localiza, y las
integrales de superficie representan el flujo del momento de campo a través de la superficie que
encierra la region considerada. Junto con las ecuaciones (1.3)-(1.5), (1.7) y (1.11), esta ecuacién

asegura la conservacién del momento en las interacciones gravitodindmicas.

1.3. Fuerzas gravitacionales en la teoria gravitodinamica

Una de las més importantes diferencias entre la teoria de la gravitacion de Newton y la
teoria gravitodindmica reside en la interpretacién del mecanismo de las interacciones gravita-
cionales. Mientras en la teoria original de Newton la interaccién gravitacional entre dos cuerpos
involucra sélo una fuerza gravitacional de atraccién, en la teoria gravitodinamica la interaccién

gravitacional entre dos cuerpos involucra una juxtaposicion intrincada de varias fuerzas dife-
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rentes. Matematicamente, esas fuerzas resultan de las ecuaciones (1.3), (1.4) y (1.7). Cuando las
ecuaciones (1.3) y (1.4) son escritas como cinco integrales separadas, usando J por pv, estas se

convierten en

_ [p] 3.7 1 ap 3.7 G 1 aI 3.,/
g——GJr—ard X —GJ—rzc 5 rd”x +_c2f? 5 d°x (1.14)
y
G s, G L[A] s
k = —C2 _1"3 Xrd’x —C2 rTclﬁ xrd’x (115)

Cada una de esas integrales representa un campo de fuerza. Por lo tanto, de acuerdo a la teoria
gravitodindmica, la interaccién gravitacional entre dos cuerpos involucra al menos cinco fuer-

zas diferentes. Consideremos las fuentes fisicas de esas fuerzas.

Primero analizemos la ecuacién (1.14). El campo representado por la primera integral de
esta ecuacioén es el campo gravitacional Newtoniano ordinario creado por la distribucién de
masa p corregido por la velocidad finita de propagacién del campo, como esta indicado por
los corchetes cuadrados (el simbolo de retardo). El campo representado por la segunda integral
es creado por la masa cuya densidad varia con el tiempo. Al igual que el campo gravitacional
ordinario, este campo también estd dirigido hacia la masa, la cual crea ambos campos. El campo
representado por la ultima integral en la ecuacién (1.14) es creado por una corriente de masa
cuya magnitud y/o direccién varia con el tiempo. La direcciéon de este campo es paralela a la
direccién a lo largo de la cual la corriente de masa incrementa. Todos estos tres campos en la
ecuacion (1.14) acttian tanto sobre masas estacionarias como sobre masas en movimiento.

Consideremos ahora la ecuacién (1.15). La primera integral en esta ecuacién representa el
campo de Heaviside creado por la corriente de masa. La direccién de este campo es normal al
plano generado por el vector densidad corriente de masa J y el radiovector r. La segunda inte-
gral representa el campo creado por una corriente de masa variable con el tiempo. La direccién
de este campo es normal a la direccién a lo largo de la cual la corriente de masa incrementa. Por
la ecuacién (1.7), ambos campos en la ecuacién (1.15) acttian s6lo sobre masas en movimiento.

Si la masa en consideracién no se mueve y no cambia con el tiempo, entonces no hay re-
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tardo, ni corriente de masa. En este caso, ambas integrales en la ecuacién (1.15) se anulan y
s6lo permanece la primera integral en la ecuacién (1.14). Como resultado simplemente obte-
nemos la integral que representa el campo gravitacional Newtoniano ordinario. Asi, la teoria
gravitacional Newtoniana ordinaria es un caso especial de la teoria generalizada, como deberia
ser.

En lo que a la interaccién gravitacional entre dos masas concierne, el significado de las
cinco intergales discutidas arriba pueden ser explicadas con la ayuda de la Figura 1.1. La parte
superior de la Figura 1.1 muestra la fuerza que la masa m; experimenta bajo la accién de la
masa m, de acuerdo a la teoria Newtoniana ordinaria. La parte inferior de la Figura 1.1 muestra
cinco fuerzas las cuales la misma masa m; experimenta de acuerdo a la teoria gravitodindmica.
El tiempo para el cual la posicién de las dos masas y la fuerza experimentada por m; son
observadas estdn indicadas con la letra t. Antes que nada, de acuerdo con la teoria Newtoniana
ordinaria, la masa m; estd sujeta a una sola fuerza dirigida a la masa m, en su ubicacién actual,
es decir, a su ubicacién en el momento ¢. Sin embargo, de acuerdo a la teoria gravitodindmica,
todas las fuerzas que actian sobre la masa m; estan asociadas, no con la posicién de la masa m,
al tiempo de observacién, sino con la posicién de m; en el tiempo anterior ¢’ < t. Por ende, la
magnitud de la masa m,, su posicién y su estado de movimiento en el tiempo presente no tiene
efecto del todo sobre la masa m;.

Los subindices identifican las cinco fuerzas mostradas en la parte inferior de la Figura 1.1
que corresponden a las cinco integrales de las ecuaciones (1.14) y (1.15). La fuerza F; se asocia
simplemente con la masa m, y difiere de la fuerza gravitacional Newtoniana ordinaria sélo en
que se dirige, no a la masa m, en su posicién actual, sino al lugar donde se encontaba en el
tiempo pasado t’. La fuerza F, estd asociada con la variaciéon de la densidad de la masa m, con
respecto al tiempo; la direcciéon de esta fuerza es la misma como la de F;. La fuerza F; esta
asociada con la variacién temporal de la corriente de masa producida por m,; esta fuerza esta
dirigida a lo largo del vector aceleracién a (o a lo largo del vector velocidad v,) el cual la masa

m, tenia en el tiempo t’. Las tres fuerzas son producidas por el campo gravitacional g (si m,
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m,

—~
=N
v
[

Figura 1.1: La parte superior de esta figura muestra la fuerza que experimenta la masa m;
bajo la accién de la masa m, de acuerdo con la teoria Newtoniana ordinaria. La parte inferior
muestra cinco fuerzas, que la misma masa m; experimenta bajo la accién de la masa m, de
acuerdo con la teorfa gravitodinamica.

es una masa puntual moviéndose con velocidad constante, g y el vector resultante de las tres

fuerzas estd dirigido hacia la posicién presente de m,) [11].

Las fuerzas F; y F5 son debidas al campo de Heaviside k. La fuerza F, estd asociada con la
corriente de masa creada por la masa m; y con la velocidad de la masa m,. Su direccién es nor-
mal al vector velocidad v, el cual la masa m, tenia en el tiempo ¢’ y normal al vector velocidad
vy el cual la masa m; tiene al tiempo presente t. La fuerza F5 estd asociada con la velocidad de
la masa m; y con la variacién de la corriente de masa de la masa m, con respecto al tiempo; la
direccion de esta fuerza es normal al vector aceleracién (o al vector velocidad) que la masa m,
tenia en el tiempo ¢’ y normal al vector velocidad que la masa m; tiene en el tiempo presente
t. Aunque no estan mostradas en la Figura 1.1, estdn involucradas las fuerzas adicionales aso-
ciadas con las rotaciones de m; y m, (velocidades angulares w; y w;) en la interaccién entre las

dos masas [11].
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Las fuerzas F,, F3, F4 y F5 son comunmente més débiles que la fuerza F, debido a la presen-
cia de la velocidad de la interaccién gravitacional c en los denominadores de las integrales que
representan los campos responsables de esas cuatro fuerzas. Esto significa que s6lo cuando la
velocidad traslacional o rotacional de m; 6 m, se acercan a c, las fuerzas F,, F5, F; y F5 son pre-
ponderantes. Por supuesto, el efecto acumulativo de estas fuerzas en sistemas gravitacionales
de larga duracién (como el sistema solar, por ejemplo) puede ser significativo independiente-

mente de las velocidades de las masas que interactaan.

1.4. Relacion entre la gravitodinamica y la relatividad especial

Hasta hace poco, se creia que la analogia entre las ecuaciones electromagnéticas y gravi-
tacionales no podia aplicarse a los sistemas a altas velocidades, porque la carga eléctrica no
se ve afectada por la velocidad, pero se pensaba que la masa de un cuerpo en movimiento si.
Ahora se acepta generalmente que la masa -al igual que la carga eléctrica-, no depende de la
velocidad. En este punto conviene explicar detalladamente porque apoyamos esta postura. La

féormula comunmente usada para definir la masa relativista es

M= , (1.16)

donde M es llamada masa relativista, m es la masa del cuerpo en reposo, v es la velocidad del
cuerpo, y c es la velocidad de la luz en el vacio. La ecuacién (1.16) fue introducida por Tolman
en su articulo Non-Newtonian mechanics, the mass of a moving body [23], aparentemente apoyado
por los experimentos de Kaufmann, Bucherer y Neumann realizados a inicios del siglo XX, pero
tal concepto ha llevado a confusiones y errores de manera que desde la mitad del siglo XX se

ha preferido explicar los experimentos de Kaufmann de manera diferente, sobre la base de los
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conceptos de energia y momento relativistas, dados por

E= yp= , (1.17)

las cuales obviamente implican que para altas velocidades lo que depende de la velocidad del
cuerpo es la energia y el momento del cuerpo y no su masa. Si consideramos el cuadrimomento

de un cuerpo, podemos determinar la masa de un objeto por medio de

1’:"2—p2c2 = m3c*, (1.18)

donde E y p, dados por (1.17), estan relacionados por las transformaciones de Lorentz. Aqui

podemos citar la carta de Einstein a Barnet en 1948:

“No es correcto introducir el concepto de la masa M = m/V1 —v2/c? de un cuerpo en movi-
miento, para el cual no se puede dar una definicién clara. Es mejor no introducir ningin otro
concepto de masa mas que la masa en reposo m. En lugar de introducir M es mejor mencionar

la expresidn para el momento y la energia de un objeto en movimiento”.

Para una discusién mas detallada sobre la historia y el uso del concepto de masa relativista,
ver C. Adler, Does mass really depend on velocity, dad? [24], también L. Okun, The concept of mass
[25] y la carta en respuesta a estos articulos de T. Sandin, In defense of relativistic mass [26]. Esto
también significa que las ecuaciones de transformacion de la teoria de la relatividad especial

desarrollada para sistemas electromagnéticos [27] tienen sus contrapartes gravitodindmicas.

Por lo tanto, no es necesario deducir ecuaciones de transformacién gravitodindmicas relati-
vistas, porque podemos obtenerlas facilmente reemplazando simbolos y constantes que apare-
cen en ecuaciones electromagnéticas relativistas por los simbolos y constantes gravitodindmicas

correspondientes con la ayuda del Cuadro 1.1.

Las ecuaciones basicas de transformacién gravitodinamicas relativistas obtenidas de es-

ta manera se enumeran a continuacion. Es importante tener en cuenta que estas ecuaciones
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se pueden deducir directamente, sin utilizar la analogia entre los sistemas electromagnéticos
y gravitodindmicos (ver O. Jefimenko, Derivation of relativistic transformation for gravitational
fields from retarded field integrals [28]). En estas ecuaciones, las cantidades no primadas son las
medidas en el sistema de referencia estacionario ¥ (“laboratorio”), y las cantidades primadas

son las medidas en el marco de referencia movil Y.

1.4.1. Ecuaciones de transformacién que correlacionan cantidades medidas

en Y. con cantidades medidas en Y’

a) Ecuaciones para las coordenadas del espacio y tiempo

x=y(x" +vt), (1.19)
y=v (1.20)
z=12, (1.21)

, vx’
t:y(t + ) (1.22)

donde y = (1 -v?/c?)71/2,

b) Ecuaciones para el campo gravitacional

8 = 8 (1.23)
8y = (g, +vk)), (1.24)
8 = v(g +vk)). (1.25)

c) Ecuaciones para el campo de Heaviside

ke =k, (1.26)
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d) Ecuaciones para las densidades de masa y corriente de masa

v],’c)

p=Y (p’ t 3
Je=yUs+vp’),
Iy =1,
J.=1.

e) Ecuaciones para los potenciales gravitacional y de Heaviside

p=y(@ +vL)),

rx:y(rx’+w )

CZ
L,=1,
I,=T).

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)
(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

1.4.2. Ecuaciones de transformacion que correlacionan cantidades medidas

en Y’ con cantidades medidas en ¥

a) Ecuaciones para las coordenadas del espacio y tiempo

x' = y(x—vt),

(1.37)
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y'=y, (1.38)
J =2 (1.39)
, VX
‘ :y(t—c—z), (1.40)

b) Ecuaciones para el campo gravitacional

8 = 8w (1.41)
& = V(g —vky), (1.42)
g = y(8& —vky). (1.43)

c) Ecuaciones para el campo de Heaviside

k. =k, (1.44)
Vi v zZ
6=k +252), (1.45)
) v
kz:y(kz+c—;’). (1.46)

P'=7/(p—vc—]2x); (1.47)
]; = V(Ix_vp): (148)
Iy =Ty (1.49)

J.=1.. (1.50)
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e) Ecuaciones para los potenciales gravitacional y de Heaviside

¢ =y(@-vL) (1.51)
, v
I‘X:y(rx—c—f), (1.52)
/=T, (1.53)
=T, (1.54)

Claramente, las ecuaciones de transformacién para cantidades fisicas que no involucran cam-
pos eléctricos y magnéticos (como velocidad, aceleracion, fuerza, etc.) también son validas para
sistemas gravitodinamicos. Sin embargo, la constante ¢ que aparece en las ecuaciones de trans-
formacioén relativistas convencionales representa la velocidad de propagacién de los campos
electromagnéticos en el vacio, que es la misma que la velocidad de la luz. Se desconoce la veloci-
dad de propagacién de los campos gravitodinamicos, aunque generalmente se cree que es igual
a la velocidad de la luz (Hay mediciones indirectas que muestran que ambas coinciden [29]). Si
la velocidad de propagacion de los campos gravitacionales no es la misma que la velocidad de
la luz, nuestras ecuaciones de transformacién relativista para la gravitacién seguirian siendo
correctas, pero la constante ¢ que aparece en ellas seria diferente de la ¢ que aparece en las
ecuaciones electromagnéticas correspondientes. Por lo tanto, el comportamiento de los cuerpos
que se mueven rdpidamente implicados en las interacciones gravitacionales seria diferente del
comportamiento de los cuerpos moviédose rapidamente involucrados en las interacciones elec-
tromagnéticas. En efecto, habria dos mecanicas diferentes: la “mecanica gravitoadindmica” y
la “mecdnica electromagnética” involucrando diferentes masas efectivas, diferentes momentos
efectivos y diferentes energias de reposo.

Segun la ecuacién de masa-energia de Einstein, cualquier energia tiene cierta masa. Pero
una masa es una fuente de gravitacién. Por lo tanto, el campo gravitacional de una distribucién

de masa puede ser causado no solo por la distribucién de masa como tal, sino también por la
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energia gravitacional de esta distribucién (para una discusion detallada de este efecto, incluida
la posibilidad de distribuciones de masa antigravitacionales derivadas de esta [11]). Si se tiene
en cuenta este efecto, la ecuacién para la divergencia del campo gravitacional (véase la ecuacion
(7-1.1) en [11])

V.-g=-4nGp (1.55)

se vuelve aproximadamente correcta, y todas las ecuaciones derivadas con la ayuda de la ecua-
cién (1.55) también se vuelven aproximadamente correctas. Sin embargo, es importante tener
en cuenta que este efecto energético, si existe, es extremadamente pequefio®. En relacién con lo
anterior, véase el trabajo Binormal Motion of Curves of Constant Curvature and Torsion. Genera-

tion of Soliton Surfaces [30].

1.5. Formulaciéon covariante de la teoria gravitodinamica

Algunos autores consideran que la formulacién covariante de férmulas y ecuaciones fisicas
es la formulacién mas apropiada para expresar las leyes de la fisica en una forma independiente
del sistema de referencia. Algunos autores también creen que es mas conciso y ocasionalmente
mas informativo que la formulacién convencional. Dado que cualquier ecuacién invariante bajo
transformaciones relativistas debe ser expresable en forma covariante, y dado que el principio
de relatividad se considera una ley fundamental de la naturaleza, algunos autores consideran
que las leyes de la fisica que no pueden expresarse en forma covariante son “incompletas”
o “incorrectas”. Este punto de vista es indudablemente incorrecto, ya que de acuerdo con él,
incluso las ecuaciones de Maxwell en su forma vectorial deben clasificarse como “incompletas”
o “incorrectas”. Tenga en cuenta también que la formulacién covariante cambia la forma de las

ecuaciones pero no crea nuevas leyes fisicas y, por lo tanto, es de utilidad muy limitada.

2Contrariamente a la creencia predominante, las ecuaciones de la electrodindmica relativista y toda la teoria de
la relatividad especial también son aproximadamente correctas, ya que sélo son validas para sistemas inerciales
(“marcos de referencia inerciales”). En realidad, tales sistemas no existen, porque en todas partes del Universo
hay un campo de fuerza gravitacional, lo que hace que todos los sistemas y ubicaciones en el Universo no sean
inerciales.
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La ley gravitacional de Newton es un ejemplo de una ley fisica que no puede expresarse en
forma covariante. El problema de encontrar una forma invariante de la ley de la gravitacién lo
consider primero Poincaré, pero sin éxito (ver su articulo Sur la dynamique de L'Electron [31]).
Es interesante observar que Poincaré intent6 resolver el problema basdndose en solo un campo
gravitacional (el andlogo gravitacional del campo electrostatico). Pero incluso si la teoria de la
gravitacion se basa en dos campos, una teoria covariante de la gravitacion no es posible a menos
que la masa gravitacional, al igual que la carga eléctrica, no dependa de la velocidad con la que

se mueve la masa.

Como ya mencionamos, ahora es més aceptado que la masa no depende de la velocidad [24-
26]. Por lo tanto, una formulacién covariante de la teoria de la gravitaciéon basada en campos
gravitodidmicos no sélo es posible, sino que se puede construir directamente desde la teoria
covariante del electromagnetismo mediante una mera sustitucion de simbolos y constantes de

acuerdo con la lista anterior.

En particular, a partir de ecuaciones electromagnéticas [27], podemos obtener directamente

el “cuadrivector posiciéon covariante”

r=(x1,Xp,X3,%4) = (X,9,2,ict). (1.56)

A partir del cuadrivector corriente eléctrica [27] obtenemos por sustituciones la expresion co-

variante para el cuadrivector corriente de masa

]:(]1’]21]31]4):(]xljyr]zlicp)' (157)

donde J,, J, y J, son las componentes x, y y z de la densidad de corriente de masa. Del tensor
de campo electromagnético [27] obtenemos el tensor de campo gravitodindmico reemplazando

las componentes x, y y z de E por las componentes correspondientes de g y las componentes x,
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vy z de B por las componentes correspondientes de k

0 k,  —ky —igx/cq

-k, 0 k, —ig,/c
H. = & (1.58)

nv
v ke 0 —ig,/c

ig/c igy/c ig/c 0

é -
0 k, —k, g /c
—k, 0 k., ig,/c
HMW = & (1.59)
k, —k, 0 ig,/c

—ig/c —igy/c —ig/c 0
donde el subindice u indica la fila (1, 2, 3, 4 de arriba a abajo) y el subindice v indica la colum-
na (1, 2, 3, 4 de izquierda a derecha). Finalmente, de la misma manera, obtenemos expresiones
covariantes de las ecuaciones diferenciales para el tiempo presente para campos gravitodinami-

COS:

i 0H 41G
wo_
Z T = e i (1.60)

(9HW aHv/\ 8HM B
+ + =0
o0x, dx,, ox,

(1.61)

Debemos recalcar que c es la velocidad de propagacién del campo gravitodinamico.

1.6. El campo gravicinético

Como ya hemos mostrado, una de las principales diferencias entre la teoria gravitodindmica
y la teoria gravitacional de Newton es que en la teoria gravitodindmica hay un campo de fuerza
especial: el campo de Heaviside. El campo de Heaviside es producido por todas las masas en

movimiento, y actda en todas las masas en movimiento. En esta seccién explicaremos que en la
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teorfa gravitodinamica hay otro campo de fuerza mas producido por las masas en movimiento.
Sin embargo, en contraste con el campo de Heaviside, este campo es producido solamente por
masas cuya velocidad cambia en el tiempo y, de nuevo en contraste con el campo de Heaviside,

actua sobre todas las masas, tanto en movimiento como estacionarias.

Como ya sabemos, la principal ecuacién del campo gravitacional de la teoria gravitodindmi-

_ lel, L1 5., G (L[|,
g_—GJ‘{r3+rZC o 1'dx+c2 p Btdx' (1.62)

donde J = pv es la densidad de corriente de masa producida por una distribucién de masa p

caes

en movimiento. El primer término de la derecha de la ecuacién (1.62) representa el campo gra-
vitacional Newtoniano retardado. Al igual que el campo Newtoniano ordinario, este campo se
origina en cualquier distribucién de masa p y es responsable de la atraccién gravitacional. El
segundo término que depende de la variacién de la densidad de la masa (podria ser un trans-
bordador que abandona la tierra o una estrella que van agotando su combustible), esta también
en la direccién radial pero su contribucién es pequefia comparada con el término Newtoniano,
pues depende del inverso de c. El dltimo término a la derecha de la ecuacién (1.62) representa
un campo gravitacional muy diferente del campo Newtoniano. Como se puede ver en la ecua-
cién (1.62), este nuevo campo es producido por una corriente de masa variable en el tiempo
d)/dt y difiere en dos aspectos importantes del campo gravitacional Newtoniano: se dirige a lo
largo de la corriente de masa (més exactamente, a lo largo de su derivada parcial temporal) en
lugar de alo largo de un radiovector, y existe slo mientras la corriente de masa esté cambiando
en el tiempo. Por lo tanto, la fuerza gravitacional causada por este campo también es diferente
de la fuerza Newtoniana ordinaria. Esta fuerza (designada como F; en la Figura 1.1) se dirige a
lo largo de dJ/dt y dura sélo mientras la corriente de masa esté cambiando. A diferencia de la
fuerza gravitacional Newtoniana, que siempre es una interaccién de atraccién entre masas gra-
vitacionales, la fuerza debida a la J variable en el tiempo es basicamente una fuerza de arrastre.

Si s6lo cambia la magnitud, pero no la direccién J, esta fuerza se dirige paralela o antiparalela
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(si dJ/dt es negativa) a J, lo que hace que una masa sometida a esta fuerza se mueva paralela
o antiparalela (en lugar de hacia) la distribucién de masa que forma la corriente de masa. Sin
embargo, como la fuerza Newtoniana, la fuerza debida a la J variable en el tiempo actaa sobre
todas las masas. Es importante tener en cuenta que, a diferencia del campo de Heaviside, el
campo producido por dJ/dt generalmente no es creado por masas que se mueven con velocidad

constante v.

Como el campo gravitacional creado por las corrientes de masa variables en el tiempo es
muy diferente del campo Newtoniano y del campo de Heaviside, se le debe dar un nombre
especial. Teniendo en cuenta que la causa de este campo es un movimiento de masas, pode-
mos llamarlo campo gravicinético, y podemos llamar a la fuerza que este campo ejerce sobre

otras masas la fuerza gravicinética. Designaremos el campo gravicinético por el vector g;. De la

G (1[d)] 5,
gk—cjf?[mld X . (163)

Debido a la presencia de c? en el denominador de la ecuacién (1.63), el campo gravicinéti-

ecuacioén (1.62) tenemos

co no puede ser particularmente fuerte, excepto cuando la corriente de masa responsable sea
muy rapida. Por otro lado, teniendo en cuenta que la escala de tiempo en las interacciones
gravitacionales que tienen lugar en el universo puede ser muy grande, el efecto final del cam-
po gravicinético en tales interacciones puede ser muy considerable, independientemente de la

velocidad a la que cambie la corriente de masa.

Mostremos ahora la correlaciéon entre el campo gravicinético y el campo gravitacional. Si
comparamos la ecuacion (1.63) con la expresion para el vector potencial de Heaviside retardado

I',.; producido por una corriente de masa J (ver Seccién 3-3, ecuacién (3-3.2) en [11]),

T, = —C%Jgdi‘x', (1.64)
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reconocemos que el campo gravicinético es igual a la derivada con respecto del tiempo de I',;:

arret
T (1.65)

Observe que la ecuacion (1.65) sefiala la posibilidad de una nueva definicién e interpretacion

del vector potencial de Heaviside. Integremos la ecuacién (1.65), obtenemos

L= —Jgkdt+const. (1.66)

Definimos la integral temporal de gy como el impulso gravicinético. Entonces, podemos decir que
el vector potencial de Heaviside creado por una corriente de masa en un punto en el espacio es
igual al negativo del impulso gravicinético producido por esta corriente en ese punto durante la
accién de la corriente de masa. Dado que el impulso gravicinético es, en principio, una cantidad
medible, tenemos una definicidon operativa y una interpretacién fisica del vector potencial de

Heaviside.

Una relacién mas directa entre el campo gravicinético y el campo de Heaviside puede obte-
nerse de la siguiente forma. Supongamos que una corriente de masa inicialmente estacionaria
J(x'v’,2’), (por ejemplo, una masa esférica rotando inicialmente en reposo) se mueve como un
todo con una velocidad v constante hacia un observador en reposo localizado en el origen de
coordenadas. La corriente de masa es entonces funcién de x = x"—v,t, p =y’ — vytyz= z' —v,t,
6

J=J(x=x"-vt,y =y ~vyt,z=2"~v,t). (1.67)
La derivada temporal de la corriente de masa es

N _ A AT

il P e » L RS 68)

El campo gravicinético causado por una corriente de masa en movimiento es, entonces, por las
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ecuaciones (1.63) y (1.68),
g = —— | —a% (1.69)

La derivada espacial que aparece en la ecuacién (1.69) se puede eliminar utilizando la identidad

vectorial (V-6) de la referencia [11], obteniendo lo siguiente
V- N=w-V)J+vx (V' x])+J-VIV+] x (V' xV). (1.70)

Tomando en cuenta que v es un vector constante, obtenemos

g = _%de3x'+ G de%’. (1.71)

c 2 r
Si comparamos la ecuacién (1.71) con la ecuacién (3-1.2) de [11] para el campo de Heaviside

NI LD
c r

d3x’ (1.72)

hallamos que la ecuacién (1.71) puede escribirse como

G ([V(v: ,
k=" ercﬁx -vxKk, (1.73)

donde k es el campo de Heaviside creado por la corriente de masa en movimiento J.

1.7. Induccién gravitacional

Ahora presentamos un ejemplo (para mas ejemplos, ver la Seccién 2-2 en [11]) para demos-
trar los efectos de la fuerza del campo gravicinético. Por simplicidad hemos usado los campos
gravicinéticos calculados en la Seccién 12-2 de [11].

Los efectos de la fuerza que mostramos constituye el andlogo de la induccién electromagnéti-

cay laley de Lenz electromagnética. Como sabemos, la induccién gravitodindmica es causada
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por el campo gravicinético [11]. El campo gravicinético es la contraparte del campo electro-
cinético, y sus efectos dindmicos son similares, excepto que la fuerza gravicinética ejercida
sobre una masa por un campo gravicinético creciente/ decreciente es paralela/antiparalela al
campo, mientras la fuerza electrocinética ejercida sobre una carga positiva por un campo elec-
trocinético creciente/decreciente es antiparalela/paralela al campo.

Ejemplo: Un cilindro de pared delgada de grosor t, radio R, longitud 2L, tiene una densi-
dad de masa distribuida uniformemente p y esta inicialmente en reposo. Un anillo de masa m,
y radio R es colocado alrededor del cilindro coaxialmente a él. El cilindro es puesto repentina-
mente en movimiento a lo largo de su eje y llega a una velocidad v, (corriente de masa J.). La
fuerza gravicinética causa que el anillo se mueva a lo largo del cilindro, esto es, sigue al cilindro
(ver Figura 1.2). Suponiendo que no acttiian otras fuerzas sobre el anillo, y suponiendo que el
anillo permenece cerca de la mitad del cilindro durante el tiempo que la velocidad del anillo

cambia, hay que encontrar la velocidad final \4; del anillo. De acuerdo a nuestras suposiciones,

Figura 1.2: El cilindro acelerando arrasta al anillo consigo mismo.

el campo gravicinético a través del cual el anillo se mueve es solamente una funcién del tiem-
po. Por lo tanto podemos usar la Ecuacién (12.5-5) de [11] para hallar el momento final y la
velocidad del anillo. Cuando la fuerza gravicinética acttia sobre la distribucién de masa p, esta

cambia el momento mecanico P, de la distribucién de masa p y si g es una funcién sélo del
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tiempo, el cambio de momento es
APM:mJgkdt—mAF, (1.74)

donde m es la masa total de la distribucién, y AT es el cambio en el vector potencial de Heaviside

durante el intervalo de tiempo en consideracién. De la ecuacién (1.74) y la ecuacién (12-2.3)

de [11]
IG. 2L,

gk:EC—zln?k, (175)

donde k es un vector unitario en la direccién de la corriente de masa, tenemos

G, 2L.
APM :erf :mrlcc—zlnﬁk, (176)
asi que la velocidad final del anillo es
G, 2L,
Vf :ICC_Zlnfk' (177)

Sustituyendo 2mpv Ryt por I., donde p es la densidad de masa del cilindro, Ry es su radio y ¢
su grosor, obtenemos

dGopv.Rot . 2L,
_ 2PVt

\7 > —~k (1.78)

El cilindro arrasta al anillo de tal forma que el anillo se mueve en la direccién del cilindro en

movimiento. Es interesante notar que la velocidad final del anillo no depende de su masa.

Este ejemplo (junto con otros ejemplos de la Seccién 2-2 de [11]) ilustra el fenémeno de
la induccién gravitacional, por lo cual una corriente de masa induce una corriente de masa
secundaria en los cuerpos vecinos. El efecto es similar a la induccién electromagnética (para un
analisis detallado y novedosa interpretaciéon del fenémeno de induccién electromagnética ver
O. Jefimenko Presenting electromagnetic theory in accordance with the principle of causality [32]),

excepto que en contraste con el ultimo, la direccién de la corriente inducida es la misma que
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la corriente original si la corriente original incrementa, y es opuesta a la corriente original si la
corriente original decrece. Asi, el signo de la ley de Lenz gravitacional es opuesto al signo de la

ley de Lenz electromagnética.

1.8. Mas sobre la teoria gravitodinamica

La comparacién entre la teoria gravitodinamica y la teoria de la relatividad general surge
involuntariamente.

La confirmacién experimental de la relatividad general se basa solamente en el hecho de
que supuestamente explicé la discrepancia previamente inexplicada entre el desplazamiento
tedrico (calculado) y observado del perihelio del planeta Mercurio.

Hablando sobre el problema de Mercurio, debe sefialarse que la llamada discrepancia en el
desplazamiento de su perihelio es la diferencia entre el valor observado y el calculado, sobre la
base de la teoria de Newton habitual.

Esta diferencia, que es aproximadamente 575 segundos de arco por siglo, atrajo la atencién
de Urban Le Verrier, quien predijo la existencia del planeta Neptuno y calculé con precisiéon
sus coordenadas. Le Verrier explicé la diferencia en la precesion de Mercurio por la influencia
de los planetas cercanos y, habiendo calculado su efecto sobre Mercurio, descubrié que estos
planetas causan una precesién de 532 segundos de arco por siglo. Los 43” por siglo restantes
no pudo explicarlos. Estos 43” fueron, como ahora se cree, explicados por la teoria general de
la relatividad de Einstein. Pero entonces una cierta discrepancia es inmediatamente evidente.
Después de todo, la precesion principal en 532” se calculé de acuerdo con la teoria de Newton,
y el restante 43” se calcul6é de acuerdo con la teoria general de la relatividad. Seria mucho
mas convincente si toda la discrepancia de 575” por siglo fuera calculada sobre la base de
la misma teoria. En este caso, J. Synge coment6 [33]: “Tal mezcla de las teorias Newtoniana
y de Einstein es psicolégicamente desagradable, ya que estas teorias se basan en conceptos

iniciales demasiado diferentes”. Hasta que se calcule la discrepancia completa utilizando la
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teoria general de la relatividad, sin recurrir a la teoria de Newton, la verificacién experimental

de la relatividad general no puede considerarse valida.

Pero volvamos a la teoria gravitodinamica. Observamos que, como se muestra en [11], den-
tro del marco de la teorfa gravitodindmica, se pueden obtener férmulas segin las cuales la
precesion del perihelio para todos los planetas es una consecuencia necesaria de esta teoria. Sin
embargo, estas formulas dificilmente pueden probar algo. El hecho es que de acuerdo con la
teoria gravitodindmica, toda la mecdnica celeste y sus resultados deberian ser revisados. Como
se mostrd anteriormente (ver la Figura 1.1), la accién del Sol en los planetas no se expresa por
una fuerza, sino por cinco fuerzas, y la accién de cada planeta en otro planeta no se expresa por
una fuerza, sino por cinco. Por lo tanto, de hecho, toda la informacién sobre nuestro sistema
solar, obtenida sobre la base de la teoria convencional de Newton, debe considerarse s6lo apro-
ximadamente correcta. Entonces, desde el punto de vista de la teoria gravitodindmica, no tiene
sentido tratar de explicar los 43” por siglo residuales en la precesion del perihelio de Mercurio.
Después de todo, si tenemos en cuenta todas las fuerzas que acttian sobre Mercurio, incluidas
las fuerzas asociadas con el movimiento del Sol en relacién con la Galaxia, la rotacién del Sol
alrededor de su eje, la dependencia de las fuerzas que actian sobre Mercurio en la velocidad
y la aceleracién de los planetas, en la velocidad del propio Mercurio, y, finalmente, el retraso
en la accién de las fuerzas gravitatorias y de Heaviside, jobtendremos esta discrepancia en el
desplazamiento del perihelio de Mercurio, especialmente la discrepancia exactamente en 43
segundos de arco por siglo? Esté claro que hasta que se realicen todos estos calculos, hasta que
se hagan las correcciones necesarias en la mecdnica celeste, no tiene sentido hablar de probar

la teorfa gravitodinamica analizando el movimiento de Mercurio.

Por lo tanto, ni la teoria gravitodinamica, ni la teoria general de la relatividad de Einstein se

pueden verificar de esta manera.

Sin embargo, todavia se puede citar un testimonio muy fuerte de la verdad de la teoria

gravitodindmica (aunque no es tan sensacionalista como la explicacién de la discrepancia en el
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3 asociado con

corrimiento del perihelio de Mercurio). El discurso abordard un “punto blanco”
el fendmeno de la gravitacién. Como se sabe, el movimiento de los cuerpos estelares y la caida
de los cuerpos bajo la acciéon del campo gravitacional asociado con la conversiéon de energia
potencial en energia cinética y viceversa. En particular, cuando un cuerpo cae bajo la accién de
la gravedad de la Tierra, su energia potencial disminuye y su energia cinética aumenta. Pero,
scomo, exactamente, se produce esto? ;COmo se logra realmente este intercambio de energia?
En el pasado, este fenémeno simplemente se interpretaba como resultado de la conservacién
de la energia, pero el proceso o los mecanismos del intercambio de energia seguian siendo
desconocidos. Como veremos ahora, la teoria gravitodindmica explica este proceso hasta ahora
oculto con perfecta claridad. Consideremos que un cuerpo de masa m caiga bajo la accién del
campo gravitacional g de la Tierra (Figura 1.3). Tengamos en cuenta que la magnitud de g
es igual a la aceleracion de la gravedad g. Sea la velocidad del cuerpo en el momento de la
observacion v. Como todas las masas en movimiento, la caida crea a su alrededor un campo de

Heaviside k levégiro en relacion con el vector de velocidad del cuerpo. Por lo tanto, de acuerdo

con la ecuacién (1.10) (ecuaciéon vectorial de Poynting gravitacional)

S=——=kxg, (1.79)

hay un flujo de energia gravitacional Ug, en la superficie del cuerpo en caida libre dirigido

hacia el cuerpo. La velocidad a la que la energia gravitacional ingresa al cuerpo es

i (kxg)-dS;, = Cz (g xk)-dS (1.80)
dt  4nG 8)-dSin = 1 Plexk)-ds, '

donde dS;, es un elemento vectorial de superficie del cuerpo en caida dirigido hacia el cuerpo,

y dS es un elemento vectorial de superficie dirigido, como generalmente se acepta en el analisis

3Un punto blanco es una frase que surgi6 del aleman en la cartografia del Siglo XIX, cuando en un mapa se des-
conocia que habia en algtn lugar se dejaba una “mancha blanca”, dicha mancha indicaba la falta de conocimiento
respecto al lugar, de ahi la expresion weifier Fleck auf der Landkarte, esto es, “una mancha blanca en el mapa”.
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vectorial, desde el cuerpo hacia el espacio circundante; La integracién es sobre toda la superficie

del cuerpo que cae. Trasponiendo en el integrando el producto cruz y el producto punto y

Figura 1.3: La teorfa gravitodindmica proporciona una explicacién clara del mecanismo de in-
tercambio de energia involucrado en las interacciones gravitacionales: el aumento de la energia
cinética de un cuerpo que se mueve bajo la accién de un campo gravitacional ocurre como con-
secuencia de la entrada de energia del campo gravitacional en el cuerpo a través del vector de
Poynting gravitacional.

factorizando el vector constante g junto con el punto del signo integral, tenemos

dUgr C2 C2
g :4nGgSg-(kde):4nGg-9gkde (1.81)

Convirtiendo ahora la ultima integral de superficie en una integral de volumen, obtenemos

iU,
S :4;Gg-fokd3x. (1.82)
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De la ecuacién (7-1.4) de la referencia [11]

4G, 1 dg
VXk——C—2]+C—2§, (183)

y como g no es funcién del tiempo se obtiene

4nG
Vxk=— ?2 ov. (1.84)
Por lo tanto, la ecuacion (1.82) se reduce a
du
dtgr = g-fpvd3x’. (1.85)

Factorizando el vector constante v del signo integral, obtenemos

AU
dtg’ :g-vad3x' (1.86)

Por lo tanto, dado que g y v son paralelos, y dado que la altima integral en la ecuacién (1.86)
representa la masa del cuerpo en caida, encontramos que cuando el cuerpo estd cayendo, hay
un influjo de la energia del campo gravitacional (energia potencial) en el cuerpo a la razén

dU,,

T:g-vm:mvg. (1.87)

Consideremos ahora la energia cinética. La energia cinética de un cuerpo que cae aumenta a la

razoéon
dUu d ( mv? dv
8" = —|— = _— =
T _dt( 5 ) my— = mvg, (1.88)

donde g es la aceleracion del cuerpo en caida. Sin embargo, como se mencioné anteriormente,
g en la ecuacién (1.87) es la misma aceleracion y, por lo tanto, la razén a la que aumenta la

energia cinética del cuerpo en caida es igual a la razén de influjo de la energia del campo
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gravitacional en el cuerpo. Tengamos en cuenta que un caso menos general del intercambio de
energia cinética y gravitatoria fue considerado previamente por D. Bedford y P. Krumm en The
gravitational Poynting vector and energy transfer [34].

Por lo tanto, la teorfa gravitodindmica proporciona una explicacién clara del mecanismo
del intercambio de energia involucrado en las interacciones gravitacionales: el aumento de la
energia cinética del cuerpo que se mueve bajo la accién de un campo gravitacional ocurre como
consecuencia de la entrada de energia del campo gravitacional en el cuerpo a través del vector
de Poynting gravitacional. Esencialmente, las mismas consideraciones se aplican al caso cuando
un cuerpo se mueve contra el campo gravitacional, en cuyo caso su energia cinética disminuye
debido al flujo de energia del cuerpo hacia el espacio circundante nuevamente a través del
vector de Poynting gravitacional.

La simplicidad del calculo anterior tiende a ocultar la mayor importancia de los resulta-
dos obtenidos. El hecho es que ninguna teoria gravitacional puede considerarse definitiva si no
puede proporcionar una explicacién clara del mecanismo de conversién de la energia potencial
gravitacional en la energia cinética de los cuerpos que caen. Por lo tanto, a pesar de su simplici-
dad, los calculos anteriores constituyen una prueba excepcionalmente importante de la validez
de la teoria gravitodindmica y, al mismo tiempo, revelan la verdadera naturaleza de la energia

potencial gravitacional.
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Capitulo 2

Configuraciones inusuales del campo

gravitodinamico

En este capitulo, comenzamos escribiendo las ecuaciones de Jefimenko que fueron obteni-
das a partir de las soluciones retardadas que fueron postuladas por Jefimenko [11], aunque
ya hemos mencionado en el resumen que estas ecuaciones pueden ser obtenidas por distin-
tos métodos: fueron obtenidas por primera vez en 1893 por Heaviside utilizando la analogia
entre las leyes de la gravitacion y el electromagnetismo y usando el célculo vectorial [3]; la li-
nealizacién de las ecuaciones de campo de Einstein [5, 16, 35] (obtenidas explicitamente en la
referencia [35]); por medio del uso de los cuaterniones de Hamilton [17]; también pueden ser
obtenidas de la teoria relativista de la gravitacién de Logunov por linealizacién de sus ecua-
ciones (ver el capitulo 17 de la referencia [8], donde se obtienen dichas ecuaciones en funcién
de los potenciales, gravitacional y de Heaviside, denotadas sus componentes en ese libro como
VB, B=1,2,3).

Cabe destacar aqui que aunque las ecuaciones que describen los fendmenos gravitacionales
no son lineales, la linealizacién de dichas ecuaciones nos sirve para describir campo gravita-
cionales débiles, que tienen aplicacidn, por ejemplo en nuestro sistema solar. Ya vimos en el

Capitulo 1 que la teoria gravitodindmica describe sistemas gravitacionales dependientes del

33
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tiempo que la teoria Newtoniana no considera, pues en esta tultima las interacciones no consi-
deran el retardo en la propagacién de los campos, por lo cual, la teoria gravitodindmica cumple
con el principio de causalidad.

Una vez establecidas las ecuaciones de Jefimenko, hemos introducido el sistema de unidades
llamado Sistema Gaussiano Gravitacional (SGG) donde hemos obtenido cantidades racionaliza-
das para los campos gravitacional y de Heaviside. Estas cantidades nos han permitido escribir
las ecuaciones de la gravitodindmica de una forma que es mas facil obtener soluciones para
ellas. Hemos supuesto que existe una configuraciéon del campo gravitodindmico en una for-
ma similar a aquellas encontradas en los trabajos realizados por Chubykalo y Espinoza [36,37],
donde los autores han obtenido los fundamentos matematicos sobre la hipétesis de Kapitsa [38]
acerca del origen de las bolas de fuego relacionadas con los procesos de interferencia. La confi-
guracion del campo gravitodindmico en nuestro trabajo se ha basado en el hecho experimental
de que las ondas gravitacionales existen, como ha sido confirmado por los experimentos rea-
lizados por los Observatorios de Ondas Gravitacionales por Interferometria Laser (LIGO, por
sus siglas en inglés) y Virgo, resultados publicados en la referencia [39]. Hicimos un desarro-
llo formal acerca de este problema basados en los resultados tedricos obtenidos por Jefimenko.
Hicimos uso de las ecuaciones gravitodindmicas libres, esto es, las ecuaciones basicas para el
vacio.

Es importante enfatizar que las ondas gravitacionales fueron predichas en la teoria general
de la relatividad linealizando las ecuaciones de campo de Einstein y como ya mencionamos esta
aproximacioén es valida para campos gravitacionales débiles, también, que una teoria completa
de la gravedad no es lineal, pero esta aproximacién lineal nos permite estudiar una gran varie-
dad de fenémenos gravitacionales donde se considera la induccién gravitacional. De la misma
manera que la teoria electromagnética no es lineal, las ecuaciones de Maxwell son aplicables a
una amplia gama de fendmenos electromagnéticos.

Nuestros resultados presentados aqui no intentan reemplazar las teorias no lineales de la

gravitacion, como la teoria de la relatividad general de Einstein [40] o la teoria relativista de la
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gravitacion de Logunov [41], pero queremos mostrar la importancia de una teoria gravitacional
lineal, no sélo histérica sino también metodolédgica, porque mostraremos que existen propieda-
des de los campos débiles que no se entienden porque no tuvieron la oportunidad de aparecer

en una teorfa lineal de la gravitacién.

2.1. Ecuaciones gravitacionales de Jefimenko

La teoria gravitodindmica es una generalizacién de la teoria de la gravitacién de Newton, ya
que la teoria Newtoniana de la gravitacién describe perfectamente fendmenos de una amplia
gama de masas, pero no considera el comportamiento de los campos de las distribuciones de
masas en movimiento. Esta es la razén por la cual es necesario hacer una extension de la teoria

clasica de la gravitaciéon de Newton.

Podemos escribir la teoria gravitacional de Newton en forma de una teoria de campos de

fuerzas en términos del campo gravitacional g como

V.g=-4nGp (2.1)

Vxg=0, (2.2)

donde G es la constante de la gravitacién, p es la densidad de masa dada por p = dm/d>x y dm
es el elemento de masa contenido en el elemento de volumen d>x. La ecuacién (2.1) claramente
nos indica que la densidad de masa p es la fuente del campo gravitacional g, mientras que la

ecuacion (2.2) nos muestra que el campo gravitacional g es conservativo.

Jefimenko comenzé a deducir sus ecuaciones a partir de postular sus soluciones retardadas
1.3) y (1.4) y haciendo uso del cdlculo vectorial y algunas identidades vectoriales. Las ecuacio-
y y y alg

nes de Jefimenko en el SI de unidades (I1lamadas por nosotros ecuaciones de la gravitodindmica)



36 CAPITULO 2. CONFIGURACIONES INUSUALES DEL CAMPO GRAVITODINAMICO

son:
V.g=-4nGp, (2.3)
V-k=0, (2.4)
dk
=—— 2.

Vxg 5 (2.5)

1dg 4nG
VXk_C_QE__C_zL (26)

donde J = pv es la densidad de corriente de masa. De este sistema de ecuaciones (2.3)-(2.6) es de
donde se hace evidente que la analogia entre las ecuaciones de Maxwell y las de Jefimenko no es
perfecta: aunque sélo tenemos un tipo de masa, tenemos dos tipos de carga eléctrica. Mientras
que el campo eléctrico surge desde las cargas positivas que lo generan y se dirige hacia cargas
negativas, el campo gravitacional siempre se dirige hacia las masas por las cuales se crea. Otra
diferencia es que el campo magnético es dextrorrotatorio (mano derecha) con respecto a la
corriente eléctrica a través de la cual se genera, mientras que el campo de Heaviside siempre es
levorotatorio (mano izquierda) con respecto a la corriente de masa a través de la cual se genera,
como se puede ver del signo que antecede a la densidad de corriente de masa J en la ecuacién
(2.6). A pesar de estas diferencias, el sistema de ecuaciones obtenido por Jefimenko describe
correctamente el comportamiento de los campos gravitacionales débiles, que como ya hemos

visto se deducen de diferentes formulaciones.

Definimos un sistema Gaussiano de unidades para el campo gravitodinamico, con el fin de
simplificar nuestros cdlculos. Hemos llamado a éste Sistema Gaussiano Gravitacional (SGG).
Para hacer esto necesitamos introducir las cantidades racionalizadas G y K!. Si introducimos

tales cantidades racionalizadas G y K en el sistema de ecuaciones (2.3)-(2.6) obtenemos el si-

Para evitar confusiones, en el Cuadro 2.1 la G cursiva es la constante de la gravitacién, al igual que antes, mien-
tras G es el campo gravitacional ordinario, las magnitudes de G y K las denotamos por |G| y ||K|| respectivamente.
La racionalizacién de las unidades de G y K nos permite que ambos campos posean las mismas unidades, ambos
campos se miden en masa por unidad de 4rea, a las cuales hemos llamado Jef = g/cm?, en honor a Jefimenko.
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| | Campo gravitacional | Campo de Heaviside |
Formula | G=G g K=G1ck
Unidades | [[|Gl[]= ML =Jef |[l[K[]=ML*=]ef

Cuadro 2.1: Cantidades racionalizadas del Sistema Gaussiano Gravitacional SGG.

guiente sistema de ecuaciones en el SGG.

V-G =-4np, (2.7)
V-K=0, (2.8)
VxG = —%aa—lt(, (2.9)
VxK—%%—? :—477{], (2.10)

donde J = pv es como antes, la densidad de corriente de masa y v es la velocidad de la distribu-

cién de masa p que genera los campos G y K.

2.2. Ondas gravitacionales

La teoria gravitodindmica predice también la existencia de ondas gravitacionales. Hemos
estudiado las propiedades de tales ondas, en esta y otras secciones (especialmente en la secciéon
2.4) donde hemos estudiado la energia y el vector de Poynting de tales ondas). En esta secciéon
obtuvimos la ecuacién de onda para los campos gravitacional y de Heaviside, haciendo calcu-
los directos sobre el sistema de ecuaciones (2.7)-(2.10), hemos visto que esas ecuaciones nos

conducen a la ecuaciéon de onda. Comenzamos calculando el rotacional de (2.9)

VxVxG:—liVxK, (2.11)
c ot
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sustituyendo la ecuacién (2.10) en (2.9) y usando la identidad para el Laplaciano de un vector
VxVxV=V(V-V)-AY, (2.12)

para cualquier campo vectorial arbitrario V y donde A = V? es el operador Laplaciano, obtene-

mos
1 7°G

AG - =22
c? ot?

B 1 9)

que es la ecuacién inhomogénea de onda del campo gravitacional G, donde ademas, se ha sus-

tituido la ecuacién (2.7).

De forma similar, tomando el rotacional de (2.10), sustituyendo (2.9), aplicando la identidad
(2.12) y sustituyendo también (2.8) queda

1 °K 4n

AK- =22 =
c2 Jt? c

VxJ, (2.14)

que es la ecuacién inhomogénea de onda del campo de Heaviside.

Ambas expresiones (2.13) y (2.14) son ondas de campo propagidndose en el espacio con

velocidad c.

Si consideramos regiones sin distribuciones, ni corrientes de masa, tendremos las ecuaciones

de onda homogéneas, esto es,

1 9°G
AG-—=—=0 2.15
c? ot? ( )
Y 2
1 0°K
AK-—— =0. 2.16
c? dt? ( )

Las ecuaciones obtenidas (2.15) y (2.16) pueden resolverse por una suma de dos funciones
vectoriales @, y @,,

@ (k-1—wt)+ @, (k-1+wt) (2.17)
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donde k = (ky, ky, k;) es el vector de onda’®. ¢, y @, son expresiones generales que represen-
tan ondas planas propagéndose con velocidad ¢ en direcciones opuestas. Entonces la solucién
(2.17) para la ecuacion de onda puede deducirse por el método de separacion de variables. Si

introducimos la dependencia arménica por

G =||Gyle’* ™ s (2.18)

K = [[Kolle" ™=y, (2.19)

donde fig es un vector unitario en la direccién de G y 7k es un vector unitario en la direccién

de K, la ecuacién de onda resulta en la relacion de dispersion
w? —k*c* = 0. (2.20)
Para la eleccion del signo k = +wc, obtenemos de las ecuaciones de la gravitodindmica

A w . . w .
K x 1glIGoll = ?||Ko||”1< y G x7ig|[Koll = ?||Go||nc- (2.22)

De las ecuaciones (2.21) y (2.22) podemos ver que G y K son vectores mutuamente perpendicu-

lares a la direccién de propagacion y las amplitudes de G y K son iguales, esto es, ||Gg|| = ||Ko|l-

ZPara evitar confusiones, hemos usado k cursiva y negrita para representar el vector de onda, y negrita normal
k para representar el campo de Heaviside en el sistema SI de unidades.
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2.3. Una solucion de ondas gravitacionales con simetria axial

La prediccién de ondas gravitacionales por medio de la teoria gravitodindmica nos permite
buscar varios tipos de soluciones para el campo gravitodindmico en el vacio. Por ejemplo, como
mostraremos en esta seccién, existen soluciones que tienen propiedades interesantes. Esas so-
luciones tienen la forma de esferas de campo de Heaviside y anillos de campo gravitacional, de
forma tal que la configuracién total del campo gravitodindmico oscila. En tales esferas el cam-
po de Heaviside es tangente en todos los puntos sobre la superficie de esta esfera, y el campo
gravitacional es tangente en todos los puntos del anillo. Comenzamos esta seccién escribiendo

las ecuaciones de la gravitodindmca para el vacio, esto es, para regiones donde p =0y J = 0.

V-G=0, (2.23)
V-K=0, (2.24)
vxG=—1 % (2.25)
VxK= %%_c:' (2.26)

En la electrodindmica es comun referirse a la polaridad estdndar en las soluciones de las ecua-
ciones de Maxwell cuando el campo eléctrico E es un vector polar y la induccién magnética B
es uno axial o pseudovector. Esto significa que después de una transformacién de inversion de
los ejes coordenados, E cambia su signo, mientras que B lo mantiene. Siguiendo la analogia en-
tre ambas teorias hemos buscado soluciones a esas ecuaciones con polaridad estdndar, esto es,
cuando el vector G es polar y K es axial. Hemos propuesto resolver el sistema de las ecuaciones

de la gravitodindmica por el método de separacién de variables, escribiendo G y K como sigue:

G(r,t) = p(r)p(t) (2.27)
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K(r,t) = x(r)v(t), (2.28)

donde y(r) es un vector polar y x(r) es uno axial, ademds u(t) y v(t) son funciones del tiempo.

Sustituyendo (2.27) y (2.28) en el sistema (2.23)-(2.26)

V.y(r)=0, (2.29)

V.x(r) =0, (2.30)
Vxplr) = —Cﬂl( - D i), (2.31)
V % xe(r) = %(t)%y(r). (2.32)

Podemos igualar las partes temporales de ambas ecuaciones a ciertas constantes para obtener

un sistema consistente,

L dv(t)
- M at = w1 (233)
’ 0
1 du(t) _

Igualando ambas ecuaciones a w, para obtener soluciones sinusoidales y obtener sélo tres cons-

tantes en nuestro sistema (2.29)-(2.32)

v(t) = Acos(wt —9) (2.35)

u(t) = Asin(wt - 90), (2.36)

donde A y 6 son constantes arbitrarias.
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Asi, de esta manera las ecuaciones para y y k se convierten en

Vxyp(r) = %K(l‘) (2.37)
y
V x x(r) = %y(r). (2.38)

Debido a la linealidad de las componentes espaciales de los campos, podemos sumar (2.37) y

(2.38), entonces, podemos definir el vector
o(r) = y(x) + x(r), (2.39)

tal que, obtenemos

Vxo(r) = $a(r). (2.40)

Antes que nada, resolvemos (2.40), luego, una vez obtenido o, podemos calcular y y x. Notemos

que el vector ¢ no tiene polaridad, pero podemos expresar sus partes polar y axial como

{o(r)—o(-1)} (2.41)

{o(r)+o(-r1)}. (2.42)

Tomandoo el rotacional de (2.41) y (2.42) e invirtiendo las coordenadas de la ecuacién (2.40),

tenemos
Vxy(r) = %{v X o) =V x (1)) = % {%a(r) ; %0(—1’)} = k() (2.43)
y
1 1l (w w w
Vxx(r) =5 (Vxo(r) +Vxo(-n) = 5 {?o(r) _ ?0(—1')} = ), (2.44)
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podemos estar seguros que el sistema se satisface. Lo tinico que necesitamos hacer es hallar la
solucién de (2.40), para hallar la solucién del sistema (2.37)-(2.38). Para obtener tal solucién
consideramos el vector o en coordenadas esféricas y suponemos que la solucién tiene simetria
axial

0 = 0,(r,0)f + 0 (1,0)0 + 04 (1, 0) . (2.45)

El rotacional de o en coordenadas esféricas es

B 1 8(r0¢sin9) d(rog)\ .
Vxo = rzsine{ 00 B El }r
1 d(o,) d(rogsin®)) . 1 (d(rog) d(o,)) ;
rsin@{ dP B or }6+7{ Jr 00 }Cl) (2.46)

Podemos obtener el siguiente sistema de ecuaciones tomando en cuenta la ecuacién (2.40) y

comparandola con (2.45) y (2.46)

9(0'4) sin0) _ wro,sin®

o (2.47)
8(ra¢) wr oy
5= (2.48)

or 00 c

Expresando las variables o, y oy de las ecuaciones (2.47) y (2.48) y reemplazandolas en (2.49),

obtenemos la siguiente ecuacion diferencial parcial para oy, a saber,

9° % 1 J ) w?r?
rﬁ(TU¢)+%{m%(U¢Sln9)}+ 2 U¢—0. (250)

Si proponemos oy = R(r)©(0) como una solucién para (2.50), hallamos que R y © satisfacen

2

2
+(“) 4 +/\)rR:0 (2.51)

/2 d*(rR)
2

dr?
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%{sii@%(@)Sine)}_A@ =0, (2.52)
donde A es una constante arbitraria. Si A = 0, entonces la solucién para rR en la ecuacién (2.51)
debe ser Acoswr/c + Bsinwr/c, donde A y B son constantes, pero, en general, Ay B dependen
de r, asi que

wr

rR:A(r)coszr+B(r)sinT. (2.53)

Sustituyendo (2.53) en (2.51) obtenemos las siguiente dos ecuaciones

d’A A 2wd_B_

—_—+ — — =0 2.54
dr2+r2 * c dr ( )

d’B A _ 2wdA
—+ —B—-———-=0. 2.55
dr? T r2 c dr ( )

Considerando el hecho de que los coeficientes de seno y coseno deben ser cero por separado,

debido a que estas funciones tienen el mismo argumento.

Para resolver (2.54) y (2.55) proponemos A(r) = ar™y B(r) = br", donde los coeficientes ay b
son constantes y n,m € IN también son constantes. Luego, obtenemos las siguientes ecuaciones

caracteristicas, sustituyendo las soluciones propuestas en las ecuaciones (2.54) y (2.55),

2
am(m—1)+ Aa+ wanr”_m+l =0 (2.56)

2
bn(n—1)+/\b—7wamrm_”+1 =0. (2.57)

Ambas ecuaciones (2.56) y (2.57) se satisfacen para los siguientes dos casos:

Casol) m=0,n=-1, A = -2y a=-wb/c, y considerando la ecuacién (2.53) para b =1,
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obtenemos
1
R= —2(—w—rcosw—r+sinw—r). (2.58)
r c c c
Caso 2) m=-1,n=0, A = -2y b =-wa/cy considerando la ecuacién (2.53) para a =1,
obtenemos

1( wr  wr a)r). (2.59)

R:—2 c0S— + —sin —
r c c c

Entonces, de las soluciones (2.58) y (2.59) tenemos la solucién general para la ecuacién (2.51)

Ci( wr wr . wr\ C, wr  wr . wr
R(r)= —|-—cos—+sin— |+ — (cos— + —sin— ),
r c

2.60
c c c r? c c ( )

donde C; y C, son constantes arbitrarias. Esta solucién general puede ser expresada como
C
R(r):—{cos(%—a)+sin(w7r—a)}, (2.61)

donde C y a son constantes arbitrarias.

Ahora consideremos la ecuacién (2.52), la cual para A = -2 se convierte en

d 1 d :
%{sin@%(@ 51n6)} +20 =0. (2.62)

Esta ecuacién tiene la solucién general:
O(0) = C3sin O + Cy(cot O —sinOIn|cscO — cot O)), (2.63)

donde C; y C4 también son constantes arbitrarias.

Debido a que en 6 = (2n + 1), la solucién correspondiente tiene una singularidad, por lo
que podemos hacer C4 = 0. También, debido a la homogeneidad de la ecuacién para el vector

o, podemos hacer C3 = 1. De esta manera, podemos escribir la solucién de la ecuacion (2.50)
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como sigue,
wr wr wr

%(r,(?)—i{cos(T—a)+Tsin(T—a)}sin@. (2.64)

r2

Podemos usar el sistema (2.47)-(2.49) para hallar o,(r,0) y og(r,0), i. e.

2
a,(r,Q):—C3{cos(w—r—a)+w—rsin(w—r—a)}cose (2.65)
wr c c c
y
c wr wr wr w?r? wr
og(r,0) = — cos(——a)+—sin(——a)+ > cos(——a) sin 6. (2.66)
wr c c c c c

Para escribir las soluciones de una forma abreviada definimos

C:cos(w—r—a)+ w—rsin(w—r—a) (2.67)
c c c
Y 2,2
wr wr
77:(:_ 2 COS(T—Q); (268)

tal que podemos escribir la solucién de la ecuacién (2.40) en coordenadas esféficas como

2 A A
a:5(—fcos9)f+5(i3sine)e+5(“’—Esin9)<p, (2.69)
r r cr
donde hemos multiplicado por Ew/c por conveniencia y £ tiene dimensiones [£] = ML. De esta

manera, podemos ver que la componente en la direccién de ¢ corresponde al vector y y las

componentes en las direcciones 7 y 6 corresponde al vector «, esto es,

A

7=€(w—csin9)¢ (2.70)

cr?

Kzé(i—gcose)f+c§(;7—3sin6)é. (2.71)
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Finalmente, escribimos la solucién para los campos gravitacional y de Heaviside de la siguiente

forma
Gz{é(%sm@)(ﬁ}sm (wt—0) (2.72)
y
K:{é(i—gcose)f+£(%sin@)é}cos(wt—é), (2.73)

donde hemos considerado las soluciones temporales (2.35)-(2.36) y las soluciones espaciales
(2.70)-(2.71).

La condicién necesaria y suficiente para que las soluciones (2.72) y (2.73) no diverjan en
r=20es,

=0 (2.74)
r=0

C(0) = {cos(w—r—a)+ a)_rsm(a)_r —a)}

c c C

para que tal condicién sea satifecha necesitamos cosa = 0, esto implica que a = (n + 1/2)7,
donde n=0,+1,+2,+3,....
Ahora, calculamos los siguientes limites para asegurar la convergencia de las soluciones,

¢ N 2°

C3y1

C
lim—= =0; li -
0 =P 073 2¢3

r—0 12 r—0 1’3

Estos limites estdn evaluados para a = 7/2, ademds C y # han sido expandidos en series de
potencias de r.

Tenemos la densidad de energia® definida como
w=—-"(IGIP + IKI?) (2.75)
. . .

Asi, hemos obtenido los limites

) 3 2.6
lim G = 0; th _ 2w cos wtk y limw = —wcoszwt, (2.76)
r—0 3¢3 r—0 187c®

3Ver pagina 303 de Gravitatation and cogravitation [11]. pero en nuestro caso hemos usado unidades SGG.
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k es el vector unitario en la direccién z+ del sistema Cartesiano de coordenadas.

Proponemos a = 1/2 y 6 = 0, 6 define la fase inicial de la onda de los campos G y K. Asi

podemos escribir las soluciones convergentes para esos campos:

G:{é(w—gsine)({;}sinwt (2.77)
cr
y
2 R
K:{6(—gcose)f+5(%sin9)9}coswt, (2.78)
r r
donde
LN S i g
=-—cos——dsin—y 1= > sin—.

Concluimos que las soluciones (2.77) y (2.78) para las ecuaciones de la gravitodindmica en el
vacio involucran la existencia novedosa de formaciones esféricas y anulares del campo gravito-

dindmico.

2.4. Analisis de la energia del campo gravitodinamico

La expresién para la densidad de energia dada por la ecuacién (2.75) puede ser cambiada
después de alguna manipulacién algebrdica en otra que contenga una parte dependiente del

tiempo y otra independiente, esto es:

_ 52 w2c2 .2 4C2 9 n . 5
W= __167'({621’4 sin“ 0 + r—6cos 6+r—651n 0
&2 472 ) w2
- —16n{lr—6c0526+;7—6s1n29 24 sin® 0 } cos (2wt). (2.79)

De esta expresion hallamos los lugares geométricos donde la densidad de energia no depende

del tiempo t. Esos lugares geométricos son:
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Los puntos sobre el eje z donde se satisface lo siguiente:

wzZ Wz
tan — = —,
c c
con0=0,tyC=0.
Las superficies donde r satisface
2,2
2 _2|@7T 2
—4cot“0].

La seccion transversal de tales superficies estd dibujada como curvas discontinuas en la Figura
2.1, mientras las lineas continuas representan las esferas de campo de Heaviside K, llamadas
esferas-K y las esferas de campo gravitacional G, llamadas esferas-G*.

Vemos es esta grafica la seccion transversal en el plano x = 0 de las superficies donde la densi-
dad de energia es constante. Notemos que esas superficies no cambian en el tiempo en el vacio,
lo que significa que estas curvas no se deforman ni se desplazan cuando transcurre el tiempo.
La energia gravitodindmica total Erg dentro de una esfera de radio R centrada en el origen

viene dada por

R . 21
ETG:J f J w(r,0,$,t)r’sin@drd0d ¢ = Eg(R) + Eg(R, ), (2.80)
o Jo Jo
donde
B &% (w*R* w?R? . 5 (T 2
EG(R)_—6R3{ P sin (T)_C (2.81)
y
52
Ec(R t) = =— 2wt). 2.82
G(R, 1) = —5Cr cos (2wt) (2.82)

“Llamadas esferas-K porque el campo de Heaviside K es tangente a todos los puntos de la esfera y esferas-G
porque el ecuador de dichas esferas posee un campo gravitacional G tangente en todos los puntos del anillo.
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Figura 2.1: Seccién transversal de las superficies donde la densidad de energia es constante
(lineas punteadas). Las lineas continuas representan las esferas-K y las esferas-G. Las figuras
de esta secciéon fueron hechas con el programa Mathematica™. El eje z es la ordenada y el eje y
es la abscisa, ademds hemos puesto en el programa c =1y w = 1, por simplicidad.

En este caso

Podemos ver de la ecuacién (2.82) que la energia gravitodindmica no cambia con el tiempo den-
tro de las esferas de radios R, las cuales son soluciones de las siguientes ecuaciones obtenidas

al considerar C=0y 1 =0,

taanR - “)TR (2.83)
y R
wR WK
tanT = j (284)
-5

Las superficies cuyos radios satistacen ecuaciéon (2.83) contienen solamente el campo de Hea-
viside, no hay campo gravitacional sobre esas superficies, como podemos verificar de las ecua-

ciones (2.77) y (2.78) tomando C = 0.

Ahora, analizamos el flujo de energia contenida en la onda de campo dada por las ecuaciones

(2.77) y (2.78). Como primer paso calculamos el vector de Poynting gravitacional en unidades
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SGG,

S:—K G=—
47t 81

2 in2o 2 R
: {‘”C”:‘Sm L S:?(Ze)é}sinZwt. (2.85)

Ahora, calculamos el momento total del campo gravitodindmico dentro de una esfera de radio
r centrado en el origen. Hicimos esto haciendo uso del hecho de que el vector de Poynting
gravitacional es proporcional al vector de la densidad de momento, asi que podemos calcular
la integral del vector de Poynting sobre el volumen de la esfera de radio r. Para facilitar esto,

hemos expresado los vectores unitarios de las coordenadas esféricas en cartesianas, a saber,
f=sinfcos¢i+sinOsin¢gj+cosOk y 6 = cos 6 cos Ppi + cosOsinPj —sin Ok,

entonces,

drl% = 0. (2.86)

jJJSr szn@drd@dqb— “wsin 201) f—sm 2

Podemos interpretar este resultado como sigue. El momento total del campo gravitodindmico

(2.77)y (2.78) en un volumen acotado por una esfera arbitraria centrada en el origen es nulo a
cualquier tiempo dado. Hemos obtenido los lugares geométricos donde el vector de Poynting
gravitacional es cero a cualquier instante, Para hacer esto, necesitamos la condicién cuando el

vector de Poynting gravitacional es cero. Por medio de la ecuacién (2.85),
C%sin(20) =0y Cnsin’ 6 = 0. (2.87)

De la primera ecuacién de (2.87) tenemos:

(1) C = 0. Esta condicién satiface ambas ecuaciones (2.88). De esta condicién hemos obtenido

la ecuacién

tan 2L = a)_r’ (2.88)
c c

en consecuencia, los lugares geométricos para el caso (1) son esferas cuyos radios satisfacen

(2.88).
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(2) sin(20) = 0. Lo que significa que 6 puede ser 0, 7t/2 6 7.

(2a) 6 = 0, 7. En este caso ambas ecuaciones satisfacen las condiciones (2.87). Por lo tanto,
el lugar geométrico es el eje z.

(2b) 6 = 1t/2. Tenemos dos posibilidades para que las condiciones (2.87) se satisfagan, a

saber: C =0, como en el caso (1) 6 # = 0. De esta condicién tenemos
tanl = ¢ (2.89)

Asi, tenemos que los lugares geométricos son anillos en el plano z = 0 cuyos radios satisfacen
la ecuacién (2.89), esos anillos corresponden al caso 6 = 17/2 y 11 = 0. En todos los puntos sobre
esos anillos el campo de Heaviside es cero.

El vector de Poynting gravitacional es tangente en todos los puntos sobre esas superficies.
Esto puede verse de la ecuacion (2.79). Este hecho aclara la conservacién de energia dentro de
las esferas de radios r.

Los lugares geométricos donde el vector de Poynting para el campo gravitodindmico dado
por (2.77)y (2.78) es nulo a cualquier instante son:

Lugar geométrico 1. El eje z, llamado eje de Heaviside porque el campo gravitacional g no
existe ahi.

Lugar geométrico 2. Anillos en el plano z = 0 cuyos radios satisfacen la ecuacién (2.89), lla-
mados anillos gravitacionales porque existe campo gravitacional sobre ellos.

Luger geomeétrico 3. Esferas centradas en el origen cuyos radios satisfacen (2.88), llamadas
esferas de Heaviside porque no hay campo gravitacional sobre ellas.

Veamos las graficas donde se muestra la distribucién del campo vectorial de Poynting gra-
vitacional para aclarar los resultados obtenidos en esta seccién. Debido a la simetria axial de la
densidad de energia y la densidad de flujo de energia, podemos considerar sélo la distribucién
en el plano x = 0.

En la Figura 2.2 podemos ver el eje de Heaviside vertical que coincide con el eje z, y podemos
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=

Figura 2.2: Distribucién del campo vectorial de Poynting gravitacional en el plano x = 0, para
un instante dado de tiempo ¢t. El eje z es la ordenada y el eje v es la abscisa.

ver la seccion transversal de tres esferas, a la primera llamaremos esfera-G, a la segunda esfera-
Ky esfera-G ala Gltima, en un instante arbitrario. La energia gravitodindmica total se conserva
dentro de las esferas-G debido a que el vector de flujo de energia en la superficie de esta esfera
solo tiene componetes tangenciales. Podemos ver también que la energia se transfiere de esas
esferas-G hacia el anillo gravitacional (el ecuador de tales esferas) y después de un periodo
definido por la funcién sin(2wt) en la ecuacién (2.80) el movimiento se invierte. Dentro de
la primera esfera-G la energia se transfiere desde el eje de Heaviside al anillo gravitacional y
habiendo pasado algin tiempo vuelve. La energia dentro de la esfera-K tambien se conserva,
podemos ver esto porque el vector de Poynting gravitacional es cero en cada punto de la esfera-
K graficada. La energia se transfiere desde la superficie a la esfera-K a los anillos gravitacionales
de las esferas-G. Un intercambio analogo de energia ocurre entre las siguientes esferas-G y
esferas-K.

Queremos enfatizar el hecho de que el campo vectorial de Poynting gravitacional invierte
su direccidon después de un tiempo debido a la funcién sin (2wt) presente en la ecuacion (2.80).

En la Figura 2.3, podemos ver la seccién transversal del campo vectorial de Poynting gravi-

tacional en el plano z = 0. En la Figura 2.4 hemos obtenido la energia decreciente en el intervalo
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Figura 2.3: Distribucién del campo vectorial de Poynting gravitacional en el plano z = 0, para
un instante dado de tiempo t. El eje x es la ordenada y el eje y es la abscisa.

R €[0,7], donde hemos trazado las gréaficas de la energia gravitodinamica total Erg para cuatro
diferentes valores de tiempo, esto es, t =0, t = /4, t = /2 y t = 31t/4. Hemos escogido esos
valores debido a la periodicidad de la funcién cos (2wt) en el término dependiente del tiempo
de esta energia. Aqui podemos ver como la energia esta cambiando para diferentes valores del
tiempo. Por ejemplo, podemos ver que en el punto (2,75, 3,8) todas las curvas se intersectan, es-
to significa que a R = 2,74 cm obtenemos la energia gravitodinamica total Erg = 3,8 x 107 3erg>.
Ahora, mostramos ambas dependencias en graficas tridimensionales y las analizamos. Debido
a la periodicidad del término dependiente del tiempo las hemos fijado para t € [0,27]. Pri-

mero, tenemos en la Figura 2.5 el intervalo R € [0,1]. En la Figura 2.6 mostramos la energia

gravitodindmica en el intervalo R € [0, 10].

Tambien mostramos la grafica de contorno de dicha energia gravitodindmica total en la
Figura 2.7.

Por ultimo, mostramos las gréficas de las secciones transversales de ambos campos. En la

Figura 2.8 tenemos el campo gravitacional en el plano z = 0. En la Figura 2.9 hemos dibujado

>Esos valores de la distancia y la energia son sélo de referencia, porque tenemos que recordar que hemos
escogido los valores w =1y c=1.
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Figura 2.4: Esta gréfica muestra como la energia gravitodindmica total E7¢ se alterna cuando

la distancia varia para diferentes valores del tiempo t =0, t = 7t/4, t = /2 y t = 31t/4 y para
Re[0,7].

la seccién transversal del campo de Heaviside en los planos x =0y y = 0.

Figura 2.5: Gréfica de la energia gravitodindmica total contenida en las esferas-G y las esferas-K

para los intervalos R€ [0,1] y t € [0, 27t].
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Figura 2.6: Energia gravitodindmica total en los intervalos R € [0,10] y ¢ € [0, 27t].

Figura 2.7: Grafica de contorno de la energia gravitodindmica total en los intervalos R € [0,10]
y t € [0,27]. La seccién transversal donde la energia gravitodindmica total es nula forma semi-

ovoides.
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2.5. Convergencia de la soluciones Gy K

Podemos representar las soluciones (2.77) y (2.78) como la superposicién de dos ondas pro-
pagandose en direcciones opuestas en cada punto, de la misma forma que la ecuacién (2.17).

Para lograr esto necesitamos hacer una transformacién algebrdica.

Denotemos por

G, = G(_)) + G(<_), (290)

a la solucién del campo gravitacional convergente. Esta G, es la superposiciéon de dos ondas

G(-) ¥y G(—) propagandose en direcciones opuestas en cada punto.

De manera similar, denotemos

K, = K(_,)-f-K((_), (291)

a la solucién del campo de Heaviside convergente. Estas soluciones convergen en
r=0 o0=(n+1/2)x,

donde n=0,+1,+2,+3,..., donde en ambos caso tenemos

0 A
Go)= gwﬁ{cos(w—r - wt)+ a)_rsin(a)_r —a)t)} o, (2.92)
2cr? c c c
- A
G = _twsin® {cos(w—r + a)t)+ w_rsin(a)_r + wt)} o, (2.93)
2cr? c c c
0
Ko = ECO: {sin(w—r—wt)—ﬂcos(w—r—a)t)}f
r c c c

. 2,2
+ —58m9{—w—rcos(%r—a)t)+(1—w 4 )sin(%r—wt)}é, (2.94)

2r3
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EcosO (. (wr wr wr .
K_, = sin| — + wt|— —cos|— + wt|; 7
=) r3 { ( c ) c ( c )}
in 0 22 A
+ csnd —ﬂcos(ﬂ+wt)+ 1-¢7 sin(ﬂ—i-a)t) 0. (2.95)
2r3 c c c? c

Las soluciones (2.92)-(2.95) son soluciones de las ecuaciones de la gravitodinamica para el

vacio. También es posible demostrar las siguientes ecuaciones.

1 1
G(—>) = E(_Gd +G) y G(<—) = E(Gd +G,) (2.96)

1 1
Kio) = 5(-Ka+Ko) y Koy = S(Kq + Ko), (2.97)

donde G, y K, son soluciones divergentes del sistema (2.7)-(2.11):

G, = {5(“:7%1sin6)q3}sinwt (2.98)
y
kd:{é(zr—zdcosQ)rﬁté(Z—Zsin@)é}cosa)t, (2.99)
donde

c wr  or . owr c :
= cos — + —sin— =C4— sin —.
d c ¢ V=TT

Como dijimos antes G_,, G_, K_, y K_ son soluciones de las ecuaciones de la gravitodinamica
para el vacio y son divergentes en r = 0. Podemos concluir esta seccién enfatizando el hecho de
que este tipo de soluciones permite el fenémeno de interferencia como una superposicién de

ondas gravitacionales propagdndose en direcciones opuestas.
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Capitulo 3

Ecuaciones gravitodinamicas covariantes

Una ventaja de trabajar con una teoria lineal de la gravitacion, es que nos permite obtener un
tensor de energia-momento del campo gravitacional, aunque las cantidades obtenidas son sélo
una primera aproximacion, este tensor describe la conservaciéon del cuadrimomento. es decir,
la conservacién de la energia y el momento de los campos y la materia, a diferencia de la teoria
de la relatividad general, donde la cantidad considerada como tensor energia-momento no es
invariante ante la transformacién general de coordenadas, esto significa que no es un tensor,
sino un pseudo-tensor. Como Schrédinger demostré que siempre es posible elegir un sistema
de referencia adecuado donde todas las componentes de dicho pseudotensor sean nulas [42].
Atn asi, nuestro tensor obtenido explica la transferencia de energia y el momento de cualquier
distribucién de masas y campo gravitodindmico, pero védlido inicamente para campos gravita-

cionales débiles.

3.1. Las transformaciones de Lorentz

Ahora, presentamos la terminologia utilizada en la formulacién covariante para la teoria
gravitodindmica, o en otras palabras, en la teoria relativista de la gravitacién invariante bajo

las transformaciones de Lorentz.

61
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En el dominio de la relatividad especial, definimos un marco de referencia como un conjunto
de cuatro coordenadas ortogonales, una de ellas es temporal y las otras tres son espaciales,
por lo que podemos fijar la posicién de las particulas o la distribucién continua de masas en
el espacio y un sistema de relojes fijos en ellos, para medir el tiempo. Un marco de referencia
puede estar en reposo o en movimiento. Un caso especial de marco de referencia es el marco
de referencia inercial en el que las particulas o cuerpos pueden moverse libremente. Todos los

marcos de referencia inerciales se mueven unos con respecto a los otros con velocidad constante.

En los marcos de referencia inerciales, todas las leyes de la naturaleza son iguales. Esto
significa que las ecuaciones que describen como se comporta la naturaleza son invariantes bajo
las transformaciones de coordenadas y tiempo que pasan de un sistema de referencia inercial a

otro. Este es el principio de relatividad.

Las transformaciones de coordenadas entre dos sistemas de coordenadas que se mueven a
una velocidad constante entre si se denominan transformaciones de Lorentz. Aunque la mayoria
de los libros de texto deducen las transformaciones de Lorentz de los dos postulados de la teoria
de la relatividad especial, a saber, el principio de la relatividad y la constancia de la velocidad
de la luz para diferentes observadores inerciales, podemos deducirlos reemplazando el segundo

postulado utilizando las simetrias del espacio y el tiempo.

Definimos un evento como un punto en el espacio-tiempo de Minkowski, éste se denota por

xH = (xO,xl,xz,x3) = (ct,x,9,2). (3.1)

Este cuadrivector es la especificacion de la posicién de una particula dada en un instante de
tiempo. Podemos escribir este vector x en la base ¢, del espacio de Minkowski de la siguiente
manera

x = xle,,. (3.2)
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Definimos el intervalo como

X2 = X eye, = Vg = (20)7 - (¢1)? - ()2 - (), (3.3)
donde el tensor métrico 7, = e,e, es definido como
1 s1 u=v=0;
N =49-1s1 p=v=1,23; (3.4)
0 si HzV

De (3.4) podemos ver que ¢, es una base pseudo ortogonal.

La linea del universo de una particula es una secuencia causal de eventos dados en el espacio

cuadridimensional, es decir, es la trayectoria de la particula en el espacio-tiempo.

Sean O y O’ dos sistemas de referencia inerciales, y supongamos que O’ se mueve con ve-
locidad constante v con respecto a O en el eje x. Los ejes y’ y z’ permanecen paralelos con
respecto a y y z. Este supuesto nos da la oportunidad de considerar transformaciones para x y

t del sistema de referencia O a x" = f(x,t) y t’ = g(x, t) en el sistema de referencia O’.

Debido a la simetria traslacional del espacio y el tiempo, la forma funcional de la transfor-

macién x” — x y t’ — t. debe ser lineal. Esta condicién puede expresarse por medio de

xt = x* = A xY, (3.5)

donde A", son elementos de la matriz de orden cuatro

IAF I = : (3.6)




64 CAPITULO 3. ECUACIONES GRAVITODINAMICAS COVARIANTES

La ecuacién (3.5) nos da la transformacién de las componentes del cuadrivector x.

Ahora, encontramos la forma de los elementos A#v, para esto, debemos considerar que las
distancias relativas entre dos eventos en un sistema de referencia deben depender sélo de las

distancias relativas en otro sistema, es decir,

Xé—Xi :f(X2—X1,t2—t1) y té—ti :g(X2—X1,t2—t1). (37)

El hecho de que la ecuacién (3.7) sea valida para cualesquier dos eventos, implica que f y g son

funciones lineales

t' =A%t + A% x, (3.8)
X =A% t+ ALy, (3.9)
v =1y, (3.10)
Z =z (3.11)
En forma matricial tenemos o
’ 0 0
x| A, A, 0 Of|x
= . (3.12)
v’ 0 0 1 0|y
z’ 0 0 0 1||z

donde A", = A¥, (v).

El origen de O tiene la componente x = 0 y se mueve con velocidad —v con respecto a O’, esto
implica x” = —vt. Sustituyendo en las ecuaciones. (3.8) y (3.9), encontramos A’ = A}, luego, la
ecuacién (3.8) se convierte en

t' =A% (t+ax), (3.13)

Al
donde a = A—Ol
1

Por otro lado, O’ tiene la coordenada x” = 0 y se mueve con velocidad v con respecto a 0,
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entonces x = vt. Sustituyendo en la ecuacién (2.9), obtenemos A) = —vAY, por lo tanto

x' =A% (~vt +x). (3.14)

t’ 1 a 0 0|t
x’ N 1 0 Of]x
=AY, . (3.15)
y’ 0 0 1 0|y
z/ 0 0 0 1|z

donde AO1 y a son funciones de v. Ahora, consideremos un sistema de referencia O’ moviéndose
con velocidad v; con respecto al sistema O, y un sistema O” moviéndose con velocidad v, con

respectoa O’.

t” = A% (0y)(t' + a(vy)x) y x” = A% (vy)(—vot’ +X) (3.16)

t' =A% (v))(t+a(v)x) y x" = A% (v))(—vi t +x). (3.17)

Sustituyendo el sistema de ecuaciones (3.17) en el sistema (3.16), obtenemos

t = A% (v1) A% () {[1 - (V) ]t + [a(v)) + a(v,)]x) (3.18)

X" = A% (1) A () {—(vy + V)t +[1 — a(vy)vy) ]x}. (3.19)
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Para simplificar la notacién matricial, reducimos el orden de las matrices de 4 x 4 a 2 x 2, asi

t = Aol(vl)Aol(VZ) " H " H ‘
X

1/2 1 Vl +a 1/2
Aol(vl)Aol(vz) . (3.20)

—(v1 +vp) 1—a(vy)vy [|x

Para una transformacién de Lorentz general debe satisfacerse que los elementos diagonales de

la matriz sean iguales, y esta condicién también debe satisfacerse por la ecuacién (3.20), esto es

= . (3.21)

El lado izquierdo de la ecuacién (3.21) depende sélo de v, y el derecho de v;, entonces esta

ecuacion sélo puede satisfacerse si % = a = const. Por lo tanto,

a(v)=—. (3.22)

Ahora, aplicamos la transformacién de Lorentz de O a O’ y luego de O’ a O, sustituyendo la
ecuacion (3.22) en las ecuaciones (3.13)-(3.15). La primera se realiza con velocidad v, mientras

la segunda con velocidad —v.

¥ :Aol(v)(t—i-%x), (3.23)
x' =A% (v)(—vt +x), (3.24)
£ = Aol(—v)(t'— Zx) (3.25)

x:Aol(—v)(vt+x). (3.26)
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Sustituyendo las ecuaciones (3.23) y (3.24) en las ecuaciones (3.25) y (3.26), tenemos

t= Aol(—v)Aol(v)(l + %Z)t (3.27)
Y 2
x =A% (—v)A% (v) (1 + %)x. (3.28)

Debido a que las ecuaciones (3.27) y (3.28) son validas para todo t y x, tenemos

v2\ 7!
Aol(—v)Aol(v):(l+7) . (3.29)

Debido a la simetria del espacio A°, no depende de la direccién de v sélo depende de su médu-

lo, por lo tanto

2\
A% = (1 +7) , (3.30)
donde a tiene dimensiones L2T~2. Si a < 0, entonces a = —c?. Sustituyendo este valor en la
ecuacion (3.30), obtenemos
2\"2
0 v

Sustituyendo la ecuacién (3.31) y a = —c? en las ecuaciones (3.23) y (3.24), obtenemos

) t—c%x
t=—— (3.32)
N
(1-%)
y
x = x——vt’ (3.33)

o0 en forma matricial

1
t’ 237211 =& |t
- (1 —v—) 1. (3.34)
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Asi, la forma explicita de la matriz (3.6) es

1% 00
1
2\72l—v 1 0 O
IIA"Vllz(l—v—z) . (3.35)
¢ 0 0 10
0 0 0 1

La cantidad c corresponde a la velocidad de propagacién del campo gravitodindmico, que como

mencionamos antes, puede o no coincidir con la velocidad de la luz.

Si diferenciamos las ecuaciones (3.32) y (3.33), tenemos

dt—Ydx
dt' = ——— (3.36)
(1-%)
c2
y
dx—vdt
dx = 2200 (3.37)
(1-%)
c?
Dividiendo la ecuacién (3.37) por la ecuacién (3.36) y usando
dx dx’
— =V =V,
at "V ar Y
obtenemos finalmente la ley de composiciéon de velocidades
vV—v
v = . 3.38)
1+% (

3.2. Ecuaciones covariantes de la gravitacion

Para obtener las ecuaciones de la gravitodindmica en el SGG (2.7)-(2.10) en forma Lorentz

invariante, es necesario primero definir la densidad de masa p y la densidad de corriente de
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masa J por medio de la funcién delta de Dirac de la siguiente forma

p(r,t) = Zmncs%r—rn(t)) (3.39)

J(61)= ) myvu()8(r=r,(1), (3.40)

donde hemos considerado un sistema de particulas de masas m,,, cuyas posiciones en el instante

t estan dadas por los vectores de posiciéon r,,.

Si el campo de Heaviside K satisface la ecuacién (2.8), entonces podemos escribirlo como el

rotacional de alguna cantidad vectorial T
K=VxT, (3.41)

donde I' es llamado vector potencial de Heaviside. Si sustituimos la ecuacién (3.41) en la ecua-
cién (2.9) obtenemos
1dr

VX(G-’_ZE):O

como la cantidad dentro de los paréntesis puede escribirse como el gradiente de una funcién

escalar ¢, podemos expresar el campo gravitacional G como

G= _V(P_EE' (342)

donde ¢ es el potencial escalar gravitacional Newtoniano. Sustituyendo la ecuacién (3.42) en
la ecuacién (2.7) nos queda
10

donde A = V? es el operador Laplaciano.

Sustituyendo los campos G y K en funcién de los potenciales, dados por las ecuaciones
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(3.41) y (3.42) en la ecuacién (2.10), y usando el hecho de que VxVxV =V(V-V)-AV es valida

para cualquier funcién vectorial arbitraria V tenemos

1 9T
c? dt?

1dp

AT v(v-r+——): 47”]. (3.44)

c ot

Podemos imponer una condicién adicional sobre I' y ¢ en una forma similar a la norma de

Lorentz en el campo electromagnético, esto es,
V-I=--=L, (3.45)

Utilizando la condicién dada por (3.45) en las ecuaciones (3.43) y (3.44), obtenemos las ecua-

ciones de onda inhomogéneas para los potenciales ¢ y T

1 %¢
2 _q 4
P Z5m = 4mp (3.46)
Y 2
10T 4x
- - - 47
c? Jt? c (3.47)

Definimos la densidad de corriente de masa cuadridimensional como

JE =(cp,]) (3.48)
donde p =0,1,2,3. Entonces, la ecuaciéon de continuidad

dp
VJ+—o=0, (3.49)

toma la forma

9,J" = 0. (3.50)
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También definimos el potencial gravitodinamico cuadridimensional como sigue

I'* =(ce,T). (3.51)
Entonces, las ecuaciones (3.46) y (3.47) pueden escribirse en forma covariante

ol = 477{]", (3.52)

donde O = A—Cl—zaa—:z es el operador D* Alembertiano y la condicién (3.45) puede expresarse como

9,0 = 0. (3.53)

Considerando los campos G y K en términos de los potenciales ¢ y I (3.41) y (3.42), puede ser
demostrado que las componentes de ambos campos pueden juntarse en un tensor antisimétrico
de segundo rango, llamado tensor gravitodindmico antisimétrico de segundo rango, el cual

hemos denotado por H/*'!,

HM = 9'TY - 9'TH. (3.54)

De la ecuacién (3.54) podemos identificar las componentes de este tensor como las componen-

tes de los campos gravitacional y de Heaviside

HY =-G” (3.55)

HM = —el*K, (3.56)

'Definimos el tensor gravitodindmico por H*¥ en honor de Oliver Heaviside.
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donde €#"¢ es el simbolo de Levi-Civita tridimensional definido por

+1 si(p,v,&)es(1,2,3), (2,3,1)6(3,1,2),
e =11 si (v, &) es (3,2,1), (1,3,2)6(2,1,3),

Osip=v,06u=&E0v=_.

Expresando el tensor (3.54) en componentes tenemos

0 -G, -G, -G,
|G 0 KK
G, K. 0 -K,
G. K, K, 0
6
0 G, G, G,
-G, 0 -K,
H,, = &
-G, K, 0 -K,
-G. -K, K, 0

Por lo tanto, las ecuaciones (2.7) y (2.10) pueden escribirse como
9, H" = —47” I
y las ecuaciones (2.8) y (2.9) se convierten en
d,Hyg + 0, Hgy +dgH,, = 0.
Definimos el tensor gravitodindmico dual como sigue

1
MY = e,

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)
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donde e*'?P es el simbolo de Levi-Civita cuadridimensional, definido como

+1 si(p,v,a,B) es una permutacién par de (0,1,2, 3),
etvab = -1 si(p,v,a, ) es una permutacién impar de (0,1, 2, 3), (3.63)

0 de otra manera.

Podemos usar el simbolo dado por (3.63) para expresar la ecuaciéon (3.61) (o ecuaciones (2.8) y
(2.9)) como la siguiente ecuacion

e PHpug, = 0. (3.64)

Ahora, mostramos el tensor dual del campo gravitodindmico en componentes

0 -K, -K, -K,
K, 0 G, -G

HY =T : Y (3.65)
K, -G, 0 G,
K, G, -G,

6

0 K, K, K,
K G, -G

H=| : 4t (3.66)
K, -G, G,
K, G, -G, 0

3.3. Flujo y densidad de energia del campo gravitodinamico

Podemos multiplicar con el producto punto la ecuacién (2.9) por K y la ecuacién (2.10) por
—G y sumarlas y considerando la identidad vectorial V- (AxB)=B-(VxA)—-A-(V xB) para
cualesquier dos vectores A y B, tenemos

4 )
V-(KxG)=——-G+5-=(IGI +[[KIP) (3.67)

1
2c
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6
88—1:}+I-G:—V-S, (3.68)
donde
w= —W (3.69)
y
S-= ﬁKxG, (3.70)

donde w es la densidad de energia gravitodindmica y S es el vector de Poynting gravitacional.
La ecuacién (3.68) es el teorema de Umov-Poynting gravitacional en forma diferencial, y expresa
la conservaciéon de la energia para un sistema formado por masas y campo gravitacional. Si

integramos sobre un volumen tridimensional y usamos el teorema de Gauss en el segundo

ij wd3x+J- I-Gd3x:—§s-ds. (3.71)
dt Jy 1% s

Usando la expresion de la densidad de corriente de masa introducida al inicio de esta seccién

miembro, obtenemos

(3.40), podemos calcular la segunda integral del primer miembro, esto es

d&
3. _ . —
J;/]-Gd X = En m,v, - G(r,) = TS (3.72)

donde £ es la suma de las energias cinéticas de las particulas dentro del volumen V. Aqui
hemos supuesto que no hay particulas en la frontera del volumen. Considerando la ecuaciéon

(3.72), la ecuacién (3.71) se convierte en

d
%(Lwd%w):—ggss-ds. (3.73)

Este es el teorema Umov-Poynting gravitacional en forma integral. El significado fisico de este
resultado es interpretado de la siguiente manera: la variacion temporal de la energia total de las

particulas y el campo gravitodindmico dentro del volumen, es igual al flujo tomado con signo
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opuesto del vector de Poynting a través de la superficie que encierra el volumen. Si integramos
sobre todo el espacio tridimensional, entonces la integral de superficie en la ecuacién (3.73) se

anula, debido a que el campo gravitacional es cero en el infinito. Este resultado estd dado por

d 3 3
E( Lwd x+€)—0, (3.74)

este resultado expresa la ley de la conservacién de la energia en un sistema cerrado constituido
por masas y campo. Se obtendra el mismo resultado expresado en la ecuacion (3.73) del tensor

energia-momento.

3.4. Principio de minima accidén

Podemos obtener las ecuaciones de movimiento, no sélo para las particulas, sino también
para los campos, de las condiciones extremales de la funcional llamada accién.

En nuestro caso, como podemos ver en la referencia [43], el principio de minima accién
puede ser generalizado para campos, notando que hay una similitud entre los medios continuos
y los campos, asi, consideramos como una magnitud bésica para la descripcién de los campos,

una densidad lagrangiana £ definida por

L= fﬁd%, (3.75)

entonces el principio de minima accién nos dice que la accién dada por

_ dq\ 5 .. 1 99 \ 4

donde d*x = cdtdxdydz, S debe ser un extremal y g son cantidades que describen el estado del
sistema y estas corresponden a las componentes del cuadripotencial (3.51) del campo gravito-

dindmico.
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. P, . o L .
Abreviando 57 =g, variamos S de acuerdo con el principio de minima accién para obtener

las ecuaciones de campo, esto es

5 = + f (a—ﬁa‘q + a—ﬁaq,y)d‘*x

c aq 8q,y
1 (fec,. . 9 (oc 9 Ic i _
= [ 5 ) e et 7

Si integramos sobre todo el espacio y usamos el teorema de Gauss, el segundo término de la
integral es nulo y obtenemos

== -, (3.78)

es la ecuacién variacional de Euler-Lagrange. Notemos que el Lagrangiano no estd definido

univocamente, si £ nos da las ecuaciones (3.78), entonces

, d
L —> L —£+W7’ll(q>, (379)

reproduce las mismas ecuaciones, como podemos ver si aplicamos (3.78) a (3.79).

3.5. Teorema de Noether

Enunciamos el teorema de Noether para hallar la corriente de Noether, cantidad que usare-

mos en la seccién 3.8 para deducir el tensor energia-momento gravitodindmico.
Teorema 1 (Teorema de Noether). Para cualquier transformacién continua de las coordenadas y los
campos que dejen invariante la accion en un volumen cuadridimensional corresponde una corriente

conservada J¥ en la evolucion, la cual satisface aﬂj” =0.

Demostracion. Suponemos que las funciones del campo y cuadrivectores se transforman como
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un resultado de alguna transformacién continua que pertenece al grupo de Lie?:
x = X yulkx) - u'(x). (3.80)
Ahora, consideramos la acciéon funcional

S{u(x)] :JQE(u,g—Z,x)d4x, (3.81)

donde () es una regién de integracion arbitraria.

Consideramos la transformacién

u(x) — u'(x)=u(x)+ou(x), (3.82)

donde du(x) es la variacion local de u(x).

Puesto que

u'(x")=u'(x)+ W&x'”, (3.83)

la variacion total estd dada por ou(x) = u’(x’) — u(x), de modo que
ou(x) = ou(x) + =—ox'. (3.84)

Ahora, suponemos que la accién es invariante respecto a las transformaciones (3.80), esto sig-
nifica

S[u’(x")] = S[u(x)] = inv, (3.85)

entonces, 0S = 0.

’Informalmente, un grupo de Lie es un grupo de simetrias donde las simetrias son continuas.
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Queremos determinar la forma explicita de la variacién de la accién S,
68 = f [L(6d*x) +d*x5L), (3.86)
Q
donde 6d*x = d*x’ — d*x, con d*x’ = |%| d*x.

El Jacobiano es

ox’
ox

8x u  doxt

Podemos escribir el Jacobiano de otra forma si usamos la identidad matricial
In(detA) =tr(lnA)

sobre la ecuacién (3.87),

x| _ In det( % tr In[ 22
52| = &P e =expqtrIn{ =
’/l
~ exp{t ( } aéx (3.88)
por lo tanto,
M
sdx = %5;; d4x. (3.89)

Ahora, calculamos la variacién de la densidad Lagrangiana 6L

5L = ﬁ(u’(x’), %,x’)—[ﬁ(u(x),% ) 5L+ %m , (3.90)

donde la variacién local de la densidad Lagrangiana 6L es

5= 2550+ 25 s, = (25 9 Your 225 5u)
du du,

ou ox )" T oxv \ o, "
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Si el campo satisface las ecuaciones de Lagrange

oS dJdL J JIL

ou_ du  ox’ du, =0
entonces
- d [ dL .
oL = OxV (%614) (391)

Sustituimos las ecuaciones (3.89) y (3.91) en la ecuaciéon (3.86) para obtener la variacién de la
accion

d oL
— v N dad _ v 4
oS L P lﬁéx + au'y(éu u,0x )ld X. (3.92)

Si el volumen () es arbitrario y 6S = 0, entonces la divergencia es nula,

o[ o Lo 1
W[(ﬁé V—%M’V)(SX +%5Ml =0. (393)

Las transformaciones forman un grupo de Lie con parametros «’ donde I = 1,2,...,p; por lo

tanto
dxV u
ox" = =—o6x' vy ou=—0s«,
X o] Ky ou Ew K
donde
JxY du
™ = (X" xty o =Xt

X; son los generadores del grupo. Definimos la corriente de Noether por medio de

(3.94)

]’,41 _ (_Léyv n a[: )6xv a[: 61/1

u -
du, ") ol duy, il

Por consiguiente, en virtud de la ecuacién (3.93), debido a la independencia de los parametros

uno con respecto a otro, obtenemos
g
Iy _

~1=o (3.95)
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A primer orden, el teorema de Noether puede ser expresado como

88 = L d,J" d*x = f]”ldsy =0, (3.96)

donde hemos aplicado el teorema de Gauss para campos que satisfacen las ecuaciones de Euler-

Lagrange. Tambien podemos escribir este resultado en forma diferencial

2,J" = 0. (3.97)

La corriente J" ; no estd determinada univocamente, podemos sumar siempre cuaquier co-

rriente conservativa trivial C* tal que d,C* = 0.

Es posible definir el tensor energia-momento del teorema de Noether, y para hacer esto,
consideramos la transformacién del grupo de Poincaré. Para traslaciones x¥ — x¥ +a¥, en la

corriente de Noether dada por la ecuacion (3.94), tenemos

1 6Xv

ou
v
k' — at,

= =6% s =0, (3.98)

donde la ultima ecuacién en (3.98) esta condicionada por la homogeneidad del espacio, esto es,

invarianza de los campos con respecto a traslaciones: u’(x’) = u(x).

Por lo tanto, la corriente de Noether (3.94) toma la forma

oL
TV, =—£8", + 7143. (3.99)
H

La ecuacidon (3.99) corresponde a la definicién del tensor energia-momento, esta es aplicable a

cualquier campo.
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3.6. Laaccion del campo gravitodinamico

Siguiendo la analogia entre la teoria electrodindmica y la gravitacién, y en base a los resul-
tados obtenidos por Landau y Lifshitz [44], la accién para un sistema constituido por el campo

gravitodindmico y las particulas ubicadas alli, tienen la forma de la siguiente suma
S:Sp+sf+spf' (3.100)

donde el subindice p denota las “particulas”, f denota el “campo” y pf denota “particula-
campo”.
S, es la parte de la accion que depende solo de las particulas, esta es la accion para las

particulas libres. Es bien sabido que la accién para una particula libre estda dada por

S1 = —mcfds,

y el Lagrangiano es

Por lo tanto, la accién para un sistema formado por muchas particulas esta dado por la suma

Sp:—chfds. (3.101)

S es la parte de la accién que corresponde a un campo en ausencia de masas, esto es, depende
sOlo de las propiedades del campo gravitodindmico.

Para obtener esta parte de la acciéon debemos considerar el siguiente argumento, tomando
como punto de partida el principio de superposicién. Debido a que cualquier solucién de las
ecuaciones de campo representa un campo existente en la naturaleza, la suma de cualquier
numero de tales campos debe ser un campo existente en la naturaleza y debe satisfacer las

ecuaciones de campo.
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Las ecuaciones de campo deben ser ecuaciones diferenciales lineales homogéneas porque
ellas satisfacen el principio de superposicién. Obtenemos las ecuaciones de campo variando la
accion, y tal variaciéon reduce el grado del integrando una unidad, por esto, la accién debe ser
una expresion cuadratica de las componentes de tal campo y debe ser un escalar invariante. La

cantidad que satisface esas condiciones es el producto H,,, H"”, por lo tanto, Sy debe ser
Sf= aJHyVH”Vd4x, (3.102)

donde la integral se extiende sobre todo el espacio y todo el tiempo entre dos instantes dados,

a es una constante que en el sistema Gaussiano es a = ﬁ, por lo tanto
1
Sf=Te— JHWHWd‘lx, d*x = cdtdxdydz. (3.103)

Ahora, obtenemos la parte de la accién que corresponde a la interaccién entre el campo y las
particulas, esto es, Sy,. Esta parte de la acciéon debe contener cantidades que caracterizan las
particulas y el campo. Por un lado, la masa m de una particula determina sus propiedades
con respecto a la interacciéon con el campo. Por otro lado, las propiedades del campo estdn

caracterizadas por el cuadripotencial I, (3.51). De esta forma, la accion para una particula es

m
U T
cJ"‘x

donde hemos introducido el factor % por conveniencia y [, es tomado en puntos de la linea de

universo de la particula. Por lo tanto, para un sistema de particulas tenemos

m
Spf = —Z?Jfﬂdx”. (3.104)

En cada término de la suma, I}, es el potencial del campo en aquel punto del espacio-tiempo en

el cual esta la particula.
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Enseguida expresamos la suma dada por (3.100) en una forma explicita considerando las

ecuaciones (3.101), (3.103) y (3.104), obteniendo lo siguiente

1 m
- _ WY g4y _ - H
S = E chd5+ 167ZCJH’”H d*x E . Jfﬂdx , (3.105)

esta ecuacién corresponde a la accién total del sistema formado por particulas y campo gravi-

todindmico.

3.7. Ecuacidon de movimiento de una particula

Tomando la variacién de la ecuacién (3.105) y siguiendo los resultados obtenidos en la re-
ferencia [44], pero en nuestro caso para el campo gravitodindmico, para obtener la ecuacién
de movimiento de una particula dentro de un campo gravitodinamico. Podemos despreciar la
parte de la accion correspondiente al campo gravitacional libre Sy.

Asi, la accidn se convierte en

S=- ZJ (mncdsn + %Pydx”a). (3.106)

Esta integral es tomada a lo largo de la linea de universo de la n-ésima particula, entre dos
puntos fijos del universo.

La variacién 0S de la ecuacion (3.106) es

n

Puesto que ds = /dxydx/‘,

dxﬂédxﬂ

S

ods = = uﬂédx",

donde u, es la cuadrivelocidad.

U
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Conmutando los operadores de variacién 6 y de diferenciaciéon d e integrando por partes el

primer término de (3.107), obtenemos

0S =- Z (mncunﬂ + %Fﬂ)éxﬂn

n

+ Zj(mndunﬂéx”n + mndl“ﬂéx”n -m,oL,dx",). (3.108)
n

Debido a que 6x", = 0 en la regién de integracion, la primer suma en la ecuacién (3.108) es

nula. Por lo tanto, la ecuacién (3.108) se transforma como

du”
58 = ;J (m,,d—s" - mnHWu”n)éx"ndsn, (3.109)

donde hemos usado las siguientes relaciones

du,,
duﬂ = Eds,

dl, =u"d,l,ds,

of, = d,I, ox".

En virtud de la arbitrariedad de 6x",, y puesto que 6S = 0, por el principio de minima accién,

tenemos

du, 1 ,
g—c—szu y (3110)

donde hemos despreciado el indice n. Las ecuaciones (3.110) son las cuatro ecuaciones de mo-

vimiento relativistas invariantes de una particula.

Podemos escribir las ecuaciones (3.110) como las siguientes ecuaciones

dp _

T =m(G +vxK) (3.111)
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de
E_mv-G, (3.112)

donde hemos usado el momento relativista y la energia dados por

, v2
ds = l_C_Zdt

La ecuacién (3.111) es la ecuaciéon de movimiento correspondiente a la fuerza que actua sobre
una particula con masa m dentro de un campo gravitodinamico. Esta ecuacion es el analogo de
la Fuerza de Lorentz dada en la teoria electromagnética. Por otro lado, la ecuaciéon (3.112) nos
da la variacién temporal de la energia cinética de la particula, y esta determinada por el trabajo
realizado por el campo gravitacional.

Las ecuaciones (3.111) y (3.112) no son independientes la una de la otra, de hecho, usando

dp de

At dt

y multiplicando escalarmente la ecuacién (3.111) por v, podemos ver que la ecuaciéon (3.112)

es consecuencia de la ecuacion (3.111).

3.8. El tensor energia-momento gravitodinamico

En esta seccién hemos obtenido el tensor energia-momento gravitodindmico. Primero he-
mos considerado que no hay presencia de masas, para simplificar nuestros calculos.
Cuando tratamos con el principio de Hamilton para campos, debemos considerar como una

magnitud bésica para su descripcién una densidad Lagrangiana £, debido a que hay una simi-
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litud entre los medios continuos y los campos, y en este caso no existen particulas discretas,
por lo tanto, descomponemos el medio continuo en volimenes infinitesimales. Puesto que las
energias cinética y potencial son funciones de la masa, tomamos en cuenta sus densidades vo-

lumétricas.

Entonces, la densidad Lagrangiana £ estd dada por
L:J-£d3x, (3.113)

donde L(q,9 ).

La densidad Lagrangiana que corresponde a la accién del campo gravitodinamico libre

(3.103) esta dado por
1

Lr=Ton

H

W H™. (3.114)

En la secciéon 3.5 definimos el tensor energia momento como la corriente de Noether dada
por la ecuacién (3.99), cuya conservacion estd condicionada por la invarianza de la accién del
sistema con respecto a la transformacién del grupo de traslaciones espacio-temporales. Aqui,
consideramos que las magnitudes g corresponden al cuadripotencial gravitodinamico I'¥#, asi

que
e 95 s, (3.115)
p o) |
Para calcular la derivada presente en la ecuacién (3.115), calculamos la variacién de la densidad
Lagrangiana oL

1 1
0Ly = o H"5H,, = . —HI"SL,,, (3.116)

donde hemos usado la forma covariante del tensor del campo gravitodindmico en términos del
cuadripotencial [,

Hyy = 3,0, - 9,T,.
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y la propiedad de antisimetria de H,,. Por lo tanto, de la ecuacion (3.116) se dedujo

oL 1
f _ va
e e (3.117)

Por tultimo, usando la ecuacién (3.117) se obtiene el tensor energia-momento canénico del cam-
po gravitodinamico

T =

1
_ va _ % af
w = g TagHY 18" HagHP. (3.118)

Expresado en componentes contravariantes, tenemos

1 1
TV = —T, H"®— —nMH ,H, )
dn o lor | Tap (3.119)

Aunque esta expresioén no es invariante de norma, podemos obtener una expresiéon invariante

de norma, si sumamos a la ecuacién (3.119) una divergencia dada por

1 1
-—(*HY, y* =——T**H",, .
47Z( o) = o (3.120)

donde hemos considerado que en ausencia de masas la ecuacién de campo es H"? , = 0.

Por lo tanto, el tensor energia-momento del campo gravitodindmico se expresa en una forma
simétrica como sigue
1

1
A & 97102 & o R /3 apf
TH = HIHY = 1" Hoy HP. (3.121)

Ahora analizamos la componente T%. Si escribimos esta componente en una forma explicita,
tenemos

T% (K1 +IGII). (3.122)

B 1
871

Si integramos T°° sobre un volumen V obtenemos la energia del campo gravitodinamico E y es la
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energia contenida en el campo gravitodindmico
E= f T3, (3.123)
14

Las componentes T%, donde i = 1,2,3 son iguales a las componentes S’ de la densidad de flujo
de energia dado por S (ver, la ecuacién (3.70)) dividida por la velocidad de propagacién de los
campos ¢, esto es

Si

. 1 .
TV = == Eeiij]Gk, (3.124)

donde €y es el simbolo de Levi-Civita. También, T = T% y S’ son las componentes del vector

de Poynting.

Definimos el tensor de tensiones gravitodinamico como el tensor tridimensional @ = ~Tik

cuyas componentes estan dadas por

1 1
@ = 3= { GGk + KK = 503 IGIP +IKIP) . (3.125)

Una vez obtenidas las componentes del tensor energia-momento gravitodindmico, podemos

escribirlo en componentes como sigue

Sx Sy Sx
w7
& w ) w
XX X Xz
TH =| ¢ Y (3.126)
v
¢ Dyx Dyy Dy
S
TZ @z (Dzy @z

Enseguida damos una interpretacién fisica de las componentes del tensor de tensiones (3.125).
Para este objetivo, tomamos la cuadridivergencia del tensor energia-momento gravitodindmico

(3.121), tenemos

1 1
nv pa ,
T v :E(HVCKH Vv +HyaHVa’V_EHaﬁHaﬁy). (3.127)
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Este tensor se reduce a la siguiente expresiéon
™, =-H"],, (3.128)

haciendo uso de las ecuaciones (3.60) y (3.64).

Demostramos que la ecuacién (3.128) es la ley de conservacién para el cuadrimomento to-
tal del sistema. Sustituyendo la corriente dada por la ecuacién (3.40) en la ecuacién (3.128),

obtenemos

T + 7", = Z H’“’ V53( —1,(t)). (3.129)

Haciendo uso de la ecuacién de movimiento de una masa puntual (3.110) e integrando la ecua-

cioén (3.129) en un volumen V, tenemos

dt[P”+Zp] 9€Tﬂkd5k (3.130)

P# es el cuadrimomento total del campo gravitodindmico en el volumen considerado. La suma

es tomada s6lo con respecto a las particulas dentro del volumen.

Para p = 0, la ecuacién (3.130) coincide con el teorema Umov-Poynting gravitacional dado
por la ecuacién (3.71). Para y =1, 2,3 obtenemos la ley de variacién del momento tridimensio-

nal total del sistema en el volumen dado, esto es,

d ; ;
2 [ ik
_dt[P + En pn)— 9SST dsg. (3.131)

La cantidad de momento que sale del volumen por unidad de tiempo esta dado por el segundo
miembro de la ecuacién (3.131). En consecuencia, las magnitudes T* son las componentes del

tensor densidad de flujo de momento tridimensional.

Si el campo gravitodindamico es independiente del tiempo, entonces ddlz =0, y considerando
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@;x = —T'%, la ecuacion (3.131) se transforma en

% Zpin = ggca”‘dsk. (3.132)
n S

Podemos usar la ecuaciéon (3.111) para transformar el primer miembro de la ecuacién (3.130),

por lo tanto

% an = Zmn[G(rn) +vxK(ry)] = J((OG +J % K)d3x- (3.133)

Concluimos que en un campo estético el flujo del tensor de tensiones a través de una superficie

que limita al volumen, nos da la fuerza total que actta sobre las particulas dentro del volumen.



Capitulo 4

Limite Post-Newtoniano

En la relatividad general la interaccion gravitacional es interpretada como una deformacién
del espacio-tiempo debida a la presencia y movimiento de las masas. Podemos leer en casi todos
los libros acerca de la relacién que existe entre la materia y el espacio-tiempo: “El espacio-
tiempo le dice a la materia como moverse y la materia le dice al espacio-tiempo como curvarse”
[45]. Esta idea surgi6 de la conclusiéon de Einstein de que la variable de campo para el campo
gravitacional debe ser el tensor métrico del espacio-tiempo de Riemann g,, y que esta cantidad
estd determinada por la distribucién y movimiento de la materia, este es el enlace entre materia
y geometria. La relatividad general es mencionada frecuentemente por varios autores como una
de las teorias mds importantes desarrolladas en el siglo pasado. En palabras del premio Nobel
R. Feynmann: “La teoria gravitacional de Einstein, que se dice que es el mayor logro de la
fisica tedrica, dio lugar a hermosas relaciones que conectan los fenémenos gravitacionales con
la geometria del espacio; esta es una idea emocionante” [46]. Aunque esta relacién entre la
materia y la geometria del espacio-tiempo ha sido ampliamente difundida entre la mayoria de
los cientificos, este no fue el resultado central que Einstein quiso destacar, esta idea nunca fue
aceptada por Einstein, en lugar de esto, fue la unificacién de la inercia y la gravedad. De hecho,
la idea de la geometrizacién de la gravedad comenz6 con el trabajo de Weyl. Para una discusiéon

detallada, ver el documento, Why Einstein did not believe that general relativity geometrizes gravity

91
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[47].

Para obtener las ecuaciones de Jefimenko de segundo orden, usaremos la aproximacién Post-
Newtoniana en las ecuaciones de campo de Einstein. El mismo sistema de ecuaciones no linea-
les se puede obtener a partir de otras aproximaciones, como el sistema de ecuaciones obtenido
por Logunov.

Las ecuaciones de Jefimenko para la gravitacién fueron obtenidas por primera vez por Hea-
viside [12], haciendo uso del andlisis vectorial de Gibbs, suponiendo la existencia de un se-
gundo campo gravitatorio que surge como una especie de induccién gravitatoria, esto lo logré
Heaviside afios antes de que Einstein escribiera sobre la posibilidad de la existencia de la in-
duccién gravitacional en su no tan conocido trabajo Gibt es eine gravitationwirkung die der elek-
tromagnetischen induktionswirkung analog ist? [19]. Pero también pueden obtenerse del enfoque
desarrollado por Arbab [17] haciendo uso de los cuaterniones de Hamilton, a partir de las ecua-
ciones de campo lineales como las obtenidas por Gonzélez Segura [35]. Jefimenko ha obtenido
este conjunto de ecuaciones postulando una analogia entre sus soluciones retardadas para el
campo electromagnético y las soluciones para el campo gravitacional.

Compararemos el sistema de ecuaciones resultante con las cantidades obtenidas por Jefi-
menko y estableceremos sus respectivas soluciones como limite. Ademas, veremos que las ecua-
ciones de Jefimenko nos dan la teoria Newtoniana para el limite v/c — 0, donde c es la velocidad

de propagacién de las soluciones de ondas planas del campo gravitacional en el vacio.

4.1. Ecuaciones de Jefimenko a segundo orden

Las ecuaciones de Jefimenlo para la gravitaciéon [10,11] estan dadas por

V.g:_4nGp, (4.1)
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dk
VXg——E, (43)
_ 4nG_ 1 0dg
VXk——C—2]+C—2§, (44)

donde g es el campo gravitacional ordinario debido a la presencia de masas y acttia sobre masas,
ya sea que estén en movimiento o no, k es el campo de Heaviside (el campo que es generado por
el movimiento de las masas y acttia s6lo sobre masas en movimiento), p es la densidad de masa,
J = pu es la densidad de corriente de masa con u la velocidad de la masa, G es la constante
universal de la gravitacion y c es la velocidad de propagacién de los campos!.

La analogia no es perfecta, debido a que en la teoria electromagnética hay dos tipos de carga
eléctrica, en la teoria de la gravitaciéon de Jefimenko, s6lo hay un tipo de masa. Mientras en
la primera el campo magnético es dextrdgiro, en la teoria gravitacional el campo de Heaviside
es levogiro. En la primera hay un flujo de electrones dentro de un conductor, mientras en la
gravitacion la corriente de masa es el movimiento de la materia como un todo.

Hemos deducido expresiones no lineales para las ecuaciones de Jefimenko a partir las ecua-
ciones de campo de Einstein:

G,y = 81GT,,, (4.5)

donde G, = Ry, — %gWR es el tensor de Einstein, el cual determina la geometria del espacio-
tiempo debido a la presencia de la fuente, G es la constante gravitacional, T, es el tensor

energia-momento de la materia. Estas ecuaciones pueden escribirse como
1
Ry =876 Ty = 58T ), (4.6)

donde T = T”F es la traza del tensor T,

wv» Ryy es el tensor de Ricci obtenido de la contraccién

del tensor de Riemann RPWV para p =0, esto es,

_ pPf _1P P P A P ra
R"{V —_ R l/lpv —_ ryvp - FVG’V + ra/\rﬂv - r/\vr”a, (4.7)

Esta velocidad se considera igual a la velocidad de propagacién de la luz. Hay mediciones indirectas en [29].
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y FMPV son los simbolos de Christoffel, dados en términos del tensor métrico del espacio-tiempo

de Riemann g, como

1
r;fv = Egpe(gey,v T 8evu— gyv,e)- (4.8)

Usaremos las condiciones de De Donder
28" =0, (4.9)

las cuales fueron introducidas por primera vez por Fock [48] y fueron consideradas por é1 como
un sistema de referencia privilegiado. El introdujo estas condiciones cuando estuvo consideran-
do problemas del tipo isla (también llamados sistemas aislados). Aunque no hay coordenadas
Cartesianas globales en el espacio-tiempo de Riemann, las condiciones de norma armoénicas son

validas en trozos.

Para resolver las ecuaciones (4.6) y (4.9), es necesario construir la variedad Riemanniana, lo

cual significa encontrar el tensor métrico del espacio-tiempo de Riemann g, (x).

La aproximacién Post-Newtoniana se utiliza en campos gravitacionales relativamente débi-
les y en procesos en los que las velocidades son pequefias comparadas con c, la velocidad de
propagacion del campo gravitacional. Por estas razones, la formulacién Post-Newtoniana es
suficiente para describir los fenémenos dentro de nuestro sistema solar y las pruebas experi-

mentales realizadas en él.

El parametro necesario para construir las series de perturbaciones es la cantidad € = v/c, y
como consideraremos ¢ = 1 para simplificar los cdlculos (al final, reintroduciremos los factores
con esta cantidad), podemos ver que las velocidades de los cuerpos en nuestro sistema solar v
no son mayores que €. Esto significa que las derivadas temporales y espaciales estan vinculados

mediante la siguiente relacién:

9t~€ai, (410)

donde i = 1,2, 3. Esta relacién implica que todas las variaciones temporales estan asociadas al
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movimiento de la materia.

Como primer paso, expandiremos el tensor métrico g"*?,

2 4
@00 =1 4004 000

e
g]:g]+g]+...}

T
gl]:”1]+gl]+gl]+

(1)
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(4.11)

(4.12)

(4.13)

donde 1/ es la parte espacial de la métrica de Minkowski /¥, y g’ con I = 2,3,4,... son térmi-

nos del orden €’. Si consideramos la transformacion t — —t, el signo de € debe cambiar también,

y por esta razdn las ecuaciones (4.11) y (4.13) contienen sé6lo potencias pares de €,y (4.12) sélo

(1)

potencias impares. La ecuacién (4.12) no contiene g% porque en la aproximacién Newtoniana

¢% no puede ser menor que el segundo orden en €.

Podemos usar las ecuaciones (4.11)-(4.13) para calcular g, y su determinante g = detg,,

(2) (4
g00=1+goo+ &0+,

(3) )
8oj = 80j T &oj + s

2) 4
8ij =Mij +&ij +&ijt-»

2 @ @ @ @ @ @ @
g = —1-goo+g11+82+g33—Lo0+811+822+g33

@0 @ @ @@ @ @ 9 9 0

+ Q00(811 +822+833) — 811822 — 811833 — §22833 +g122 + 813 +8223 LI

Si introducimos las cantidades

2 2 @ 2@ (©
Z =800 — 811 — 822833

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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@ @ oW ow W @ @ @) e @ oe 2 @ 0
Z =800~ 811~ 822833 800|811 + 822+ 833 |+ 811822 T 811833 + 822833 — 812 — 813 — &23~

entonces g = detg,, es

2) (4
g:—l—(z)—(z). (4.18)

Las ecuaciones (4.9) en coordenadas Galileanas son

%gé%),o - %17” 80 =107 (4.19)
%g(ozo),i + %Uklg(kzl),i = Uklg(i),l, (4.20)
e o It 421
ol s %;i}@ Ly [@ 5 gﬂ i) 422

J

La expansion del tensor de Ricci de segundo rango escrito en coordenadas cartesianas es

1,0 1.0 10 1.0 1.0 @
Roo = =511"7800,1j = 5117 800,ij = 5800,00 + 511" 117 &k1800,ij + 511" 800,800, + (4.23)
I 5
Roj =2t go b (4.24)
1 (2)
R;; = —Eﬂklgij,kl g, (4.25)

donde hemos usado las condiciones de norma armoénicas (4.9) para ignorar los siguientes térmi-

nos de las ecuaciones (4.24) y (4.25).

También expandiremos el tensor energia-momento de la materia, considerandola como un
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fluido perfecto, a saber,

T =[p+p(1 +I1)v"v" —pgh”, (4.26)

donde p es la presiéon isotrépica especifica, p es la densidad del liquido ideal, IT es la energia
especifica propia, también llamada energia interna por particula y es el nombre general para to-
das las energias con la excepcidn de la masa en reposo, y v* es la cuadrivelocidad. La definicién

de Il se da en A first course of general relativity de B. Schutz [49],

H:%—m, = p=n(m+II),

donde n es el nimero de densidad, el nimero de particulas por unidad de volumen en un

sistema de referencia en co-movimiento.

El tensor (4.26) debe satisfacer la ley de conservacion covariante dada por
_ B Ap_
VyT”V_aﬂT”V+FVAT V+1“;/\T " =0. (4.27)

La densidad del fluido perfecto es invariante y debe satisfacer la ecuaciéon de continuidad co-

variante, esto es,
1
— (/- vv),v =0. (4.28)
= 8P

En seguida se hace una expansién de T/ en el parametro pequefio €

(0) (2) (4)
T00 = 700 700 | 700 . (4.29)
B 6
T =T £ T ..., (4.30)
N A )
Tl]:ﬂ1]+T1]+Tl]+“'- (431)

Si son ignoradas las fuerzas gravitacionales, esto es, en la aproximacién Newtoniana, las com-
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ponentes temporal y espacial de v# son

19 =1+ 0(e?) and v’ =v'(1 + O(e?)). (4.32)

Si sustituimos las ecuaciones. (4.29)-(4.32) en la ecuacidn. (4.26), encontramos

(0)
TOO = p, (433)
(1), ,

T = pv/, (4.34)

(0)
T = 0. (4.35)

Las ecuaciones de campo de Einstein expandidas (4.6) son

1" g00,i; = —8wGT, (4.36)

(2) (0) (2)

o (4) (2) c1:(2) (2) - (2) (2) (2) g
1" 800,i; + 800,00 = 11" 11" €k1800,i; — 117 800,i800,j = —8TG(T*® + 2809 T —17;, TY), (4.37)

. 3) W
1/ goij1 = —16mGn;; T, (4.38)
ki () "

n" &ij ki = 8mGH; T (4.39)

Este conjunto de ecuaciones nos permite escribir el tensor mérico del espacio-tiempo de Rie-
mann en las aproximaciones Newtoniana y Post-Newtoniana. Si denotamos ¢ como el potencial
Newtonianao, podemos suponer que

(2)
800 ="2¢, (4.40)

entonces la ecuacion (4.36) puede escribirse como

(0)
A¢p = -4 GT. (4.41)
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la cual es la ecuaciéon de Poisson y A = V2 es el operador Laplaciano. Consideramos ¢ nulo en

el infinito, por lo tanto, nuestra solucion es,

(0)
00/’
¢ = GJ waﬁx’, (4.42)

donde r = |x — x’| es la distancia entre el punto fuente y el punto de observacién (punto de

campo).

De las ecuaciones (4.38) y (4.39), obtenemos

(3) TO(x,t) 5,
Qoi = —4G;71-]-J-+d3x, (4.43)

(2) TO(x’, ¢t ,
g, =2Gun; J %d% = 219 (4.44)

Si sustituimos las ecuaciones. (4.40), (4.41) y (4.44) en la ecuacién (4.37), tenemos
A(goo - 24)2) ==2¢ 0 +87G| T —1;; T |. (4.45)

4
También, éoz) debe tender a cero en el infinito, por lo tanto, de la Ec. (4.45) obtenemos

(20)0 (2)
@ _prs L qb , (T —ni;TY) 5,
200 = t 53 x'-2G fd x. (4.46)
Las ecuaciones (4.19) y (4.43) pueden relacionarse por
1 ;)
b0= 31" 8oji (4.47)

Sustituyendo las componentes expandidas del tensor energia-momento de la materia dado por



100 CAPITULO 4. LIMITE POST-NEWTONIANO

las ecuaciones. (4.33) y (4.34) en las ecuaciones. (4.42) y (4.43), obtenemos

2) 3) L
g00 = —2¢, oj =419’ &ij =21, (4.48)
donde
’,t
b= GJ @cﬁx’ (4.49)
y .
. Ak
q' = —GJM&Z%’. (4.50)

En el orden de aproximacién mas bajo, los coeficientes del tensor métrico del espacio de Rie-

mann son

00 =1-20, goj =4nijq’, &j=1nij(1+29). (4.51)

Podemos usar nuestros altimos resultados en la ley de conservacién de covariante (4.27) y la
ecuacion de continuidad de covariante (4.28) para encontrar la siguiente aproximacién para las
componentes del tensor de energia-momento de la materia. Necesitamos para esto los simbolos

de Christoffel I‘“ﬁy ,v—2g v v’ en la aproximacién de orden cero,

V=g =1+2¢, (4.52)

1 .
0=1 +¢—§vjv], (4.53)

ro00 =—0,0, rOOi ==, 1ﬂloo = ’71J¢,j’
% = —nijp0+ 21" + Uikq,k]’)’

. S .
I =24+ 60— 21" 1juq 4

rijk = 5i¢,j +5;'¢,k_’7il77jk¢,l- (4.54)
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Asi, la ley de conservacién covariante queda como

2 0 |
T +T% —pdo—20v'dp,; = O(e’), (4.55)

(2)

Ti];j +(pv') o+ 1" pd j = O(e?), (4.56)

la ecuacidn de continuidad covariante es

1 pal 1 ) 0 ) 1.
\/T_g {w (p +3¢p - Epvivl)+ ¥ (pvl +3¢ppv' + Epvlv2)} = 0(e) (4.57)

y la ecuacén de movimiento de un liquido ideal esta dada por

i

P+ /vl ="l (=pe i +p,)), (4.58)

p(IT o+ /T ;) = —pv’ (4.59)

,17

donde p = y/=gpu", es la densidad de masa conservada, la cual puede ser escrita de la siguiente

forma en nuestra aproximacién
1
@:p(1+3q5—5v,-v1), (4.60)

por lo tanto podemos reemplazar g por p la cual es la densidad invariante.

Después de realizar este desarrollo matematico tenemos las soluciones para el tensor energia-

momento de la materia en la expansion requerida, es decir:

(2) ‘
T% = p(2¢ +IT1-v;v'),

(3) . ‘ .

TY = pv/(2¢p +TT-v;v') + pv/,

(2) S

TV = pv'vl—4p. (4.61)
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4
Ahora, podemos obtener g(og, dado por la ecuacién (4.46)

(4)

S0 = 207+
= 2¢2+
= 2¢2+

donde

1 02
271 Jt? |
1 02
271 Jt? |
1 02

i ¢(X’l t)d?)xl _ ZGJ p(z(P +1T- 2vivi) + 3p d3xl
T r
r ,,t I i ,
P 430 4Gf%d3x’ _ ZGJ kP LI 4GJ PYi¥ 43y — 6GJ P a3y
T T r T r
q)(XT"f)d%’—z@l _ 2D, — 40, — 6D, (4.62)

271 Jt? |

I i
CDl :G\I\#d:%x/, @2: GJpTd?’x,! (D3 :_G\I\@d:%x/, (D4: Gjpd3 /,

r

Dy, Dy, D3y Oy son los potenciales gravitacionales generalizados.

Ahora hemos obtenido los coeficientes métricos de g, de la métrica del espacio-tiempo de

Riemann, esto es

800
8oj

8ij

= 1;(1

2

1-2¢+2¢° - Ga— J p(xX, t)yrd>x’ — 4D, — 2D, — 4D5 — 6Dy + O(€6),

ot?

4171]ql + 0(65),

+2¢)+0(e*), (4.63)

donde hemos usado la identidad

1 (P 13 ’ G ’ Z3 ’ 5

demostrada por Vladimirov [50].

Podemos escribir nuestro sistema de ecuaciones (4.36)-(4.39) de la siguiente forma

A¢p = —4rGp, (4.65)
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Aq = —-4nGpv, (4.66)
92
A\y:—za—t‘fmnc;p 2¢+H+2v2+3§ , (4.67)
) (4)
donde W =19 -2¢°y ¢ = goo, ¥
U,]A(P = —4171']'T(Gp. (468)
La condicién (4.47) esta escrita como
I
—+3q=0. 4.69
5 T34 (4.69)

Del sistema (4.65)-(4.69), tenemos una solucién para ¢, el potencial escalar Newtoniano ordi-

nario dado por la ecuacién. (4.49)

/

d(x,t) = GJP(%’%%’.

El vector potencial de Heaviside cuyas componentes estan dados por la ecuacién. (4.50), es

escrito en forma vectorial como sigue
,; t
q(x,t) = —GJ‘Md:‘;x’. (4.70)

Definimos los potenciales Z y x para escribir una solucién simplificada a la ecuacién (4.67)

(x,t)(2¢ + T+ 202 + 22
:GJP ( - P )d3x’ (4.71)

X = Gfp(x', t)yrd3x’, (4.72)
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por lo tanto, la solucién a la ecuacién (4.67) es

v=-_25-22 (4.73)

Definimos la contribucién total de los potenciales escalar y vectorial ¢; y q; como

1 © ()@ A
1= -5(-1+g0) = ¢ +|$*-© +0(e*), (4.74)
donde, por conveniencia, hemos introducido © = %\I’ y
1(2) (2)
qt:Zg0j+O(e4): q]-+O(€4). (4.75)

En ambas ecuaciones, hemos reducido el orden de los potenciales debido a que en las defini-

ciones dadas hemos multiplicado la ecuacién (4.74) por c? y la ecuacién (4.75) por c.

Entonces, podemos definir el vector del campo gravitacional ordinario g y el vector del

campo de Heaviside k como funciones de los potenciales escalar y vectorial ¢, q;

~ g SO @ @ 192 _@
g——V(Pt—W_—V(P +VO -V (P —gﬁV(i) (476)
y
k: qut' (4.77)

De esta forma, podemos obtener la formulacién tipo-Maxwell de segundo orden de las ecua-
ciones del campo gravitacional, una vez que se reintoducen los factores c2,

2 2, P 4nG 9°p 4
V-g:—47sz{1—C—2(2q')+l_I+2v +35)}_Wﬁ+0(6 ), (4.78)

V-k =0(e?), (4.79)
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Jdk
VXg——E; (4-80)
_ 4nG_ 10dg 4
VXk__C—2]+C_2§+O(€ ) (481)

El sistema de ecuaciones (4.78)-(4.81) son nuestras ecuaciones de Jefimeko de segundo orden
para la gravitaciéon. Debemos notar que aunque el vector potencial de Heaviside en la ecuacién
(4.75) es del orden de €2, este factor desaparece en la ecuacién (4.80) porque cuando calcula-
mos el rotacional de g y la derivada temporal de k e igualamos ambas cantidades, despues de
usar identidades vectoriales de la referencia [11], hallamos que la ecuacién (4.80) no contiene
términos mayores o iguales que €.

El anédlogo de la fuerza de Lorentz estd dado si utilizamos x = 1 + 2¢, el coeficiente de la
parte espacial de la métrica Post-Newtoniana y v° de la ecuacién (4.53) en la ecuacién de la
geodésica,

d o

—(xv°) = v (g + v x k + u? Vi) + O(e*). (4.82)
dt 8

Después de sustituir k y 1Y, tenemos
d 1, 1, 4
E(1+3¢—§u )u:(1+¢—§u )(g+UXk)+O(€ ) (483)

También, podemos establecer el orden cero de aproximacion, el cudl nos da la teoria Newtonia-

na, formulada como una teorfa de campos de fuerzas de la siguiente maneta

V-g=-4nGp (4.84)

Vxg=0. (4.85)

La ecuacidn (4.84) nos lleva a la ecuaciéon de Laplace para el potencial escalar ¢ y la ecuacién.

(4.85) nos indica que el campo gravitacional ordinario es conservativo.
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Capitulo 5

Teoria gravitodinamica en términos del

algebra geométrica

Formularemos la teoria gravitacional utilizando el dlgebra geométrica, creada por Hermann
Grassmann en su libro publicado en 1844 llamado Teoria de la extensién, en aleman, Ausdeh-
nungslehre [51], una herramienta matematica desarrollada en la década de 1870 por William
Clifford, donde sintetiz6 el trabajo de Grassmann y el trabajo de Sir Rowan Hamilton sobre
cuaterniones [52] en un nuevo tipo de producto llamado producto geométrico, denotado por
ab, mezclando el producto interior y exterior en una sola ecuacién. Después de un siglo, David
Hestenes desarroll6 el cdlculo geométrico en sus obras publicadas en 1966 Space-Time Alge-
bra [53] y en Clifford Algebra to Geometric Calculus publicado en 1984 [54].

El objetivo del uso del dlgebra geométrica para expresar las leyes de la naturaleza, es porque
esta herramienta proporciona un lenguaje matematico unificado para incorporar diferentes sis-
temas matematicos que incluyen algunos aspectos de la geometria, algunos de estos sistemas
simbdlicos son: variable compleja, analisis vectorial, dlgebra tensorial, formas diferenciales (en-
tre otros), y estos diversos sistemas simbdlicos derivan la interpretacién geométrica que puede
obtenerse de un nudcleo tnico de conceptos geométricos (ver, por ejemplo [55], para ver las des-

ventajas de usar varios sistemas simbdlicos y ver las ventajas de usar un lenguaje matematico

107
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unificado).

5.1. Dicotomia entre los conceptos absoluto y relativo

Se define un sistema de referencia como un cuerpo material con masa positiva que se supone
que esta en reposo, es decir, es un objeto que posee el vector de velocidad cero. No podemos
referirnos a un movimiento en los cuerpos si no elegimos un sistema de referencia.

Esta claro que todo en la naturaleza esta en movimiento, por lo tanto, no hay cuerpos en
reposo, mas bien los cuerpos en reposo son una abstraccién utilizada por los cientificos que
sirve para describir los fenémenos que ocurren en el universo.

En la naturaleza hay una dicotomia sobre el cual se pueden estudiar varios fenémenos, es-
ta dicotomia trata sobre los conceptos absoluto y relativo [56]. Si un fenémeno observado se
considera dependiente del sistema de referencia, se dice que es relativo. Por otro lado, si el
fenémeno es independiente del sistema de referencia, se dice que es absoluto. Por ejemplo, las
ondas gravitacionales existen independientemente del sistema de referencia elegido, las ondas
gravitacionales son un fenémeno absoluto, no importa si se miden o no, existen viajando en
nuestro universo, por lo tanto, son absolutas. mientras que la energia y la frecuencia que po-
demos medir son conceptos relativos porque dependen del sistema de referencia elegido para
medir estas cantidades y de la velocidad relativa de la fuente. La frecuencia y la energia estan
relacionadas por la relacién E = hv, donde h es la constante de Planck, y ambas cantidades son
diferentes no solo por la velocidad relativa de la fuente, sino que tendrdn valores diferentes si
hay varios observadores moviéndose unos a otros.

Podemos afirmar que el campo gravitodinamico es un concepto absoluto, mientras que los
campos G y K son conceptos relativos. El campo gravitodindmico es el andlogo del campo
electromagnético (un concepto absoluto), mientras que el campo eléctrico E y la induccién
magnética B son conceptos relativos. Estos campos dependen no solo de las fuentes que los

generan, sino que dependen de la eleccién del sistema de referencia. Es por esta razén que
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estos campos G, K, E y B no son conceptos absolutos, sino que son relativos.

Podemos decir lo mismo sobre los cuerpos y todas las particulas elementales con o sin masa,
i. e., gravitones, fotones, electrones, neutrones, protones, moléculas, células, planetas, estrellas,
galaxias, etc., todos ellos estdn libres de referencias, por lo tanto, son absolutos. Sus medidas
fisicas dependen del sistema de referencia elegido, i. e. sus velocidades, energias, campo gravi-

tacional, campo magnético, etc., son conceptos relativos.

5.2. Dimension del universo

Desde los antiguos griegos, se cree que la dimensién de nuestro Universo es tres, y la ma-
yoria piensa que el espacio tridimensional es el contenedor del mundo fisico (como las pasas o
las chispas de chocolate dentro de un panqué). Esta idea, apoyada por René Descartes, afirma
que el espacio tridimensional es absoluto, un medio (éter) que existe independientemente de
la materia y la energia contenida en él. En lugar de estas ideas, Galileo Galilei ensefi¢ que el
espacio es un concepto relativo, depende de sistemas de referencia en reposo (interpretados por
Galileo como cuerpos masivos con velocidad nula), esto significa que estar en el mismo lugar

depende de la eleccién de un cuerpo de referencia.

Creemos que la dimensién del universo es cuatro en lugar de tres, aunque la mayoria piensa
que el espacio-tiempo de cuatro dimensiones es una fantasia de los matematicos. En nuestra
opinidén, la dimensién de nuestro universo es cuatro en lugar de tres, se conoce como espacio
de cuatro dimensiones o espacio-tiempo, y es absoluto !. El universo es un proceso que viaja

dentro de este espacio de cuatro dimensiones desde el pasado hasta el futuro.

'Dr. Oziewicz piensa que un mejor nombre para el espacio-tiempo debe ser eventépolis, en lugar de espacio-
tiempo, debido al hecho de que el espacio-tiempo es un concepto absoluto, mientras que el espacio y el tiempo son
conceptos relativos.
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5.3. Algebra geométrica

Los elementos en dlgebra geométrica se denominan multivectores y forman un espacio lineal.
El dlgebra geométrica es un algebra graduada, lo que significa que los multivectores se pueden

separar en términos de diferente grado.

Se define un multivector genérico de grado-n como la suma
n
M = Z<M>,., (5.1)
i=0

donde cualquier elemento (M);, parai =0,1,2,...,n es un multivector puro de grado-iy el opera-

dor ( ); se proyecta en los términos de grado i en el argumento.

Por ejemplo, los escalares son de grado 0, los vectores son de grado 1, los bivectores son de
grado 2, los trivectores son de grado 3, etc. Si a, b, ¢, ... son vectores, entonces un bivector es
generado por el producto exterior entre dos vectores, es decir, aAb, un trivector, por el producto
exterior entre un vector y un bivector a A b A ¢, etc. Podemos ver el grado del elemento como la
dimensién del hiperplano que especifica, el grado del multivector no es el tamafo del espacio

lineal, conocido como dimensién.

El producto geométrico de dos vectores se define por
ab=a-b+aAnb, (5.2)

formado por el escalar (producto interior) y el bivector a A b (producto exterior). A primera
vista, no podemos sumar dos cantidades de diferente naturaleza, pero este caso es analogo a los
numeros complejos donde estd formado por la suma de dos cantidades multiplos de la unidad
real 1 y la unidad imaginaria i = V-1.

Debido a que el producto interno entre vectores nos da un escalar, es obvio que el producto

interior es simétrico, pero el producto exterior entre ellos es antisimétrico. De esta considera-



5.3. ALGEBRA GEOMETRICA 111

cién tenemos

ba=b-a-bAa. (5.3)

Por lo tanto, podemos definir los productos interior y exterior en términos del producto geométri-

cOo

a-b= %(ab+ba) (5.4)

a/\b:%(ab—ba). (5.5)

SiaAb=0el producto geométrico es conmutativo, esto es ab = ba. Pero si a-b = 0, el producto

geométrico es anticonmutativo ab = —ba.

Resumimos las propiedades que satisface el producto interior:

a-b="b-aq, (5.6)
w-(ab)=a(a-b), (5.7)
a-(b+c)=a-b+a-c, (5.8)
a-a>0exceptocuando a=0. (5.9)

Mientras el producto exterior satisface las siguientes propiedades:

aANb=-bAa, (5.10)
aNa=0Va, (5.11)
aN(b+c)=anb+aAnc. (5.12)

El producto exterior a A b forma un espacio lineal en el mismo sentido que los vectores.
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El producto geométrico satisface:

(ab)c = a(bc), (5.13)
a(b+c)=ab+ac, (5.14)
(b+c)a=Dba+ca. (5.15)

Puede ser mostrado facilmente que el producto de un vector a y un bivector A = bAc es simétrico

aNA=ANAa. (5.16)

Si usamos la regla asociativa (5.13), podemos demostrar que el producto interior entre el vector

ay el bivector A =b A ¢ es antisimétrico

a-A=-A-a. (5.17)

Se ha demsotrado en [57] que usando la simetria del producto exterior (5.16) y el producto
exterior en términos del producto geométrico (5.5), se satisface la propiedad asociativa del

producto exterior de vectores, esto significa que,

aN(bAc)=(anb)Ac. (5.18)

La simetria de los productos interior y exterior puede generalizarse como sigue

a-M=—(-1)"M-a (5.19)

aAM=(-1)"M Aa, (5.20)
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donde 1 es el grado del multivector M.

5.3.1. Algebra geométrica en dos dimensiones

El dlgebra geométrica del espacio de dos dimensiones se denota por G,.

El espacio de dos dimensiones es generado por dos vectores ortonormales e; y e;. Esos

vectores satisfacen

ei-ejzé,-j, (5.21)

donde i,j = 1,2y ¢;; es la delta de Kronecker.

El algebra completa de G, es generada por los elementos del Cuadro 5.1.

Cuadro 5.1: Conjunto base para G,.

1 {e1, ey} ejNe;

1 escalar | 2 vectores | 1 bivector

Esto significa que cualquier multivector de G, contiene cuatro elementos, i. e., un escalar

dos vectores y un bivector. Entonces, dos multivectores pueden ser escritos como

A=ap+aje;+are, +aze; Nep

B=Bo+pi1e1+prer+ fze Aey.

La suma esta dada por

A+B=(ag+fo)+(ar +pr)er +(az+ Br)ey + (az + f3)e; Aey. (5.22)
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Podemos ver que debido a la ortogonalidad de e; and e, el producto geométrico entre ellos es

ejer, =€ /\e2 (523)
y
e,e; =e, ANe; =—e; Aep =—ejes. (524)
Multiplicando e e, desde la izquierda
(e; Aey)e; =—(ezer)e; = —ezeje; = —e) (5.25)
y
(e; Neyler = (erey)e; = ejerer = ey, (5.26)

vemos que la multiplicacién desde la izquierda por el bivector rota 90° en sentido horario si e;

y e, forman un par dextrégiro.

Multiplicando desde la derecha

ej(e; Aey)=ej(eje;) =ejee; =e; (5.27)

e)(e; ANey) =ey(eje;) = —eyere; = —ey, (5.28)

la multiplicacién desde la derecha rota 90° en sentido antihorario. En el dlgebra geométrica del
plano, el dltimo producto a considerar es el cuadrado del bivector e; A e, el cual nos provee

una conexién con el plano de Argand de los nimeros complejos

(el A 92)2 =€1€ee1ep = —€e1€e1e,€e, = —1, (529)

lo cual significa que dos multiplicaciones sucesivas desde la izquierda o desde la derecha de un
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vector por e;e, rota un vector 180°.

En la conexién con los nimeros complejos, se introduce
I=e Aey [P =1, (5.30)

el cual es un pseudoescalar?.

El producto geométrico en dos dimensiones puede verse como un namero complejo
Z=x+yeje, =x+1Iy. (5.31)

Los numeros complejos son usados para representar vectores en el plano de Argand, en el
algebra geométrica G, los nimeros complejos son reemplazados por la suma de un escalar mas

un bivector, mientras los vectores son de grado-1.

5.3.2. Algebra geométrica en tres dimensiones

Un multivector genérico en el espacio tridimensional contiene las siguientes elementos pu-
ros de grado-i,7=0,1,2,3:

Multivectores de grado-0: son los nimeros reales los cuales caracterizan cantidades fisicas
(sin sus unidades), tales como, distancia, rapidez, energia, nimero de moles, etc. No tienen
extension espacial. Esas cantidades estdn representadas por caracteres griegos, a, 8,7, 9, etc.

Multivectores de grado-1: son representados por vectores (representados por segmentos de
linea orientados), pero no son vistos como un conjunto de coordenadas (no estan restringidos
por sus posiciones), son elementos abstractos de un espacio lineal. Ejemplos de tales objetos
en el mundo fisico son: desplazamiento, velocidad, aceleracidn, fuerza, etc. Tienen magnitud
y direccién y son representados por caracteres latinos a,b,c,d, etc. (sin barras, ni flechas, ni en

negritas).

%I no necesariamente conmuta con otros multivectores. En el caso de la unidad imaginaria i, este nunca es
combinado con otros objetos, tales como vectores, por esta razén su utiliza letra maytuscula.
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Multivectores de grado-2: son llamados bivectores y son vistos como areas orientadas, for-
madas por el paralelogramo generado por los dos vectores a y b, con la punta de a en el origen
de b, tienen magnitud y orientacién, y estan definidos por el producto exterior a A b. Los bivec-

tores no estan restringidos por la forma del plano.

Multivectores de grado 3: son llamados trivectores definidos por el producto exterior de un
vector con un bivector a A b A ¢, donde la punta de a esta fijada en el origen de b y la punta de
b al origen de c. Estdn representados por paralelepipedos orientados con el uso de las manos,
la cual determina la orientacién y signo del paralelepipedo. El trivector no estd restringido a la

forma del volumen.

Se define un multivector genérico tridimensional®> M como una suma de multivectores lineal-

mente independientes de diferentes grados como sigue,

M= ZMk. (5.32)

El espacio tridimensional es generado por {ey,e;, e5}. Esos vectores son ortogonales y ellos anti-
conmutan. Cada uno de esos vectores son generados por un conjunto de bivectores {e,e3,ese;, e e,},

los cuales son planos independientes en el espacio. el producto de los tres vectores es
(ejer)e; =ejeje;, (5.33)

el cual es un trivector de grado-3. Este es el barrido de e; A e, a lo largo de es.

El 4lgebra del espacio tridimensional G5 es generado por los elementos dados en el cuadro

5.2.

3Usamos el término multivector genérico de grado-3 en el espacio tridimensional al multivector que consiste de
cuatro partes, a saber, un escalar, un vector, un bivector y un trivector, mientras usamos simplemente multivector
para referirnos a un multivector arbitrario de cualquier grado.



5.3. ALGEBRA GEOMETRICA

Cuadro 5.2: Conjunto base para Gs.

1 {e;} {e,- /\e]-} ejeye;

1 escalar | 3 vectores | 3 bivectores | 1 trivector
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Si multiplicamos dos bivectores los cuales son planos ortogonales, podemos ver que este es

un tercer bivector

(e; Aey)(e; Aes) =e e ere; =ejes.

También, el producto de bivectores ortogonales es antisimétrico

(ex Aes)(e; Aey) =ezerere; =eze; = —ejes.

Se introduce la siguiente notacién para los bivectores base

Bl =eje;, B2 = e3eq, B3 =€1€y,

cuyo producto satisface

BiB =-0 _eijkBk'

] ij

Los bivectores (5.36) también satifacen

B)” =B,’ =B’ =-1

B1B2 = —BzBl, etc.

Por dltimo, vemos que

B1B2B3 =eje3eze|eje, = +1.

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

Es importante notar que Hamilton intent¢ identificar los cuaterniones puros con los vectores,
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pero podemos ver que ellos son bivectores. Hamilton impuso la condicién ijk = —1 sobre las

unidades de los cuaterniones, pero en el dlgebra geométrica tenemos la condicién (5.40).

Existe un isomorfismo entre i, j, k y By, B,, B3, cambiando un signo en una componente, por
ejemplo, en la componente p,

i(—)Bl,j(—>—B2, k(—)B3 (541)

Hamilton vio a 7, j, k como un conjunto dextrégiro de vectores, pero podemos ver que ellos de

hecho son un conjunto levégiro de bivectores.

Hemos visto ya que el producto exterior entre vectores es asociativo, ver ecuacién (5.18). Un
trivector a A b A c estd formado de barrer a A b a lo largo de ¢, y se obtiene el mismo volumen
orientado de barrer c Aa alo largo de b o de barrer b Ac alo largo de a. Esta condicién esta dada
por

aNbAc=cAhaAb=bAcAa. (5.42)

Esto geométricamente significa que cualquier trivector no contiene informacién acerca de la

forma del volumen, el trivector nos da s6lamente un volumen y una orientacion.

Se define la unidad pseudoescalar dextrégira para el espacio por medio de

I= ejeres, (543)

donde el conjunto {e;,e;, e3} es un sistema dextrégiro de vectores ortogonales. Por lo tanto,
podemos escribir

aANbAc=Al, (5.44)

donde ) es un escalar.

Puede demostrarse que el producto de un vector tridimensional y un pseudoescalar conmu-
ta, 1. e.

e1I :Iel. (545)
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Hay otra propiedad que fue introducida por Grassmann llamada la transformacién de dualidad,
obtenida de expresar cada uno de los bivectores base como la multiplicacién del pseudoescalar

y un vector dual como sigue:
eje; =les, ere; =1leq, eze; =Ie,. (5.46)
El cuadrado del pseudoescalar esta dado por
I*=-1. (5.47)
Podemos mostrar también que el producto exterior puede ser expresado como
aANb=Iaxb, (5.48)

el producto cruz se define como el dual del producto exterior.

5.3.3. Algebra geométrica del espacio-tiempo

Para construir el dlgebra geométrica para el espacio-tiempo de Minkowski, necesitamos cua-
tro vectores ortogonales {yo, V1, V2, 3}
Estos deben satisfacer
Yo=L 20 7i=0, % yj =i (5.49)
dondei,j=1,2,3,6

Vi Vv =N =diag(l,-1,-1,-1), (5.50)

donde p,v =0,1,2,3.
Los vectores del sistema {y#} reciproco estdn relacionados con los vectores del sistema {7/,4}

por ¥ =9,y ' =y
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El dlgebra geométrica para el espacio-tiempo satisface no s6lo (5.13)-(5.15), sino

a® = e lal, (5.51)

donde €, es la signatura de a dada por

1 vector temporal
€, =9-1 vector espacial (5.52)

0 vector de luz.

y |a| > 0 es la magnitud de a.

Un vector x con componentes x* en el sistema {7/”} representa un evento en el espacio-
tiempo y se escribe como

x=xty, = ctyg+x'y;. (5.53)

Si consideramos dos vectores ortogonales arbitrarios, tenemos para el cuadrado del producto
exterior

(a Ab)? = abab = —abba = —a*b>. (5.54)

Para el conjunto {yy} aplicamos (5.54),

i Ny ==viv=-1, (5:55)

para vectores espaciales.

Si los bivectores contienen una componente temporal, obtenemos

(yi Ayo)® = —yFyo = +1. (5.56)

Tenemos 6 bivectores en nuestra algebra del espacio-tiempo.
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Para los bivectores con cuadrado positivo, podemos ver que tenemos la geometria Bolyai-

Lobachevskiana (geometria hiperbdlica),

a’? ad

exp(ay1yo) =1+ayiyo+ S+ 5r¥10+ - = cosh(a) +sinh(a)y: yo. (5.57)
Definimos el pseudoescalar grado-4 I por medio de

I=Y0717273 (5.58)

el cual define una orientacién para el espacio-tiempo. I no conmuta con los vectores. Debido al

hecho de que I es de grado-4, denotamos I como su inverso, tenemos

I=ysyampo=1. (5.59)

El cuadrado del pesudoescalar puede escribirse como

I? = IT = (yoy17273)(¥3v2y170) = - 1. (5.60)

Definiendo A; = ¥y, entonces podemos resumir el algebra del bivector del espacio-tiempo

como

AiXA]' = eijkIAk
(TAix(IA))) = —eijl Ak (5.61)
(IAi)XA]' = _eijkAk-

Para el conjunto de bivectores, el pseudoescalar I provee una estructura compleja que surge

naturalmente.

Tenemos también cuatro trivectores en nuestro algebra del espacio-tiempo. Los vectores y
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trivectores son intercambiados por una transformacién de dualidad

V1V2V3 = YoYoV1V2V3 = Yol = —Iyo. (5.62)

El 4dlgebra del espacio-tiempo G(1, 3) es generada por los elementos del cuadro 5.3.

Cuadro 5.3: Conjunto base para G(1, 3).
1 {V}l} {7’;4 A Vv} IVM I

1 escalar | 4 vectores | 6 bivectores | 4 trivectores | 1 pseudoescalar

Tenemos un algebra de 16 términos. Un elemento general de G(1, 3) es
M=a+a+A+Ib+1p, (5.63)

donde a, ff son escalares, a, b son vectores y A es un bivector. tenemos como el elemento inverso

de (5.63)

M=a+a-A-1b+1p. (5.64)
Los vectores {7/’4} satisfacen
ViVv+ Vv Vu = 21py (5.65)

Hemos obtenido las relaciones que definen el dlgebra matricial de Dirac, pero no tenemos una

matriz identidad en el lado derecho. Aqui {yﬂ} son vectores base, no matrices en el isoespacio.

5.4. Calculo geométrico

Podemos sintetizar la diferenciacién vectorial y el algebra geométrica en el llamado cdlculo
geométrico. Podemos usar el operador vectorial V para formar el producto geométrico con otros
multivectores, debido a que este operador tiene las propiedades de un vector (multivector de

grado-1). El operador derivada vectorial, el cual denotamos como V para dos y tres dimensiones,
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mientras V para dimensiones mayores, operando sobre un vector y unird la divergencia y la

derivada exterior?

en una simple férmula, que nos da un escalar y un bivector. Una sintesis de
las derivadas vectoriales serd mostrada en la subseccién 5.4.1, mientras en la subseccién 5.4.2,
veremos el poder del calculo geométrico en la teoria de la integracién dirigida. La integracién

dirigida sirve para formular y probar teorémas integrales utiles.

5.4.1. Derivadas vectoriales

Si definimos un sistema de coordenadas constante {e;} con un sistema reciproco {ek}, la
derivada vectorial es

V = eko,. (5.66)

La derivada vectorial mezcla las propiedades algebraicas de los vectores con las propiedades
del operador de las derivadas parciales.
La derivada vectorial sobre un campo escalar ¢(x) nos da V¢, el gradiente del campo escalar.

Si consideramos ¢(x) =a-x = ajxf, donde a es un vector constante, entonces el gradiente
V(a-x)= eiai(ajxj) =e'a; =aq, (5.67)

es el vector a en el sistema {ek}, pero expresado como un resultado libre del sistema de referen-
cia en el lado derecho.

La aplicaciéon de este resultado a las coordenadas generaliza a sistemas de coordenadas cur-
vilineos como sigue

Vxk =V (x-eb) = eF. (5.68)

Ahora, consideramos un campo vectorial R(x), la derivada vectorial es

VR=V-R+VAR=0;R +e' Ae/J;R;, (5.69)

“La derivada exterior est4 relacionada al rotacional de un vector sélo en el espacio tridimensional, por una
férmula dada abajo en (5.70).
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el término escalar es la divergencia de R y la derivada exterior de R es un bivector.

En el caso de tres dimensiones, V x R requiere una operaciéon de dualidad, esto es,
VxR=-IVAR. (5.70)

El rotacional es generalizado a dimensiones arbitrarias por medio de la derivada exterior.

Se define la regla de Leibniz entre dos multivectores Ry S como
V(RS) = VRS + VRS = €' (d;R)S +e'R(9;5), (5.71)
donde hemos usado la notacién punto
VRS =e'R(9;S)

porque en general el producto geométrico es no conmutativo. Adoptamos esta notacién en la
cual la derivada geométrica con un punto encima es una funcién multivectorial-valuada que

comparte el mismo punto.

Ahora, si tenemos un campo vectorial T(x), la divergencia puede ser expresada como
1 -
V-T= 5(VT+TV) (5.72)

y la derivada exterior es

1 .
VAT =2(VT-TV). (5.73)

Explicitamente, en términos del sistema vectorial constante {e;}

V-T=0diel - T=0T (5.74)
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VAT =e' Ael0;T, (5.75)

Podemos generalizar los dltimos resultados para cualquier campo multivectorial F. En este
caso, la derivada vectorial es

VF = e* o, F (5.76)

y para un campo multivectorial grado-i tenemos

V-F; =(VF;)i (5.77)

VAF; =(VF;)i1. (5.78)

Las ecuaciones (5.77) y (5.78) definen las derivadas interior y exterior de un campo multivec-

torial respectivamente.

En el espacio-tiempo, podemos definir el operador derivada vectorial usando el sistema

ortogonal {y#} con coordenadas asociadas x# de la siguiente manera
V=yHd, =yedy+ y19;. (5.79)

En todas las teorias de campos relativistas esta derivada es el operador clave®, la cual incorpo-

ramos en nuestro enfoque del campo gravitacional.

Si aplicamos (5.79) a y, obtenemos
Vyo =0+ 7/’7091' =d;—V, (5.80)

donde V = 0,0, es la derivada vectorial en el espacio relativo definido por yy y o; = ¥;7, son

>Incluida en la teoria de Dirac y la electrodindmica.
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un conjunto de bivectores que representan planos temporales.

El conjunto {o;} satisface

O'Z"O']‘Zéij. (581)

Como en el caso de la ecuacién (5.80), aplicamos y, al operador derivada vectorial (5.79), esto

es,

YoV = d; + V. (5.82)

Podemos multiplicar (5.80) y (5.82), tal producto nos da el operador D Alembertiano
O=V2=0?-V? (5.83)

donde V? es el operador Laplaciano.

5.4.2. Teoria de la integracion direccionada

Una integral direccionada de una funcién multivectorial-valuada W(x) sobre una regién

n-dimensional suave () C R” se define como la suma Riemanniana

J W (x)dv(x _hm W(xk)Av(xl) (5.84)

La definicién (5.84) difiere de la integral Riemanniana ordinaria en el hecho de que dv(x) y

Av(x;) son hipervolimenes direccionados, dados por

Av(x;) = |Av(x;)v(x;) (5.85)

dv(x) = |dv(x)lv(x), (5.86)
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donde |Av(x;)| y |[dv(x)| son las medidas del hipervolumen de Riemann ordinarios. La direccién
de un elemento de volumen es x en las ecuaciones (5.85) y (5.86), y estan caracterizados por el

n-vector simple unitario v(x) tangente a () en el punto x.

Integrales de linea

La integral de linea de un campo multivectorial W(x) a lo largo de una linea parametrizada
x(a), es el caso mas simple que tenemos en la teoria de la integracién direccionada, esta integral

se define por

S—00

jW —da JW dx=1lim Y W* AxK, (5.87)
k=0

donde AxF = x; —x;_ v W= %(W(xk_l) - Wi(xy)).

El resultado de la integral de linea es independiente de la forma escogida para parametrizar
la curva, siempre que la parametrizacién respete al orden de los puntos a lo largo de tal curva.
En la definicién (5.87), dx es una medida vector-valuada, por lo tanto, el producto W(x)dx
es un producto geométrico entre multivectores. Puesto que dx no es un escalar en (5.87), esta

definicién no es la integral de linea més general que podemos formar, pero podemos generalizar

fL(aax;x)da = fL(dx) (5.88)

donde L(a) = L(a;x) es una funcién lineal multivectorial-valuada de a.

esta integral de linea como

Si integramos una funcién vector-valuada u(x), obtenemos

Judxzfu-dx+fu/\dx, (5.89)

la integral direccionada esta formada por un escalar y un bivector.
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Integrales de superficie

Suponemos que un campo multivectorial-valuado F definido sobre una superficie bidimen-
sional inmersa en un espacio mayor. La superficie estd parametrizada por dos coordenadas

x(x!,x?), entonces definimos la medicién dirigida por

dX = d1x A doxdx'dx?® = e; Aeydx'dx?, (5.90)

donde e; = d;x.
La medicién es independiente del camino elegido para parametrizar la superficie, siempre
que las coordenadas del vector estén orientadas en el orden deseado. La integral de superficie

dirigida es, por lo tanto

JWdX :JWel Aeydxtdx?. (5.91)
La medicién puede ser multiplicada desde la izquierda o desde la derecha por el integrando,

dandonos diferentes integraes, como en el caso de la integral de linea.

Superficies n-dimensionales

Para generalizar la integral dirigida a superficies n-dimensionales, definimos un simplex
como la combinacién del conjunto de puntos y conjunto adyacente de puntos en superficies
discretas orientadas.

Considere una superficie n-dimensional y que un simplex para superficies discretas tiene

vértices xg, x1,..., X, con el orden que especifica la orientacién elegida. Definimos los vectores
e; =Xx;—Xp, 1=1,...,1, (5.92)
para este sinplex. El elemento de volumen dirigido estd dado como

1
AX = i ANey A+ Aey,. (5.93)
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2

Podemos escribir cierto punto en el simplex en términos de coordenadas a',a?,...,a", por me-

dio de

n
x:x0+Zakek, (5.94)
k=1

donde a esta acotada en el rango entre 0y 1, estoes, 0 < ak <1, ademas, satisface

n

Zak <1. (5.95)

k=1

W(x) es un campo multivectorial arbitrario. Si denotamos por Wy, = W(xy) el valor de cada

vértice, podemos interpolar el Wy sobre el simplex introduciendo otra funcién w(x) como sigue

n
w(x) = W0+Zak(Wk—W0). (5.96)
k=1
Ahora, si hacemos tender el nimero de puntos al infinito los simplices se vuelven mas pe-

quenos, w(x) — W(x), y las superficies trianguladas tienden a convertirse en la superficie ver-

dadera.

La integral dirigida de W(x) se aproxima por la integral de w(x) sobre cada simplex en
la superficie. Para evaluar la integral sobre cada simplex, usamos las coordenadas a*, donde

k=1,..,n. Asi, tenemos

dX=e AeyA---Ae,datda’---da”. (5.97)

Puede demostrarse que la integral de w(x) sobre un simplex es

1 n
fde—nH[%Wk

donde AX estd dado por la ecaucién (5.93). Podemos notar que la funcién es reemplazada por

AX, (5.98)

su valor promedio sobre el simplex.



130CAPITULO 5. TEORIA GRAVITODINAMICA EN TERMINOS DEL ALGEBRA GEOMETRICA

Si sumamos sobre todos los simplices que componen la superficie, entonces podemos definir
n X ]
f WdX = lim Zw] AXI, (5.99)

donde k corre sobre todos los simplices en la superficie.
Este resultado puede generalizarse por medio de L(A,), una funcién lineal dependiente de
la posicién del multivector grado-n A,,, esto es

J L(dX) = lim ZL] (AX)), (5.100)

n—-o00

donde Ej(AXj) es el valor promedio de L(AX/) sobre los vértices de cada simplex.

5.5. Ecuaciones gravitacionales con el calculo geométrico

En esta seccién, escribiremos las ecuaciones gravitodindmicas usando el dlgebra geométrica
del espacio-tiempo, haciendo uso de los resultados de las secciones anteriores. Usaremos la
velocidad de propagacion del campo gravitodindmico en unidades donde es igual a la unidad,
c = 1. Debido a que en el analisis vectorial de Gibbs K es un pseudo-vector, es util introducir el

campo bivectorial de Heaviside asociado K como
R =IK, (5.101)

que es una mejor representacion que el campo vectorial K debido al hecho de que K tiene la si-
metria correcta bajo la inversién de coordenadas en el espacio. K representa un plano orientado
perpendicular a K.

Usando el dlgebra geométrica, el sistema de ecuaciones gravitodindmicas (2.3)-(2.6) son

V-G =—4p, (5.102)
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VAK+0,G = 4n], (5.103)
V-K =0, (5.104)
VAG+d,K =0. (5.105)

Usando la derivada vectorial dada por la ecuacion (5.69), podemos unir las ecuaciones pre-
cedentes de la siguiente forma

VG = —4np - 0,k (5.106)

VK = 4rJ - 0,G. (5.107)

Combinando las ecuaciones (5.106) y (5.107), tenemos la ecuacion multivectorial

2{(G+K)+V(G+K)=-4r(p-J). (5.108)

Definimos el bivector de Heaviside genérico H, que consiste en una parte vectorial G y un bivector

puro K, que representa la tension del campo gravitodinamico de la siguiente forma,

H=G+IK=G+XK, (5.109)

H es la forma covariante del campo gravitodinamico y une el campo gravitacional Newtoniano
ordinario G y el campo de Heaviside K en una simple estructura espacio-temporal, esto es, un
un bivector espacio-temporal covariante. Sustituimos el bivector de Heaviside genérico en la
ecuacioén (5.108) para obtener

(¢ + V)H = —4r(p ). (5.110)

Ahora, introducimos la densidad de corriente de masa espacio-temporal J, la cual satisface

p=]-voyJ) =] Ao (5.111)
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por lo tanto, podemos reescribir la cantidad dentro del paréntesis de la ecuacién (5.109) como

p=J=vo-J+vo N =70 (5.112)

Haciendo uso de ¥,V = d; +V, dado por la ecuacién (5.82), y el lado derecho de la ecuacién
(5.112) en (5.110), obtenemos
VH = —-47n], (5.113)

la cual es una ecuacién espacio-temporal simple para el campo gravitodinamico.

5.5.1. Soluciones a las ecuaciones gravitodinamicas en ausencia de fuentes

En regiones donde p y J son nulas, la ecuacién gravitodindmica espacio-temporal es

VH =0, (5.114)

la cual admite la solucién de onda plana trivial

H = Hyel @tk (5.115)

donde Hj es un multivector constante, w es una frecuencia angular constante, k es un vector

de onda constante. Definimos la férmula de Euler generalizada

e!% = cosO +Isin6 (5.116)

que consiste en una parte escalar y una vectorial®. Sustituyendo la solucién (5.115) en la ecua-

cién (5.114) nos lleva a

(w-k)Hy = 0. (5.117)

%Ya hemos visto que el pseudoescalar nos provee de una estructura compleja, en este caso I es de grado-4.
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Podemos escribir Hy como la suma de un vector arbitrario X mds un bivector arbitrario Y =Y,

Hy=X+IY=X+Y. (5.118)

Si sustituimos la forma expandida de Hy dada por (5.118) en la ecuacién (5.117), y aplicando

el producto geométrico, tenemos

(@-K)X+T7)=—(k-X)+ (X -k-7V)+ (0¥ ~kAX)—(kAT)=0. (5.119)
S~ S~—
escalar vector bivector trivector

Cada una de esas cantidades puede ser igualada a cero separadamente,

k-X=0, (5.120)
wX-k-Y =0, (5.121)
wY-kAX=0, (5.122)

kAY =0. (5.123)

Podemos ver, de la ecuacién (5.120) que k es un vector perpendicular a X. La ecuacién (5.121)
implica que

X=w'k- Y, (5.124)

lo cual significa que X se obtiene de la proyeccion de k sobre el plano definido por el bivector ¥
y el resultado es rotado por 7t/2. Tenemos de la ecuacién (5.122) que el bivector Y es generado

por el producto exterior entre k y X, a saber,

Y =w'kAX. (5.125)
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Por tltimo, de la ecuacién (5.123), podemos observar que k es tangencial al plano Y. Este re-
sultado también significa que k estd en el plano de Y y por lo tanto la proyeccién de k sobre
este plano es innecesaria. k y X estdn ambos en este plano y ellos son perpendiculares.
Considerando el hecho de que k y X pertenecen al plano Y, de la ecuacién (5.125), k A X es
un multiplo de Y, y puesto que k y X son perpendiculares, el resultado obtenido de la ecuacién

(5.122), tenemos [k AX| = |k[|X|. Obtenemos después de mezclar las ecuaciones (5.121) y (5.122),

(k> —w?)Y =0, (5.126)

con el resultado obvio

k| = w. (5.127)

En virtud de (5.124) y (5.127), la amplitud (5.118) queda como

Hy=X+kAX, (5.128)

donde k = k/|K|.
Ahora, expandemos la solucién de prueba (5.115), haciendo uso de la férmula de Euler

generalizada (5.116).

H = (Xcos(wt—k-r)-Ysin(wt —k-r)) + [(Xsin(wt —k -r) + Ycos(wt —k - 1)). (5.129)

que consiste en una parte vectorial, la cual corresponde al campo gravitacioal G y una bivecto-

rial, que corresponde al campo de Heaviside K, esto es,

G =Xcos(wt—k-r)-Ysin(wt—k-r) (5.130)

K =Xsin(wt —k-r)+ Ycos(wt -k -r). (5.131)
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Estos resultados se interpretan de la siguiente manera: La intensidad del campo gravitodinami-
co H en el vacio consiste en ondas polarizadas circularmente, donde el campo gravitacional
ordinario G es un campo vectorial que gira desde el vector X al vector perpendicular Y a -X,
mientras que el bivector de Heaviside est4 rotando desde —Y al bivector perpendicular X a —Y.
Debemos tener en cuenta que cuando usamos algebra geométrica en la férmula generalizada
de Euler, no tenemos los mismos resultados que en la férmula familiar de analisis complejo
de Euler, porque en nuestro enfoque todas las cantidades fisicas que conforman H tienen una

cantidad visualmente geométrica .

Podemos expresar una onda polarizada circularmente como la suma de ondas polarizadas
derechas e izquierdas, i. e.

H- %Ho(el(wt—k-r) N e—I(wt—k-r))' (5.132)

Usando la férmula generalizada de Euler (5.116) en (5.132), obtenemos

H =Xcos(wt—k-1)+k AXcos(wt—k - 1), (5.133)

0
G =Xcos(wt—k 1) (5.134)

y
K :IA(/\Xcos(a)t—k-r). (5.135)

Podemos concluir de las relaciones (5.133)-(5.135), que el campo vectorial G y el campo bivec-

torial K no cambian sus direcciones y estan en fase.
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5.5.2. Soluciones a las ecuaciones gravitodinamicas con fuentes

En esta seccidn, hallamos la solucién para la ecuacién gravitodindmica espacio-temporal
con fuentes (5.113),

VH = —47].

Para obtener las soluciones para esta ecuacién, utilizaremos el método de las funciones de

Green. Para esto reescribimos (5.113)

(i +V)H=J, (5.136)

donde J = —4mn(p —J). Como siguiente paso, hallamos la funcién de Green G(t,r) para la ecua-
cién (5.136),
(9; + V)G(t,1) = 415()6° (r), (5.137)

y para obtener G(f,r), necesitamos primero hallar las funciones de Green g »(t,r) para la ecua-

cién de onda

012 = 415(1)5°(x). (5.138)
Esas funciones estan dadas por
g1(t,1) = —‘5“: ") and g(t,r) = —b(tr_ r (5.139)

Renombramos g,(t,r) = g(t,r), debido al hecho de que sélo g, tiene significado fisico. También
reescribimos (5.138)

(9, = V)(9; +V)g = 415(1)5°(x), (5.140)

y entonces comparamos (5.140) con (5.137), obteniendo

G(t,r) = (9, - V)g(t,x) = —(9; - V) (5.141)
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Por lo tanto, la expresién para la intensidad del campo gravitodindamico es
H(t,r) = JJ G(t,&)J(t,r)dt'd>r,

donde & =|r—r’|y T =t —t’. Integrando sobre ¢’ nos da
H(t,r)=—(d; - V,) J ﬂ%&r’)d%’.

Si rearreglamos (5.143), esta queda como

H(t,r) = —vjéd%’.

5.5.3. Potentiales gravitodinamicos

Definimos el potencial gravitodinamico espacio-temporal como la integral

I= —f éd3r',

la cual es equivalente a las siguientes dos relaciones

(P:—fgcﬁr’

J 3

r=-1|=4d°r,
JE
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(5.142)

(5.143)

(5.144)

(5.145)

(5.146)

(5.147)

donde @ es el potencial escalar Newtoniano y I es el vector potencial de Heaviside. Este vector

potencial de Heaviside fue introducido por primera vez por Jefimenko [11], pero en ese libro es

llamado vector potencial cogravitacional”.

El nombre ha sido cambiado por sugerencia del Dr. Z. Oziewicz argumentando que el nombre es confuso

porque el prefijo co es usado en referencia a la dualidad de vectores.
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Asi, introducimos el potencial gravitodindmico espacio-temporal por
T=¢+T. (5.148)

Expresando la intensidad del campo gravitodindmico H en términos de la derivada geométrica

del potencial I', la obtenemos como el multivector
H=VI=a+G+XK, (5.149)

donde a@ = V-T + d,¢ es un escalar, G = ~V¢ — 9,T es un vector y K = VAT es un bivector.
Esta expresion, ecuacién (5.149) puede ser sustituida en la ecuacién (5.113), la cual nos da la

ecuacion de onda inhomogénea para el potencial gravitodinamico espacio-temporal
ol =4mn]. (5.150)
La altima ecuacién puede ser separada en las siguientes ecuaciones de onda inhomogéneas

O¢ = 4mp (5.151)

ol = 4x]J. (5.152)

En ausencia de fuentes p =] = 0, cada componente de I' se satisface por

L,(t,r)= %(Hy(t—r)JrHy(Hr)), (5.153)

donde p corre de 0 a 3.
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5.5.4. El campo gravitacional en funcion de la intensidad de campo gravi-

todinamico H

Aplicando la derivada geométrica a la ecuacién (5.113), obtenemos
OH = —4rV]. (5.154)

Debido a que el D* Alembertiano 0O = V2 = 9? — V2 es un operador escalar, el lado izquierdo s6lo
q t p q

puede contener términos bivectoriales, por lo tanto la densidad de corriente de masa obedece a

la ecuacidén de conservaciéon

V-J=0d,p+V-J=0. (5.155)

La intensidad del campo gravitodindmico H = G + K, cuyas componentes en la base {7/} son
HY =yY-(y*-H)=(y" AyF)-H, (5.156)
la cual puede usarse para expresar los campos G y K:

1
G =S (H-yHYo) (5.157)

.1

La ecuacién (5.113) puede separarse como
V-H=-4n]yVAH=0. (5.159)

El dlgebra geométrica nos permite describir la teoria gravitacional con una séla ecuacién VH =

—47], esto es, la ecuacion (5.113).
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Capitulo 6

Conclusiones

» Este trabajo de investigacién incluye contribuciones novedosas a la investigacion cientifi-
ca, pues si bien Jefimenko y otros autores han trabajado con la teoria lineal de la gravita-
cién, aqui se han presentado soluciones de onda con simetria axial. Y aunque ya han sido
escritas las ecuaciones de Jefimenko de forma covariante, no se habia obtenido un tensor
energia-momento del campo gravitodinamico (3.121), el cual obtuvimos a partir del prin-
cipio de Hamilton. Ademds, hemos hecho uso del Teorema de Noether para deducir la ley
de conservacion del cuadrimomento total del sistema (3.128). De dicho resultado obtu-
vimos otros dos resultados importantes: el teorema de Umov-Poynting gravitacional y la
ley de variaciéon del momento tridimensional total del sistema (de este tltimo se deduce
el andlogo de la fuerza de Lorentz, que Jefimenko postuld), ambos resultados provienen
de la ecuacién (3.130). Otra importante contribucién esta dada por las ecuaciones (4.48)-
(4.81), que son las ecuaciones de la gravitodinamica a segundo orden. Ademas, al hacer
uso del algebra geométrica, hemos presentado el sistema de ecuaciones de Jefimenko en
una sola ecuacién que es independiente de sistemas de referencia (5.113), con soluciones
para el vacio tipo ondas gravitacionales polarizadas (5.133) y con soluciones con fuentes

(5.149).

» Como hemos visto en la seccién 2.2, la ecuacién (2.17) representa una funcién de dos

141
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ondas, propagidndose en sentidos opuestos, ambas en la direccién de k y con simetria
axial. Tales ondas son similares a las ondas electromagnéticas, esto es, G y K son ondas
transversales, perpendiculares a la direccién de propagacién definida por el vector de

Poynting gravitacional S.

La superposicién de las ondas mencionadas que se propagan una desde el origen hacia el
infinito y la otra desde el infinito hacia el origen produce ondas estacionarias . Asi, hemos
obtenido un campo gravitacional estacionario libre, el cual es consecuencia de procesos

de interferencia gravitacional.

En esta configuracion gravitodindmica existen superficies (lineas punteadas en la Figura
2.1) y puntos (en el eje z) donde la densidad de energia es constante. Estas superficies y

puntos son nodos de densidad de energia de las ondas.

Las esferas del campo de Heaviside obtenidas pueden ser contenedoras de materia, pues

si consideramos el andlogo gravitacional de la fuerza de Lorentz

F = m(G +vxK),

cualquier campo de Heaviside ejerce una fuerza perpendicular al plano formado por los
campos vectoriales v y K sobre cualquier masa, donde v es la velocidad relativa de la
particula y ya hemos visto que el campo de Heaviside de esas formaciones inusuales del
campo gravitodindmico es tangente en cada punto de tales superficies. Esta es la razén
por la cuales las particulas contenidas dentro de esas esferas no pueden dejar tales esferas
de Heaviside. Los anillos gravitacionales tomardn a las particulas del gas contenido en las
esferas y ellas girardn en la direccién de rotacién del campo. De la figura 2.4 podemos
ver los puntos donde la densidad de energia es constante, tales puntos son puntos donde
las diferentes curvas se intersectan y representan los nodos de la energia de las ondas.

La teoria de la relatividad general describe los campos gravitacionales débiles como una
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primera aproximacion, la linealizacién de las ecuaciones de campo de Einstein pueden
ser escritas como la forma Maxwelliana de las ecuaciones gravitacionales, esto es, como

las ecuaciones de la gravitacién de Jefimenko.

Jefimenko escribi6 la forma covariante de las ecuaciones gravitodindmicas [11]. Nuestra
contribucién consiste en extender los resultados obtenidos por Jefimenko. Nosotros defi-
nimos la acciéon de una particula dentro de un campo gravitodindnico dado por la ecua-
cién (3.105), entonces hemos usado el principio de Hamilton para obtener las ecuaciones
de movimiento escritas en forma tensorial como la ecuacién (3.110), expresada en forma
vectorial nos da el andlogo gravitacional de la fuerza de Lorentz (3.111). Mientras que la
variacién temporal de la energia cinética dada por la ecuacién (3.112), fue calculada por

medio del trabajo realizado por el campo gravitodinamico.

El tensor de segundo rango del campo gravitodindmico (3.58) y (3.59), o en su forma dual
(ecuaciones (3.65) y (3.66)) nos da las componentes del campo gravitodinamico. Tales
componentes se obtienen a través de los potenciales ¢ y I' por medio de las ecuaciones
(3.41) y (3.42). Podemos ver de la ecuacion (3.42) que G depende de ambos potenciales
escalar y vectorial, mientras que de la ecuacion (3.41) vemos que K depende sélo del vec-
tor potencial I'. Asi, G es considerado no s6lo un campo radial, sino también solenoidal.
SiT =0, entonces obtenemos un campo gravitostatico conservativo. Por otro lado, K es un

campo completamente solenoidal, y esto significa que las lineas de campo son cerradas.

Las ecuaciones de Jefimenko en forma covariante (ver las ecuaciones (3.60) y (3.61)), las
cuales han sido escritas en forma compacta tienen una interpretacién fisica directa. La
ecuacion (3.60) relaciona los campos con las fuentes. La ecuacién (3.61) es una relacién
ciclica que nos da las ecuaciones de Jefimenko homogéneas, también expresadas en virtud

de (3.64).

Ahora interpretamos las componentes del tensor energia-momento (3.126). Como vimos

en la ecuacién (3.122), la componente T% es la densidad de energia del campo gravito-
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dindmico, fisicamente representa la energia dentro de este campo. Si i = 1,2, 3 entonces
el tensor simétrico T% (3.124) es la razén entre el flujo de energfa y la velocidad de pro-
pagacién del campo c. Por ultimo, las componentes de T?/ (3.122), donde i,j = 1,2,3 es
el tensor de tensiones de Jefimenko, el cual surge de la fuerza total ejercida por el campo

gravitodindmico sobre todas las masas.

Un resultado importante surge de tomar la derivada covariante del tensor energia-momento,
esto lleva al teorema de Umov-Poynting en forma integral (3.73) y nos da el analogo gra-

vitacional de la fuerza de Lorentz (3.133).

Las ecuaciones de Jefimenko para la gravitacién han sido escritas en una forma simétri-
ca haciendo uso del tensor gravitacional de segundo rango antisimétrico, obviamente una
teoria gravitacional invariante bajo las transformaciones de Lorentz es sélo una aproxima-
cién, porque esta teoria es valida s6lo para sistemas de referencia inerciales y en nuestro

universo, donde todo estd en movimiento, no existen los sistemas de referencia inerciales.

» Jefimenko obtuvo su andlogo de las ecuaciones de Maxwell para la gravitacién, postu-
lando una analogia entre sus soluciones retardadas para el campo electromagnético y
las soluciones retardadas para el campo gravitacional, y asumiendo la existencia de un
segundo campo analogo al campo magnético en la electrodindmica. Este conjunto de so-
luciones dadas en [10,11] condujo a las ecuaciones de Jefimenko anédlogas a las ecuaciones

de Maxwell (4.1)-(4.4).

A partir del conjunto de ecuaciones de segundo orden de Jefimenko (4.78)-(4.81), pode-
mos establecer que el sistema obtenido por Jefimenko es correcto porque en el limite, en
el primer orden de nuestras ecuaciones gravitacionales no lineales, nos reproduce el sis-
tema obtenido originalmente por Jefimenko para los campos g y k. La idea de Jefimenko
relacionada con el establecimiento de la analogia electromagnética del campo gravita-
torio es correcta, y se aborda por varios autores [?, 23], asi como por D. Pérez Carlos et

al. [1,2,58], pero queremos citar de nuevo la primera vez que se postuld esta analogia,
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nos referimos al trabajo de Oliver Heaviside publicado hace més de un siglo en 3], traba-
jo eclipsado por la aparicién de la teoria general de la relatividad en 1915 en su trabajo

titulado Feldgleichungen der Gravitation [7].

El conjunto de ecuaciones gravitacionales de segundo orden (4.78)-(4.81) puede obtener-
se también a partir de las ecuaciones de Logunov obtenidas en la teoria relativista de
la gravitacion, pero en esta teoria la gravitacién se considera como un campo tensorial
en el espacio-tiempo de Minkowski, lo que significa que Logunov consider6 la métrica
del espacio-tiempo de Riemann como la contribucién de un campo tensorial gravitatorio
con un fondo de Minkowski. Mientras que en relatividad general la métrica del espacio-
tiempo de Riemann para campos gravitatorios débiles se considera como la suma de la
métrica de Minkowski mds una perturbacién. En la teoria de Logunov se considera el
espacio-tiempo efectivo de Riemann como la contribucién del tensor de campo gravita-
torio ®*¥ que depende de las coordenadas del espacio-tiempo de Minkowski, mientras
que en relatividad general el tensor de la métrica del espacio-tiempo de Riemann g, es
el campo mismo. Ambas teorias nos dan las mismas predicciones para los campos gravi-
tacionales débiles, lo que significa que utilizando la aproximacién Post-Newtoniana obte-
nemos los mismos resultados experimentales haciendo uso de la primera o de la segunda.
Ya hemos visto que, contrariamente a la creencia general, Einstein vio como el logro mas
importante de su teoria general de la relatividad la unificacién de la gravedad y la inercia,
en lugar de geometrizar la gravedad. Por otra parte, la teoria de Logunov hace una clara

distincién entre la gravedad y la inercia.

Es oportuno mencionar que en el limite de las expresiones no lineales (4.78)-(4.81), llama-
das ecuaciones de Jefimenko de segundo orden, se obtienen las ecuaciones de Jefimenko
dadas por (4.1)-(4.4) a primer orden de aproximacién. Mientras que en las regiones donde
la materia puede considerarse en reposo (0 en movimiento uniforme) en el respectivo sis-

tema de referencia inercial, este sistema nos lleva al orden cero de aproximacién, llamado
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teoria Newtoniana y representado por las ecuaciones (4.84)-(4.85).

El resultado central del Capitulo 5 es la ecuaciéon VH = —47nJ (5.113). Esta ecuacién une
las cuatro ecuaciones gravitodindmicas (2.7)-(2.10) en una séla ecuacién. Debe notarse
también que usando tensores en las ecuaciones de campo linealizadas de Einstein, estas
son dos, es decir:

H", =-4n]"ye??H,, , =0, (6.1)

donde , = d,. El conjunto de ecuaciones (6.1) corresponde al conjunto de ecuaciones
gravitodindmicas (5.159). Notemos que en vez de dos relaciones, tenemos sélamente una,

la ecuacién (5.113).

El uso del calculo geométrico utilizado para resolver la ecuacién para el vacio (5.114)
VH = 0 implica la existencia de ondas gravitacionales polarizadas. Esta solucién es la
ecuacioén (5.133):

H =Xcos(wt—k-1)+k AXcos(wt -k -1).

También mostramos que usando el teorema de Green, la ecuaciéon (5.113) VH = -47x],

tiene la forma general (5.144), i. e.
_ ] 3
H(t,r)=-V Ed r.

La soluciéon H para la ecuacién (5.113), usando el potencial gravitodindmico espacio-

tiempo dado por (5.145), resulta en la expresiéon multivectorial (5.149)

H VI=a+G+K

(V-T+d;¢)+(-Vop—-9,I')+(VAT), (6.2)

que consiste en tres partes: un escalar, un vector y un bivector. Cuando la parte escalar

a =0, nos da el andlogo gravitacional de la condicién de Lorentz
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La intensidad del campo gravitodinamico o bivector genérico de Heaviside H es la repre-
sentacién compacta del tensor gravitacional obtenido en alguna bibliografia,(la ecuacién
(80) en [59], o la ecuacidon. (9-2.3) in [11]), las componentes de este tensor en nuestro

sistema de unidades es ) )
0 -G, -G, -G,

G, 0 -K, K,

HMY = (6.3)

G, K, 0 -K,

Y
G, K, K, 0

En la dicotomia mencionada al inicio de la seccién 5.5 podemos ver que el bivector genéri-
co de Heaviside H es un concepto absoluto, mientras el campo gravitacional G y el bivec-
tor de Heaviside K son conceptos relativos. Podemos concluir lo mismo en lo que con-
cierne a la densidad de corriente de masa espacio-tiempo J, mientras que la densidad de
masa p y el vector densidad de corriente de masa J son conceptos relativos. Obviamente

este no es el caso para la masa dm = pd>x, la cual es un concepto absoluto.
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1. Introduction

Jefimenko’s generalization of Newton’s gravitational theory [1] [2] is based to a large
extent on the assumption that there exists a second gravitational field (which he has
named the cogravitational, or Heaviside’s, field). Note that there are several publica-
tions in which it is suggested that a second field can be involved in gravitational inte-
ractions (see [3] and, e.g., [4] and references there). The first such publication was by
Oliver Heaviside [3], unfortunately his article appears to have been generally ignored
(see, e.g. [4] pp. 103-104). The overriding reason why Heaviside’s work did not attract

the attention was that his single article on gravitation was eventually completely eclipsed
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by Einstein’s brilliant and spectacularly successful general relativity theory. It is note-
worthy, however, that Newton’s gravitational theory generalized to time-dependent
systems yields several results which heretofore are believed the exclusive consequence
of the general relativity theory. Jefimenko discusses this very important circumstance in
[1] [2]. It is interesting to note that Einstein, four years before he published his general
relativity theory, published an article on the possibility of a gravitational analogue of
electromagnetic induction. Also this article was practically unknown, possibly because
it was published in a rather inappropriate journal whose title (translated from the Ger-
man) was: “Quarterly Journal for Forensic Medicine and Public Sanitation;” (see [5]).

Newton’s theory does not include inductive phenomena, but a relativistic theory of
gravitation should include them. Indeed, under the relativistic mass-energy equivalence,
not only the mass is a source of gravitational field but any kind of energy also is.
Therefore, a body creates gravitational field not only by mass but also by their kinetic
energy, ie. by their movement. And this, ultimately, is what it means induction: the
production of forces by moving bodies [6].

In the general relativity theory, Einstein predicted the existence of gravitational in-
duction phenomena, such phenomena are appointed by Einstein as gravitomagnetism.
It can be showed that Jefimenko equations are also derived from linearized Einstein
equations (see, for example, pp 47 and 48 in [6]).

Since in 2004, NASA has orbited the “Gravity Probe B”, whose purpose was to prove
the existence of gravitomagnetism, (see [7] [8]).

In order to describe the time-dependent gravitational systems, the Jefimenko’s gene-
ralized theory of gravitation is based on postulating of retarded expressions for the ac-
customed gravitational field g and the Heaviside’s or cogravitational field K (Heaviside
[3] was the first who supposed the existence of this field making an analogy between
gravitational and electromagnetic fields), where the field g acts to and arises from mo-
tionless as well as moving masses, and the field K acts to and arises from exclusively
moving masses. Let us from this point call this theory “gravitodynamics”, and the com-
plex of the fields g and K call the “gravitodynamical field”. Jefimenko taking into ac-
count mentioned retarded expressions for gand K; obtains the system of equations for
which these expressions are solutions. These equations are analogous to Maxwell’s equ-
ations. In principle, this method was proposed to eliminate the possibility of instanta-
neous solutions from the discussion. There against in this work we are going to post-
ulate the system of differential equations rather than solutions for the gravitational dy-
namics, and we will obtain both retarded and instantaneous solutions for the fields g
and K. The gravitational field g behaves analogously to the electric field in the Max-
well’s electromagnetic theory, and cogravitational field K analogously to the magnetic
field.

First of all, we write the equations describing time-dependent gravitational systems
[1] (see p. 120) and [2]

V.g=-4nGp (1)

V-K =0, (2)
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oK
Vxg=-20 3
xg=-—7 (3
109 4nG
VxK =—ZE— Cz J, (4)

where cis the velocity of propagation of the fields, which is supposed equal to the ve-
locity of light for the retarded component, G is the constant of gravitation, o is the
density of mass and J =pv is the density of mass current.

There are some differences between Maxwell’s equations of electrodynamics and the
Jefimenko’s equations of gravitation, Ze. the analogy is not perfect. For example, we
have two kinds of electric charges, positives and negatives, which repel each other if the
charges are equal and attract each other if they are different, whereas while we have on-
ly one type of mass, and if we have a system of two masses in repose, they always attract
each other. While the electric field is directed from positive charges generating this field
and is directed to the negative charges, the gravitational field is always directed to the
masses by which is created. Another difference is that the magnetic field is always right-
handed relative to the electric current by which is created, while the cogravitational
field is always left-handed relative to the mass current by which is created.

In the analogy between electrodynamics and the so-called gravitodynamics, follow-
ing the Jefimenko’s book [1] we can resume the correspondence between electromag-

netic and gravitodynamic symbols and constants in the following Table 1.

2. The Gravitodynamical Potentials

Here, we introduce as is made in electrodynamics, the gravitodynamical potentials. If

Table 1. Corresponding electromagnetic and gravitodynamic symbols and constants.

Electromagnetic
q (charge)
o (volume charge density)
o (surface charge density)
4, (line charge density)
¢ (electric’s scalar potential)
A (magnetic vector potential)
J, (convection current density)
I, (electric current)

m  (magnetic dipole moment)

Gravitational
m (mass)
o (volume mass density)
o (surface mass density)
4, (line mass density)
7 (mass’s scalar potenctial)
T (cogravitational vector potential)
J (mass-current density)
| (mass current)

d (cogravitational moment)

E (electric field) g (gravitational field)

B (magnetic field) K (cogravitational field)
&, (permittivity of space) -1/4nG

4, (permeability of space) —4nG/c?

~Y4ne, =—u,c’[4n

G (gravitational constant)

o%%
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the cogravitational field X satisfies Equation (2), we can always write it as the curl of

some other vector quantity T,
K =VxT, (5)

where T is the gravitodynamical vector potential. Substituting Equation (5) in (3), we

obtain
or
v +—|=0. 6
Yoy 0

The quantity within the parentheses can be written as the gradient of a gravitody-

namical scalar potential 7 :

or
+Z=-vr, 7
9+ T (7)
therefore,
or
=-vr-Z. 8
g T (8)

Substituting the expressions (5) and (8) for the fields § and K, in the inhomoge-

neous Equations (1) and (4), we obtain

vir +§(V -T')=4nGp, )

and

1T ( . +1ar)_41rG

2

J. (10)

Equations (9) and (10) can be decoupled choosing the appropriate form of the po-

tentials T' and 7. Moreover, if we simultaneously make the transformations

I >T'=T+VA, (11)
and
T—)r’=r—a—A. (12)
ot

in (5) and (8), we get the same original fields § and K. Here, A=A(X,Y,z1t) is
an arbitrary scalar function. We can choose this function in order to impose an addi-
tional condition over I' and 7, in a similar way like the Lorentz or Coulomb gauge in
the electromagnetic field, namely,
V.T'=0 or v.r=—i2ﬁ, (13)
c- ot
which allows us to separate Equations (9) and (10) for the potentials r and I'. These

potentials depend on the gauge condition we chose.

3. Jefimenko’s Equations for the Solenoidal and Irrotational
Components

Following the ideas of the work of Chubykalo et a/ [9]-[11] and using the analogy be-
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tween the Maxwell’s equations and the Jefimenko’s ones [1] [2], we will apply the
Helmholtz’s theorem to define potentials that are independent of gauge transforma-
tions.

The Helmholtz’s theorem claims that under certain conditions all vector fields can be
represented as the sum of an irrotational and a solenoidal components. We will use this
theorem to separate the fields ¢ and K.

Therefore, here we state the Helmholtz’s theorem as [12]:

If the divergence D(r) andacurl C(r) ofa vector function F(r) are specified,
and if they both go to zero faster than 1/r* as r — o, and if F(r) itself tends to

zeroas r— oo, then F(r) isuniquely given by

F=-VU+VxW, (14)
where
U(r)=i D(r,)d3r' (15)
4n All space ’r -r ’
and
= (16)
471: Allspace

We are going to suppose that all conditions of this theorem are satisfied by the fields
g and K defined by Equations (1) to (4)', and then, we apply Helmholtz’s theorem

to these quantities, including J . Thus, we obtain

9=0+0s (17)
K=K;+K,, (18)
J=3,+3,, (19)

where the indices “i” and “s” mean irrotational and solenoidal components of the vec-
tors, respectively.
For example:

vl @

| space

il 2 an

All space

4n Al

We are going to substitute ¢,K and J given by the Equations (17)-(19) into the

Jefimenko’s Equations (1)-(4) and then, we obtain for the irrotational part:

V. g, =-4nGp, (22)

% _ 47GJ,, (23)
ot

V-K, =0, (29)
oK,

—=0, 25
at (25)

'For systems localized in a finite region of space, it is evident that the fields gy K depend on ras 1/

o%%
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and the next equations for the solenoidal part:

oK
v =——" 26
x g at (26)
1 og, 4nG
VK o= O (27)

4. The Gravitodynamical Potentials from Helmholtz’s Theorem

By definition, for the irrotational component of the gravitational field g; we can de-
fine the scalar potential T as

VT =—g (28)

i
and if we substitute this relation into Equation (22), we obtain the Poisson’s equa-
tion

VT = 4nGo. (29)

Apparently, we need to take into account that T is not completely defined only by
the Poisson’s Equation (29), because we have another differential equation for T,
which can be obtained by substituting (28) into Equation (23)

%VT =-4nGJ,. (30)

We show now that Equation (30) is equivalent to the law of conservation of mass.
Indeed, let us take the divergence of the Equation (23), then we obtain as the result

0

5(V~gi)=4nGV~Ji. (31)

But from Equation (22) and because V-J; =V-(J; +J,)=V-J, Equation (31) be-
comes the conservation mass law or the continuity equation
V-J+ % =0. (32)
ot
Now, we will demonstrate that the solution of Equation (30), indeed, is the same so-
lution of the Poisson’s Equation (29). To do this, we note that the irrotational compo-

nent of J can be written as

Ji=-V¢,, (33)
where the potential ¢, is defined as
1 V'-Ji s
Yizt)=— Fdr’ 34
¢J (X y ’ ) 4nAIT[!pJ;ce’r_r’ ( )
or
0
- 't)
1 &Q(r’ 3
Yz t)=—— S——dr, 35
¢J (X & ) 47tAI£J£ce r—r’ ' ( )

and where, if we relate Equations (32), (23), (28) y (33) and the fact that V-J,=V-J,

we have

1622
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a(-vT)

=4nG(-V¢, )= %r =4nGg,. (36)

And from (36) and (34), we obtain

aT ag(r,’t) 3.1
ad_ ¢ o - 4 37
ot AITf;[)J;ce ’r_r, ' ( )
or
T=-G [[f %d%a (38)
All space

which is the solution of the Poisson’s Equation (29). So we have found that the Pois-
son’s equation given by Equation (29), completely defines the potential T, together
with its boundary conditions.

Since by definition K =K, then Equations (24) and (25) have the trivial solution

K;=0.

Let us now apply the Helmholtz’s theorem to the vector potential I'. The Helmholtz
theorem it is also known as the fundamental theorem of vector calculus (see Section III),
and allows us to decompose every vectorial field in two components, an irrotational
and a solenoidal one. Intuitively, it says that every vector function can be written as the
sum of a divergence-free function (like I';) and a curl-free function (like I';), so that
there exist scalar and vector potentials. So that I" =T, + T, because this is the form in

which we can easily solve the system formed by Equations (26) and (27). Supposing

that
K, =VxT, (39)
and taking into account (26) we obtain
or
==t 40
g a (40)

(41)

where we used the vector identity Vx(VxV)=V(V-V)-V%, for any arbitrary
vector V.

We have found that system of Equations (1)-(4) reduces to Equations (29) and (41),
applying the Helmholtz’s theorem. Therefore, we obtain separated equations for vector

and scalar potentials, namely,

V2T = 4nGp (42)
and
10T, 4nG
VT, e at; el (43)
1623
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5. Invariance of the Potentials I's and T under Gauge
Transformations

Now, we will show that the potentials I'y and T (which are gravitodynamical coun-
tertypes of the electromagnetic potentials A, and ® from [9]) are invariant under
gauge transformations (11) and (12), in common with the fields g and K. This will be
the most prominent property of these potentials.

If we apply the Helmholtz theorem to the gravitational and cogravitational fields in
terms of the ordinary potentials given by (5) and (8) without taking into account any

gauge condition, we have

=-Vr-——1i, 44
9i " (44)
oar
=—== 45
9 at (45)
K; =0, (46)
K,=VxT,, (47)
then, by definition, I'; is given by
I=-V¢., (48)
where ¢ is an scalar function. If we substitute (48) into (44) then
0 ¢, o¢,
gi=—VT—a(—V¢r)=—VT+VEF=—V[T—?F), (49)
and from Equations (49) and (22) we have the relation between T and 7.
T=7r- % (50)
ot

Now, we apply the Helmholtz theorem and the gauge transformations (11) and (12)
and from

I'=T;+T, =T, +T + VA, (51)
comparing the solenoidal parts we obtain
Ir.=T,. (52)

If we seek the transformation law for ¢, then we can obtain the other transforma-
tion law for T.

From Equation (51), we have the irrotational part of T"
T, =T, +VA, (53)

and including Equation (48) in (53) we get
~Vg. ==V +VA ==V (g —A) (54)
or
¢ =¢ - A (55)

At last, we can use Equation (50) for T and, if we consider Equations (11), (12) and

1624

o%
S
<%

0% Scientific Research Publishing

163



164 CAPITULO 7. PUBLICACIONES

A. Espinoza et al.

(55), we obtain

g O (L _ONY_ O Ayo, 0%
T=r " (1 6’[] (¢ —-A)=7 p T. (56)

Hence, we have checked that T'; and T are invariants under gauge transformation
and we can see that any gauge transformation is irrelevant if we use the Helmholtz’s
theorem.
and T
given by (28), (39) and (40), so we can consider I'; and T as the potentials generat-

It is convenient to remark that the fields g and K are generated only by T'

ing the gravitodynamical field gand K.

6. Conclusions

And so, we have shown that it is possible to define vector as well as scalar gravitody-
namical potentials, which are invariant under gauge transformation. These potentials
are defined uniquely from their differential Equations (42) and (43). For this reason, we
have arguments for supposing the physical reality of these potentials, similarly to the
fields g and K and unlike the gravitational potentials introduced by Jefimenko in [1],
which are only used as a mathematical tool for calculating gravitational and cogravita-
tional fields.

Our scalar potential T is a generator of the so-called instantaneous action at a dis-
tance in gravitation, and the vector potential T'; can propagate with the velocity of
light and it is responsible for the retarded action of the gravitodynamical field. So, one
can conclude that retarded interaction in gravitodynamics takes place not instead but

together with instantaneous action at a distance.
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ABSTRACT

In the present work, we write a brief exposition of the Jefimenko's theory of gravitation. This theory arose
from the analogy between the laws of gravitation and electromagnetism, that is, exist a second gravitational
field called cogravitational field, analogous to the magnetic field. We introduce a new system of units called
Gravitational Gaussian System (GGS). This system allows us write the equations of gravitation in a simple
form to solve them. Using the Jefimenko'’s equations of gravitation, we obtain the wave equations for
gravitational and cogravitational fields and we find wave solutions. We demonstrate there are
configurations of the gravitodynamical field (that is, the set of gravitational and cogravitacional fields) in
form of co gravitational field spheres and gravitational field rings. This phenomenon must be an analogue of
the ball lightning in the electromagnetic field, but in this case the cogravitational field spheres serves as
containers of matter (it could be a gas). We analyze how this configuration acts on the particles inside the
spheres, and we investigate the physical properties of such configurations, namely, how behaves the density
of energy and the Pointing vector of this solution.

Keywords: Cogravitation; Gravitational waves; Gravitodynamical field.
PACS: 04.50.Kd; 04.30.-w

INTRODUCTION

The Jefimenko’s equations arise from an
analogy between the laws that rules the
electrodynamics and the laws of gravitation.
Such analogy was proposed for the first time by
Heaviside in a paper published [1] more than a
century ago, where he supposed there must exist
a second field due to moving masses and acting
over moving masses only, called by Jefimenko,
cogravitational field (sometimes this field is
called Heaviside’s field). The Heaviside paper
was forgotten for a long time until Jefimenko
returned his work and made improvement to the
Heaviside’s work in two books published and
reissued since the 90’s decade [2], [3].

To start we need to write about the analogy
made by Jefimenko between the laws of
electromagnetism and the laws of gravitation.
Oliver Heaviside proposed a system of
equations with the same structure as the
Maxwell’s equations, assuming the existence of
a second field due and acting over moving
masses only, called Heaviside’s field or co
gravitational field and it is denoted by k, unlike
the ordinary gravitational field g which is due

Open Access Journal of Physics V2e 11 e 2018

and acts not only on stationary masses but in
movement. Although there are detractors of the
Jefimenko’s theory of gravitation' (see for
example [5]), there exist books written by
Wenceslao Segura [6] and Jolien E. D. Creighton
[7] where they derived the Jefimenko’s equations
from the linearized Einstein’s equations. Jefimenko
derived the equations of gravitodynamics in a
different way, starting from make an analogy of
his retarded solutions of the electromagnetic
field to the gravitodynamical field to finally get
the analogous equations to the Maxwell’s
equations for the gravitational and cogravitational
fields.

Next, we assume there is a configuration of the
gravitodynamical field in an analogue way to
those found in other works realized by
Chubykalo and Espinoza [8], [9], where the
authors have obtained the mathematical
foundations on the Kapitsa’s hypothesis [10]
about the origin of ball lightning related with
interference processes. The configuration of the
gravitodynamical field in our work begins with

ICalled by us in a previous work gravitodynamical
theory [4].
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the hypothesis that the gravitational waves exist.
We are going to do a formal development about
this issue based in the theoretical results
obtained by Jefimenko. We will use the free
gravitodynamical equations, that is, the
equations valid for vacuum.

It is important to emphasize that gravitational
waves were predicted in the general theory of
relativity by linearzing Einstein's field equations
and this approximation is valid for weak fields.
It is obvious that a complete theory of gravity is
not linear but this linear approximation allows
us to study a great variety of gravitational
phenomena where gravitational induction is
considered. In the same way that
electromagnetic theory is not linear but Maxwell
equations are applicable to a wide range of
electromagnetic phenomena.

Our results presented here do not try to replace
the non-linear theories of gravitation, such as
Einstein’s theory of general relativity [11] or
Logunov’s relativistic theory of gravitation [12],
but we want to show the importance of a linear
gravitational theory, not only historical but
methodological too, because we will show that
exist properties of the weak fields that are not
understood because they were not have the
opportunity to appear in a linear theory of
gravitation.

THE  JEFIMENKO’S EQUATIONS  FOR
GRAVITATION

The gravitodynamical theory is a generalization
of the Newton’s gravitation theory, since the
Newtonian theory of gravitation describes
perfectly phenomena of a wide range of masses,
but it does not consider the behavior of the
fields of moving mass distributions. This is the
reason why it is necessary to make an extension
of the classical Newton’s theory of gravitation.

We can write the Newton’s theory in a way as a
force field theory in terms of the gravitational
field g as

V-g=—4nye @
and
Vxg=0, @

where y is the gravitational constant, g is the
mass density given by ¢ = dm/dV and dm is
the element of mass contained in the volume
element dV.

As we know, the gravitational field g is defined
by means of the force exerted by the mass
distribution ¢ over a mass test

2

F,=mg. (©))

In other words, the gravitational field is the
perturbation of the space due to distribution of
mass in some region which interact on a test
mass m, Both masses (the mass creating the
field and the test mass) can be moving or at rest.

If we consider that the co gravitational field k
exists, we need to define it in terms of the co
gravitational force

F, = m,(vxK), (€]

Where F, is the force exerted by the
cogravitational field over a test mass m, moving
with velocity v.

So, we can define the cogravitational field k as
the perturbation of the space due to a moving
mass distribution which interacts on a moving
test mass.

Jefimenko started to derive their gravitational
equations from the next expressions

[e] | 1 de CL Y [1]aen)] .
g:‘yf{ﬁ+m[§}“” ta ;[ a |V O

and

_ ¥ ((levl | 1 d(ev) .
k=5 | B o o ®)

where y is the gravitational constant, ¢ is the
velocity of propagation of the fields? and r is the
vector directed from the element of volume dV'
(the source point) to the point where the
gravitodynamical field is measured (the field
point) and r is its magnitude, the square
brackets designate that the quantities inside
them are evaluated in the delayed timet =t —
r/c. The integrals are evaluated over all space.

We can see from (5) and (6) that the
gravitodynamical fields have four causative
sources, namely: the mass density o, the
temporal derivative of the mass density 9, ¢, the
mass current gvand its time derivative d;(ov).

Jefimenko obtained the gravitodynamical
equations making use of the vector calculus and
some vector identities. The gravitodynamical
equations are:

V-g=—4nyo, ™

V- k=0, ®)

vxg=-X ©
at

“Jefimenko assumed that the velocity of the
propagation of the fields must bec, i.e, the finite
speed of light. But we have demonstrated in [4] that
this velocity must be finite or instantaneous.

Open Access Journal of Physics VV2e 11 e 2018
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where j= ov is the mass current density. It is
evident the analogy between the Maxwell
equations and the Jefimenko’s ones is not
perfect: while we have only one kind of mass,
we have two types of electric charge. While the
electric field is directed from the positive
charges that generate it and is directed toward
negative charges, the gravitational field is
always directed to the masses by which it is
created. Another difference is that the magnetic
field is dextrorotatory (right hand) with respect
to the electric current through which it is
generated, while the gravitational field is always
levorotatory (left hand) with respect to the mass
current through which it is generated. In spite of
these differences, the system of equations
obtained by Jefimenko describe correctly the
behavior of the weak gravitational fields, as we
have already seen they are deduced from
different formulations in [3] and in [6], [7].

We define a Gaussian system of units for the
gravitodynamical field, in order to simplify our
calculations. We will call this system
Gravitational Gaussian System (GGS).To do
this we need to introduce the next rationalized
quantities:

l'ablel. Rationalized quantities in the new gravitational
Gaussian system of units®.

Gravitational field|Co gravitational field
Formula G=y'g K=y"'ck
Units | [G] = ML™% =Jef | [K] = ML% =Jef

If we introduce such quantities in the system of
Equations (7)-(10) we obtain the next system of
equations in the GGS

V-G = —4mp, (11)
V-K=0, (12)
10K
VXG=-—— (13)
109G 41
VXK-——r=——j. (14)

Where, j = pvis the mass current density and
vis the velocity of the mass distribution
generating the co gravitational field.

GRAVITATIONAL WAVES

The Jefimenko’s theory of gravitation predicts
also the existence of gravitational waves. We

3We define the unit jefimenko abbreviated Jef for the
rationalized gravitational and co gravitational fields
in honor of Jefimenko.

Open Access Journal of Physics V2e 11 e 2018

Vxk——=2=——j, 10)

will study the properties of such waves, in this
and in other sections (especially in the section
V, where we will study the energy and the
Poynting vector of such waves).

We will obtain in this section the wave equation
for both fields, namely, the gravitational field
and the cogravitational one, making direct
calculations on the system of equations (11)-
(14), we will see that these equations lead us to
the wave equation. We start calculating the curl
on the equation (13)

10
=--—VxK 1
VXVXG Cath ! (15)

and substituting in equation (14) and using the
identity for a Laplacian of a vector,

VXVxXxV=V(V-V)-AY, (16)

for any arbitrary vector V, and where A= V?is
the Laplacian operator, we get
G L0%6 _ 4(v +1ai) 17
2oz \YeT2ge) an
the in homogeneous gravitational wave
equation.

In a similar way, starting from (14) taking the
curl and using the identity (16), we get

AK—C——=TV><], (18)

Is the inhomogeneous cogravitational wave
equation. Both expressions (17) and (18) are
field waves propagating on the space with a
velocity c.

If we consider regions without masses
distributions and current masses we obtain the
homogeneous wave equations, namely,

1 9%G
AG = =7 =0 19)
And

1 9°K

The equations obtained (19) and (20) can be
solved by a sum of two vector functions, ¢4
and ¢,

@ (kT —wt) +¢@,(k-r+ wt), (21)
Where k = (k,, k,, k,) is the wave vector’, ¢,

and ¢, are general expressions which represent
plane waves propagating with velocity c in

4 To avoid confusions, we use italic boldface k to
represent the wave vector and normal boldface k to
represent the cogravitational field.
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opposite directions. Then the solution (21) for
the wave equation can be derived from the
method of separation of variables. If we
introduce the harmonic dependence given by

G = Gyelkrtatin, (22)
and
K = Kyellkrtotn, (23)

Where ng is a unitary vector in the direction of
propagation of G and ny is in the direction of
propagation of K, the wave’s equation results in
the dispersion’s relation

An Interesting Wave Solution of the
Jefimenko’s Equations for the Fr ¢

The prediction of gravitational waves by means
of the Jefimenko’s gravitodynamical theory let
us search a various types of solutions for the
gravitodynamical field in vacuum. For example,
as we will show in this section, solutions exist
that have a set of interesting properties. These
solutions have the form of spheres of co
gravitational field and ring-like gravitational
field, in such way the total configuration of the
gravitodynamical field oscillates. In such
spheres the Heaviside’s field is tangent in all
points over the surface of this sphere, and the

In Electrodynamics is usual to refer to standard
polarity in the solutions of the Maxwell
equations when the electric field Eis a polar
vector and the magnetic induction B is an axial
vector, or pseudo-vector. This means that after a
transformation of inversion of axis coordinates,
E changes its signs, while B maintains its signs.
Following the analogy between both theories we
are going to look for solutions to these equations
with standard polarity, to wit, when the vector
G is polarand K is axial. We propose to solve the
system of free Jefimenko’s equations by the
method of separation of variables, we can write
G and K as follows:

G(r,t) = y(ru®) 31
and
K(r, t) = x(™)v(t), (32)

where y(r )is a polar vector and k(r) is an
axial one, also u(t) and v(t) are functions of
time.

Substituting (31) and (32) in the system (27)-
(30)

V-y() =0, 33)

4

w? —k%c? = 0. (24)

For the election of sign k = + w/c, we obtain
from  the Jefimenko’s  equations  for
gravitodynamical fields

k-ng=0and g-ng =0, (25)
(k xng)Gy = %Konl( and (k x ng)K,
=26 ne. (26)
c
From Eq s. (25) And (26) we can see that G and

Kare vector mutually perpendicular to the
direction of propagation and|Gy| = |Ky|.

same for the ring-like configuration of the
gravitational field.

We will begin this section rewriting the
Jefimenko’s equations for the gravitation,
assuming there are regions of free space or
vacuum, this means, ¢ = 0 and j = 0. We get

V-G=0, @7
V-K=0, (28)
vxg= 1% (29)
c dt
vxK =12 (30)
c dt
V-k() =0, 34)
11 av(o)
Vxy(r) = _EmTk(r)' 35)
VX k(r) = %ﬁa’;—iﬂv(r). 36)

We can equate the temporal parts of both
equations to certain constants to obtain a
consistent system,

1 av(t)
no o @ 37
And
1 au(t)
Yo ot Y (38)

We are going to equating both equations to w, in
order to obtain sinusoidal solutions and get only
three constants in our system (37)-(38)

v(t) = Acos(wt — &) (39)
and
u(t) = Asin(wt — 6), (40)

where, A and § are arbitrary constants.

Open Access Journal of Physics VV2e 11 e 2018
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Thus, in this way, the equations fory and
k become

Vxy() = %K(r), (41)
and

w
Vx k() =_v®. (42)

Due to the linearity of the spatial components of
the fields, we can add (41) and (42), then, we
can define the vector

o(r) = y(r) + k(r), (43)
Such as, we obtain

VXxo(r) = %d(l‘). (44)

First of all, we are going to solve (44), then,
once we have obtained o, we can calculate
y and k. We need to note that vector ¢ has not
polarity, but we can express its polar and axial
parts as

1
v(r) ={a(r) —o(-1)} (45)
And
VXW:rzsine a6 op rsinf

We can obtain the next system of equations
taking into account Eq. (44) and comparing it
with (49) and (50)

B(UdJ sing) _ wra, sinf

20 c ’ GD
d(ray)  wroy
o ¢ (52)
and
d(ray) _ d(o,) _ wr%- 53)

oar a6 c

Expressing the variables o,y a,from (51) y (52)
and replacing them in (53), we obtain the next
partial differential equation for g, namely,

1 9 w?r?

PE a ,
rm(r%) +%{—sin6%(% 51n6)}+ 2%
=0. (54)

If we propose a5 = R(r)®(8) as a solution for
(54) we find that R and ® have to satisfy

,d2(rR)  (w?r?

- S +A)rR=0 (55)
And
d{l d(@'e)} 10=0 56
a0 singag " =5 (56)

Open Access Journal of Physics V2e 11 e 2018

1 {a(r% sin@) _ a(ro‘g)}? N 1 {a(ar) B d(roy sin 6)}?) +}{6(rag) _ 6(:7,)}@
29 ‘

1
k(1) = - {o(r) + o(-1)}. (46)
Taking the curl of (45) and (46), and inverting
the coordinates of equation (44), we have
1
Vxy() = E{V X o(r) —Vxo(-r)}

= 1{%00) + %c(—r)}

%
=~k “47)
And
Vxk(r) = %{V xo(r)+Vxo(-r)}=
o) - Lo(-n)} =2y, (48)

we can be sure that the system is satisfied. The
only thing we need to do is to find the solution
of (44), in order to find the solution of the
system (41)-(42). To get such solution we will
consider the vector ¢ in spherical coordinates
and we suppose that the solution has axial
symmetry

6 =0,(r,0)F + 0y (r,0)0 + 0, (1, 6)P. (49)

The curl of o in spherical coordinates is

(50)

ar r| or 6

where A is an arbitrary constant? If A = 0, then
the solution for rR in Equation (55) must be
Acos%+ Bsin%, where A and B are

constants, but, in general, 4 and B depend on r,
S0

T T
TR = A(r) cosz + B(r) sian. (57)

Now, we are going to substitute (57) in (55) and
we obtain the next two equations

d’A 1, 2wdB _

ar trAt T =0 8
And

@B A, 2wdA_ o
dr? ' r? cdr 69

Considering the fact that the coefficients of sine
and cosine must be zero separately, due these
functions has the same argument.

To solve (58) and (59) we propose A(r) = ar™
andB(r) = br™, where the coefficients a and b
are constants and n, m € N are constants, too.
Then, we obtain the following characteristic
equations, substituting the solutions proposed in
Egs. (58) and (59)
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2w
am(m—1) + Aa + Tbnr"‘"“r1 =0 (60)
and
2w
bn(n—1)+ Ab — Tamr”“"“ =0. (61)

Both equations can be satisfied for the next two
cases:
Casel) m=0n=-1,1=-2anda =
—wb/c, and regarding Eq. (57) for b =1, we
obtain

R= 1( wr (ur+ . wr) 2
=3 ocos——+sin—); (62)

Case2m=—-1,n=0, A=-2andb = —wa/
¢, and regarding Eq. (57) for a = 1, we obtain,

R = = (cos L+ L 5in ) 63

=2 cosc Csmc . (63)
Then, from the solutions (62) and (63) we have

the general solution for Eq. (55)

C wr wr wr
R(r) = —;(——cos—+ sin—)
T c c c
+Cz( wr+wr_ a)r) o4
72 \cos— Csmc,()
Where C; and C, are arbitrary constants. This
general solution can be expressed as

and

c wr wr  or
0y (1,0) = proec {cos (T - a) + —sin (T - a) -
In order to write the solutions in a short way, we
define
wr wr | /wr
¢ = cos (T_ a) +Tsm (T_ a)

and

2

w?r?

wr
cos (— — a),
c

such as we can write the solution of Eq. (44) in
spherical coordinates as

7725— c2

2 .
c= {(r—gcose)f” +§(%sin9)6

+§(%€sin6) ?. 1)
Where we have multiplied by éw/c for
convenience, andé has dimensions [¢] = g cm.
In this way, we can see that the component in
@ direction corresponds to the vector y and the
components in # and @ directions correspond to
the vector k. That is,

ol N

y=¢ (cr_z sin 9) 7] (72)
and
6

erZ

c wr . qwr
R(r) = = {cos (T - a) +sin (T - a)}, (65)
Where C and «a are arbitrary constants.

Now, we considering the Eq. (56), which for
A= —2 become:

d{ ! d(@)' 9)}+2@—0 66
a6 lsingag " =% (66)

This equation has the general solution:

©(0) = C3sin6 + C4(cotd
—sin@In|cscd — cotH|) 67)

Where C3 and C, are arbitrary constants too.

Due to in 6 = (2n+ 1) the corresponding
solution has a singularity, we can make C, = 0.
Also, due to the homogeneity of the equation for
the vector o, we can make C3 = 1.

In this way, we can write the solution of the Eq.
(54) as follows

a4(r,0) =riz{cos (%r— a)+w7rsin (%T—a)} sin 6. (68)

We can use the system (51)-(53) to find o,. (7, 8)
anday (7, 0), namely

0,(r,0) = %{cos (a)Tr_ a)+w7rsin (a)Tr_ a)} cos®  (69)

wr
-z cos (T - a)}sin 0. (70)
K= f(%cos 6)?+§(:’—3sin6) 0. (73)

Finally, we write the solution for the
gravitational and co gravitational fields as
follows

G= f{(z—i sin 9) 172} sin(wt — &) (74)
and
K= {5 (gcose)f’+§(:]—3sin9) @}cos(wt—&), (75)

where we have bear in mind temporal solutions
(39), (40) and the spatial solutions (72), (73).

The necessary condition so that solutions (74)
and (75) do not diverge in r = 0 is,

7(0) = {cos (w—r - a) +w7rsin (a)Tr - a)}

c

=0,

r=0

to fulfill such condition we need cos @ = 0, this
implies a=m+1/2)r, where n=
0,+1,42,..

Now, we calculate the next limits to ensure that
the solutions converge,

Open Access Journal of Physics VV2e 11 e 2018
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2w3

limi—O' limi—w—3and liml———
r>0712 7 or-0r3 3¢3 r-073 3¢3”’

these limits are evaluated for a = /2, also {
and n were expanded in power series of .

we have the energy density defined® as
— _i 2 2
w=—g-(GP+K?), (76)

S0, we obtain the limits
) ) 2¢w? PO
llmOG =0; lm&K:Wcoswtz; lm‘}w
- at ot
" 62("6

=Wcoszwt, 77)

Z'is the unit vector in the direction Z + of the
Cartesian system.

We propose a =m/2 and § =0, because §
defines the initial wave phase of the fields G and
K, we can write convergent solutions for these
fields:

G= {g (:;—Zsin 9) (’i)}sinwt (78)
and

K= {f (f_jcos e)f+ s(r"—3sin ) §}coswc, 79)
where

(= —%cos (wc—r)+sin(%) and n =7 —

w2r2 . wr

2 sin (T)

We can conclude that the solutions (78) and (79)
for the Jefimenko’s gravitational equations for
the free space involve the novel existence of
spherical formations of the gravitodynamical
field.

Analysis of the Energy and the Energy Flow
f the Gravitodynamical Field

The expression of energy density given by Eq.
(76) can be changed after some algebraic
manipulations in another that contains a part
time-dependent and an independent one,
namely:

{2 {w2€2

" 167 | c2rt

422 2
sin?6 + [is cos?6 + n—ssinzﬂ]}
r r
& ([4¢* . n* .,
_16_7'[ T_GCOS 9+;Sln 0

wZ{Z

c2r4

sin?@ } cos(2wt). (80)

*See, page 303 of Gravitation and Co gravitation [3]
by Jefimenko. But in our case we use GGS units.
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From this expression we find the geometric
places where the energy density do not depend
on time t. Those geometric places are

The points along the Z axis where is satisfied

wz wz
tan (—)=—,
an (—) ==
where 8 = 0,rand { = 0.

The surfaces where r satisfies

2.2
n? = ¢? (w i —4cot26).

c2

The cross-section of such surfaces is drawn as
discontinuous curves in the Fig. 3.

Now, we are going to obtain the
gravitodynamical energy E; inside a sphere of
radius R centered at the origin, by means of

R m
Eyg = f f f w(r,6,, )% sin 0 drdédg = Eg(R)
000

+E;(Rb), (81)
where
Eq(R) = —j—;[@ - wzfz sint (1) - 52]. 82)
and
52
E;(Rt) = m{r] cos 2wt. (83)
In this case,

{= —%cos (%) + sin (%)Andr] ={-
wlk? sin (ﬂ)

CZ c ’
We can see from Eq. (83) that gravitodynamical
energy does not change in time within spheres
of radiuses R which are solutions of the next

equations obtained respectively making { =0
andn =0

¢ (wR)_wR 84
an(—)=— (84)
and
wR
tan (%) = —- (85)
JREI

The surfaces whose radii satisfy Eq. (84)
contains only co gravitational field, there is not
gravitational field over those surfaces, as we can
verify from Egs. (78) And (79) taking ¢ = 0.

Now, we analyze the energy flow contained in
the wave field given by (78) and (79).

As a first step we are going to calculate the
Poynting’s vector in GGSunits
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S=—KxG

T 4m

_ & (winsin®g
~8n P

2 .
- w 6} sin2wt). (86)

Now, we will calculate the total momentum of
the gravitodynamical field within a sphere of
radius r centered at the origin. We will do this
making use of the fact that the Poynting vector
is proportional to the vector of the density of
momentum, so that we can calculate the integral
of the Poynting vector over the volume of the
sphere of radius r. To make this easier we will
express the unit vectors in spherical coordinates
system in a Cartesian one, namely

#=sin@ cos¢px +sinfsing y + cos§ ZAnd 9 =
cos @ cos pX + cosBOsing y —sinf z

Integrating Eq. (81) over the given volume we
obtain:

ﬂ. Sr?sin @ drdfd¢
_ §wsinwt) f g2
- 8 r3

drz
0
=0. 87)
We can interpret this result as follows. The total
momentum of the gravitodynamical field (78)-
(79) in a volume bounded by an arbitrary sphere
centered at the origin is null at any time given.

sin*@

We will obtain the geometric places where the
Poynting vector is zero at any instant. To do
this, we need the conditions when the Poynting
vector is zero and this is obtained by means of
Eq. (76),

¢%sin26 = 0 and {nsin%6 = 0. (88)
From the first equation of (88) we have

¢ = 0, which satisfies both equations (88). We
obtain the equation
wr _ wr

tan (—) =— (89)

4 4

Accordingly, the geometric places for the case
(1) are spheres whose radiuses satisfy Eq. (89).

sin 260 = 0. Which means that 8 can be 0, /2
orm.

e 0 =0,m, In this case both equations satisfy
the conditions (88). Therefore, the
geometric place is the Z axis.

e O=m/2, we have two possibilities to
satisfy the conditions (88), namely: { =0,

as in case (1) or n = 0. From this condition
we have
wr

tan (g) = ﬁ (90)

c2
So, we have the geometric places are rings in
the plane z = 0 whose radiuses satisfying Eq.
(90), these rings corresponding to the case
0 =m/2 andnp = 0. In all points over these
rings the cogravitational field is zero.

The Poynting vector is tangential in all points
over these surfaces. This can be seen from Eq.
(81). This fact clarifies the conservation of
energy within spheres of radiuses (85).

The geometric places where the Poynting vector
for the gravitodynamical field given by (78)-
(79) is null at any time are:

e Z axis, called cogravitational axis because
the ordinary gravitational field does not
exist there.

e Rings at the plane z = 0 whose radiuses
satisfy Eq. (90), called gravitational rings
because there is not cogravitational field on
them.

e Spheres centered at the origin whose
radiuses  satisfy Eg.  (89), called
cogravitational spheres, because there is not
gravitational field on them.

Figurel. Poynting vector field distribution of the
gravitodynamical field at a given time in the plane
x=025°

Let’s see the graph where is shown the
distribution of the Poynting vector field in order
to clarify the results obtained in this section.
Due to the axial symmetry of the energy density

®The graphics were performed in Mathematica™.
Thez axis is the ordinate and the y axis is the
abscissa, and we put in the programc =1landw =1
for simplicity.
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and the energy-flux density, we can consider
only the distribution in the planex = 0.

In Fig. 1 we can see the vertical cogravitational
axis that matches with the z axis, And we ca
also see the cross-section of three spheres,
which we will call G-sphere to the first one, K-
sphere to the second one, and G-sphere to the
last one’, in an arbitrary instant. The total
gravitodynamical energy conserves within G-
spheres due to theenergy-flux vector at the
surface of this sphere has tangential component
only.

We can see also that energy transfers from these
G-spheres to the gravitational ring (the equator
of such spheres) and after a period defined by
the function sin(2wt) in Eq. (81) the movement
is reversed. Inside the first G-sphere the energy
transfers from the cogravitational axis to the
gravitational ringand having spent some time
returns. The energy within the K-sphere is also
conserved, we can see this because the Poynting
vector is zero in every point of the K-sphere
graphed. The energy is transferred from the
surface of the K-sphere to the gravitational rings
of the G-spheres. An analogue exchange of
energy occurs between next G-spheres and K-
spheres.

We want to emphasize the fact that the Poynting
vector field reverses their direction after a time
due to the function sin(2wt) present in Eq. (86).

Let us see the cross-section of the Poynting
vector field in the plane z = 0 in Fig. 2.

Figure2. Pointing vector field distribution in the
plane z = 0, for a given instant of time®

And at last, we can see the graphic of the cross-
section in the plane x = 0 of the surfaces where
the energy density is constant, the graphic of the

" Called G-spheres because they have a gravitational
ring in the equator, and K-spheres because they are
spheres of co gravitational field.

8xaxis is the ordinate and Y axis is the abscissa.
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first K-sphere; the graphic of the second G-
spheres.

We need to note that these surfaces do not
change in time in vacuum this means they do
not deform nor displace when the time goes by.

Figure3. Cross-section of the surfaces where the
energy density is constant (dashed lines). The
continuous lines represent the K-sphere and the G-
spheres.

In Fig. 4 we obtain decreasing energy in the
intervalR € [0,7], where we have plotted the
graphics of the total gravitodynamical energy
Epg for four different time values, namely,
t=0, m/4, m/2 and 3m/4. We have chosen
these values due to the periodicity of the
function cos 2wt in the time-dependent term of
this energy. Here, we can see how the energy is
changing in different the time values given
before. There are various points where the
gravitodynamical energy is constant for
different values of time. For example, we can
see that in the point (2.75, 3.8) all the curves
intersect, this means, at R = 2.74 cm we obtain
the total gravitodynamical energy Er; =
—3.8 x 10 3erg".

=08

i U1}

Wy by S

12

Figure4. This graph shows how the total
gravitodynamical energy E;; alternates as the
distance varies for the different values of time time
t=0,7/4, /2 and 37/4 and for R € [0,7].

® These values of distance and energy are only for
reference, because we have to remind that we have
chosen the values w = 1and ¢ = 1.
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Now, we want to show both dependences in 3D
graphics, and we are going to analyze them. Due
to the periodicity of the term time-dependent we
will fix them for t € [0, 2r]. First, we have Fig.
5(a) the interval R € [0,1].

Figure5(a). Graph of the total gravitodynamical
energy contained in the G- and K-spheres. E;; for
the intervals R € [0,1] and t € [0, 27t].

In the Fig. 5 (b) we show the total
gravitodynamical energy in the intervalR €
[0,10].

Figure5(b).Total gravitodynamical energy in the
interval R € [0,10].

6

5

. —

o

Figure6.Contour plot of the total gravitational
energy in the intervals R € [0,1.25]andt € [0, 2m].
The cross-section where the total gravitodynamical
energy is null, forms semi-ovoid.

At last, we want to show the graphics of the
cross-sections of both fields, in Fig. 7 we have

10

the gravitational field in the plane z = 0. In Fig.
8 we have drawn cross-sections of the
cogravitational field in the planes y =0 and
x = 0 respectively.

= = =z E : 3

Figure7. Ring-like form of the gravitational field in
the plane z = 0.

o A \\ /‘“1“:\‘\
e
maenn
BRI
RSEbretiioeddvt
R
IRNEZE AT

=+ = E : +

Figure8.Cogravitational field in the planesy =0
and x = 0, this field does not have components in
the plane z = 0.

Convergent  Solution (78) and (79)
Represented as a Superposition of Two
Divergent Solutions

We can represent solutions (78) and (79) as a
superposition of two waves spreading in
opposite directions in each point, as the same
way as Eq. (21). To do that only we need to do
an algebraic transformation.

We call

G. =G,y + Gy (91)
Gravitational convergent solution. This G, is the
superposition of the two waves G, and

G)spreading in opposite directions at every
point. In a similar way, we call

KC = K(_,) + K((_) (92)

co gravitational convergent solution. These
solutions converge in r=0 < §d=(n+
1/2)m, where, n = 0,+1,+2, 43, ...
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Where in both cases we have

Gy = &02:%9 [cos (ﬂ - wt) + %sin (g - wt)] 43
éwsinf

2cr?

Koy = 200 [sin (& wt)_Tcos(__m)]
+§;i:;6[—m—rcos(——wt)+(1 )sm(%r—wt

K= fc:—:e[sin( + wt) - Tcos (— + wt)]

Gy =— [cos (—+ wt) +ﬂsin (—+wt)]

+Esine wr (wr+ t)+ L w?r? ,(wr+ t)@
o3 ccos(—+o o |sin(—+wt)8.

93)

(94)

95)

(96)

The solutions (93)-(96) are solutions of the free Jefimenko’s equations.

It is also possible demonstrate the next equations
Gy =3 (=G, +Gc)and G, = (G +G,)
and

1 1
K(->) =3 (-Kq +K.) and K(<_) =3 Ky + Ko,

o7

98

where G, and K are divergent solutions of the system (11)-(14):

G, = {f (C{“ sin 9) ¢}sinwt
and

K, = {{ (zr%cos 9) Fre (Z—jsm 0) 5} coswt,
where

0= cos(“’c—r) +—sm( )and g ={q —

We said before that G(_,G(, K and K
are solutions of the free Jefimenko’s equations
for gravitation and they are divergent in r = 0.
And we can conclude this section emphasize the
fact that this kind of gravitational waves of
Jefimenko’s solutions allows interference
phenomenon as a superposition of two
gravitational waves spreading in opposite
directions.

CONCLUSIONS

As we have seen in section Il, Eg. (21)
represents a function of two waves spreading in
opposite direction, both in k direction. Such
waves are similar to electromagnetic waves, that
is, G and K are transversal waves, perpendicular
to the direction of propagation defined by the
Pointing vector S.

The superposition of the mentioned waves
spreading one from the origin to infinity and the
other one from the infinity to the origin
produces stationary waves. Both waves have

Open Access Journal of Physics V2e 11 e 2018

(99)

(100)

(%)

axial symmetry. So, we have obtained a free
stationary  gravitodynamical field, it is
consequence  of  gravitational interference
processes.

In this gravitodynamical configuration surfaces
(the dashed lines in Fig. 3) and points (in the z
axis) exist, where the energy density is constant.
Such surfaces and points are nodes of energy
density waves.

The cogravitational spheres obtained, can be
containers of mass, because if we consider Eq.
(4), any cogravitational field exerts a perpendicular
force on any mass to the plane formed by the
vectors v and K, where v is the velocity of the
particle and we have already seen that the
cogravitational field in these unusual formations
is tangent in every point of such surfaces. That
is why the particles contained inside these
spheres cannot leave such co gravitational
spheres. The gravitational rings will take the
particles of the gas contained in it and they will

11
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turn them in a direction of rotation of such a
field.

From figure 4 we can see the points where the
energy is constant, such points are those where
the different curves are intersected and they
represent the nodes of energy waves.
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Abstract

In this work, we make a brief exposition of the Jefimenko’s generalized theory
of gravitation, describe its conceptual content, explain the mathematical ap-
paratus used for the formulations of the theory and present the fundamental
equations of the theory. We elucidate the main difference between Newton’s
original theory of gravitation and the generalized theory of gravitation.

Keywords

Cogravitation, Gravitational Waves, Gravikinetic Field

1. Introduction

It is obvious that the reader will quickly and easily perceive any new scientific
theory not from a monograph, but from an article published in a readable scien-
tific journal. Gravitational interaction of celestial bodies is a very mysterious
phenomenon. It is traditionally attributed (without any further explanation) to
the action of forces of “universal gravitation”. But where are the threads, the
ropes, the chains or the springs that pull celestial bodies one to the other? How
does the Earth “know” that it needs to revolve around the Sun? How does it “feel”
where the Sun is located? As far as we know there exists no material connection
between celestial bodies. But if there is no material connection, does it not mean
that gravitational interactions are not a manifestation of the action of forces, but
a manifestation of the existence of some heretofore overlooked agent or me-
chanism? The Jefimenko’s generalized theory of gravitation answers this ques-
tion with perfect clarity.

Therefore, we decided to present the conceptual content of the Jefimenko’s
generalized theory of gravitation in a possibly short article.

The Jefimenko’s generalized theory of gravitation arose from the analogy be-
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tween the laws of gravitation and electromagnetism; that is, there existed a
second gravitational field called cogravitational field, analogous to the magnetic
field. Such analogy was proposed for the first time by Heaviside in a paper “A
gravitational and electromagnetic Analogy” [1] published more than a century
ago, where he supposed there must exist a second field due to moving masses
and acting over moving masses only, called by Jefimenko, cogravitational field
(sometimes this field is called Heaviside’s field). The Heaviside paper was for-
gotten for a long time until Jefimenko returned his work and made improve-
ment to the Heaviside’s work in two books published and reissued since the 90’s
decade [2] [3]. Although there are, detractors of the Jefimenko’s theory of gravi-
tation' (see for example [5]).

The gravitodynamical theory [4] assumes that gravitational interactions are
mediated by gravitational and cogravitational force fields.

A gravitational field is a region of space where a mass experience a gravita-
tional force. Quantitatively, a gravitational field is defined in terms of the gravi-
tational field vector g by the same equation by which it is defined in Newton’s

theory:
g:_F/mH (1)

where F is the force exerted by the gravitational field on a stationary test mass
m,.

A cogravitational field is a region of space where a mass experience a cogravi-
tational force. Quantitatively, a cogravitational field is defined in terms of the

cogravitational field vector K by the equation

F=mt(v><K), 2)

where F is the force exerted by the cogravitational field on a stationary test
mass m, , moving with velocity v . As noted in Chapter 1 of [3], cogravitational
fields are created by moving masses only and act upon moving masses only. It
should be noted that the cogravitational field K has not yet been actually ob-
served. However, it is very likely that it can be revealed by the Gravity Probe B
launched in 2004 by NASA in a polar orbit around the Earth. For the various
theoretical considerations demanding the existence of the cogravitational field
see O. Jefimenko [2] pp. 80-100.

It is assumed that both gravitational and cogravitational fields propagate in
space with finite velocity. This velocity is not yet known, but is believed to be
equal to the velocity of light. However, the generalized theory of gravitation is
compatible with a propagation velocity of gravitation different from the velocity
of light and is not affected by the actual speed with which gravitation propagates.
Although we say that gravitational and cogravitational fields “propagate,” it is
not entirely clear what physical entity actually propagates, since by definition
gravitational and cogravitational fields are “region of space”. It is conceivable

that what actually propagates is some particles that somehow create gravitational

!Called by us in a previous work gravitodynamical theory [4].
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and cogravitational fields. It is possible that these particles have already been de-
scribed (see [6]), and it is possible that some of their effects have already been
observed (see [7] pp. 137-223). Yet, there is not enough information about these
particles for making any definite statement about their existence, nature, or
properties.

The generalized theory of gravitation agrees with the principle of causality
because, as we shall presently see, in this theory the gravitational and cogravita-
tional fields are expressed in terms of retarded integrals whose integrands are the
causative sources of the fields.

The generalized theory of gravitation agrees also with the law of conservation
of momentum because according to this theory, gravitational-cogravitational
fields are repositories of gravitational-cogravitational field momentum, and be-
cause mechanical momentum of a body moving in a gravitational-cogravitational
field can be converted into the field momentum and the field momentum can be
converted into the mechanical momentum of the body. As the result of this
conversion, the sum of the mechanical and field momentum of the combined
field-body system is always the same, and the total momentum of the system is
thus conserved (see Chapter 8 in [3]).

According to the generalized theory of gravitation, gravitational-cogravitational
fields are also repositories of field energy. Kinetic energy of a body moving in a
gravitational-cogravitational field can be converted into the energy of the field,
and the energy of the field can be converted into kinetic energy of the body. As a
result of this conversion, the sum of the mechanical and field energy of the com-
bined field-body system is always the same, and the total energy of the system is
thus conserved (see Chapter 8 in [3] for a general proof of energy conservation
in such systems).

Obviously, there are not derivations of the formulas presented in this text, be-
cause this is a review about the work made by Jefimenko. Also it is important to
note that we can obtain all the results by replacing all variables and constants
presented in Table 1 in Maxwell equations. Too, it is important to note that this
theory is developed from two standpoints, one of them is to postulate the re-
tarded solutions and making use of the identities from vectorial calculus, we get
the Jefimenko equations, and equivalently, we can potulate the system of Jefi-

menko equations and we get the retarded solutions given by (3) and (4).

2. Fundamental Equations of the Generalized Theory of
Gravitation

The two principal equations of the generalized theory of gravitation are the equ-

ations for the gravitational field and g the cogravitational field K :
[e] 1 Toe G 1| 9(ov)
=G| =+—| — |prdV' + = || —= |dV"’ 3
g J’{ﬁ el o r cz'[r o (3)

And
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Table 1. Corresponding electromagnetic and gravitational-cogravitational symbols and

constants.
Electric Gravitational
¢ (charge) m (mass)
o (volume charge density) o (volume mass density)
o (surface charge density) o (surface mass density)
A (line charge density) A (line mass density)
¢ (scalar potential) ¢ (scalar potential)
A (vector potential) A (vector potential)
J  (convection current density) J  (mass-current density)
I (electric current) I (mass current)
E (electric field) g (gravitational field)
B (magnetic field) K (cogravitational field)
g, (permittivity of space) -1/4nG
4, (permeability of space) —4nG/c’
~1/4ne, or —uc’/An G (gravitational constant)
K——(zj{[gfhi[a[gv]}xrdV', @
c r ree| ot

where g is the gravitational field created by the mass m distributed in space
with density o, r= [(x —x')2 +(y —y')2 +(z- z’)2 T/z is the distance from the
source point (x',y',z'), where the volume element of integration dV’ is lo-
cated, to the field point (x, y,z), where g is been observed or computed, r
is the radius vector directed from dV' to the field point, v is the velocity
with which the mass distribution ¢ moves (the product gv constitutes the
“mass-current density), and c is the velocity of the propagation of gravitation
(usually assumed to be the same as the velocity of light). The square brackets in
these equations are the retardation symbol indicating that the quantities between
the brackets are to be evaluated for the “retarded” time, ' =¢—r/c, where tis
the time for which g and K are evaluated. The integration in the integrals of
Equations (3) and (4) is over all space.

According to Equations (3) and (4), the gravitational field has three causative
sources: the mass density, the time derivative of o, and the time derivative of
the mass-current density gv; cogravitational field has two causative sources: the
mass-current density ov and the time derivative of ov.

In addition to Equations (3) and (4) for the gravitational and cogravitational
fields, the following equations constitute the mathematical foundation of the
generalized theory of gravitation:

1) The mass conservation equation (“continuity equation”)
%

ot’ )

V~(gv):—
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or, in the integral form,
Sf)gv-dSzng‘ng. (6)
ot

According to these equations, whenever a mass contained in a region of space
diminishes or increases, there is an outflow or inflow of mass from or into this
region.

2) Force acting on the mass distribution of density o

F:J‘g(g#—vxK)dV, (7)

where v is the velocity of ¢ and the integral is extended over the region of
space containing the mass under consideration.
3) Density of the field energy contained in the gravitational-cogravitational
field

1
U =——(g*+K?), 8
Y G (g )

it is important to note that the gravitational-cogravitational field energy is nega-
tive. This means that no energy can be extracted from the gravitation-
al-cogravitational field by destroying the field. In the contrary, energy must be
delivered to the field in order to destroy the field.

4) Field energy contained in a region of the gravitational-cogravitational field
1 2 2 2
U=——— +c K )dV, 9)
s (£ +¢K)

where the integration is extended over the region under consideration.

5) Energy flow vector in the gravitational-cogravitational field (“gravitational
Poynting vector”)

CZ

T 4nG

P Kxg. (10)

This vector represents the direction and rate of gravitational-cogravitational
energy flow per unit area at a point of space under consideration. Equation (10)
together with Equation s. (3), (4), (5) and (8) ensures the conservation of energy
in gravitational-cogravitational interactions.

6) Density of the field momentum contained in the gravitational-cogravitational
field

1
G, =——Kxg. 11
Y amg (1)

7) Field momentum contained in the gravitational-cogravitational field

1
G =——|KxgdV, (12)
" 4G ‘[
where the integration is extended over the region under consideration.
8) Correlations between the mechanical momentum, G, , and the gravita-

tional-cogravitational field
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d((;‘” = —i ag(Kxg)dV
¢ 7; t (13)

+47[195(g2 +c2K2)dS—(f)g(g-dS)—czgf)K(K-dS)},
nG |2

where g and K are the gravitational and cogravitational fields in the system
under consideration. In this equation, the derivative on the left represents the
rate of change of the momentum of a body located in a gravitational-cogravitational
field, the volume integral represents the rate of change of the field momentum in
the region of the field where the bode is located, and the surface integrals
represent the flux of the field momentum through the surface enclosing the re-
gion under consideration. Together with Equations (3), (4), (5), (7) and (11) this
equation ensures the conservation of momentum in gravitational-cogravitational

interactions.

3. Gravitational and Cogravitational Forces According to the
Generalized Theory of Gravitation

One of the most important differences between Newton’s original theory of gra-
vitation and the generalized theory of gravitation is in the interpretation of the
mechanism of gravitational interactions. Whereas in Newton’s original theory of
gravitation gravitational interaction between two bodies involves one single
force of gravitational attraction, in the generalized theory of gravitation gravita-
tional interaction between two bodies involves an intricate juxtaposition of sev-
eral different forces. Mathematically, these forces result from Equations (3), (4)
and (7). When Equations. (3) and (4) are written as five separate integrals, they

become, using J for ov,

[o] ., 1[80] .., Gel[as],.,
=G| =rdV' -G|—| = |rdV'+— |~ =— |dV 14
& '[r3r '[rzc ot ) +cz'[r ot (e
and
G ¢[7] , G 1o[J] :
pr e ‘czfrziat i "

Each of these integrals represents a force field. Therefore, according to the
generalized theory of gravitation, gravitational interaction between two bodies
involve at least five different forces. Let us consider the physical sources of these
forces.

First let us consider Equation (14). The field represented by the first integral
of this equation is the ordinary Newtonian gravitational field created by the mass
distribution g corrected for the finite speed of the propagation of the field, as
indicated by the square brackets (the retardation symbol) in the numerator. The
field represented by the second integral is created by a mass whose density varies
with time. Like the ordinary Newtonian gravitational field, these two fields are
directed toward the masses, which create them. The field represented by the last

integral in Equation (14) is created by a mass current whose magnitude and/or
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direction varies with time. The direction of this field is parallel to the direction
along which the mass current increases. All three fields in Equation (14) act on
stationary as well as on moving masses.

Consider now Equation (15). The first integral in this equation represents the
cogravitational field created by the mass current. The direction of this field is
normal to the mass current vector. The second integral represents the field
created by a time variable mass current. The direction of this field is normal to
the direction along which the mass current increases. By Equation (7), both
fields in Equation (15) act on moving masses only.

If the mass under consideration does not move and does not change with time,
then there is no retardation and no mass current. In this case, both integrals in
Equation (15) vanish and only the first integral remains in Equation (14). As a
result, one simply obtains the integral representing the ordinary Newtonian gra-
vitational field. Thus, the ordinary Newtonian gravitational theory is a special
case of the generalized theory, as it should be.

As far as the gravitational interaction between two masses is concerned, the
meaning of the five integrals discussed above can be explained with the help of
Figure 1. The upper part of Figure 1 shows the force, which the mass m, expe-
riences under the action of the mass m, according to the ordinary Newtonian
theory. The lower part of Figure 1 shows five forces which the same mass m,
experiences under the action of the mass m, according to the generalized theory.
The time for which the positions of the two masses and the force experienced by
m, are observed is indicated by the letter # Let us not first of all that, according
to the ordinary Newtonian theory, the mass m, is subjected to one single force
directed to the mass m, at its present location, that is, to its location at the time ¢
However, according to the generalized theory, all forces acting on the mass m,
are associated not with the position of the mass m, at the time of observation,
but with the position of s, at an earlier time ¢ <¢. Therefore, the magnitude of
the mass m,, its position and its state of motion at the present time #have no ef-
fect at all on the mass m,.

The subscripts identifying the five forces shown in the lower part of Figure 1
correspond to the five integrals in the Equations (14) and (15). The force F, is
associated simply with the mass m, and differs from the ordinary Newtonian
gravitational force only insofar as it is it is directed not to the mass m, at its
present position, but to the place where m, was located at the past time ¢'. The
force F, isassociated with the variation of the density of the mass m, with time;
the direction of thus force is the same as that of F|. The force F; is associated
with the time variation of the mass current produced by m,; tis force is directed
along the acceleration vector a (or along the velocity vector v,) which the
mass m, had at the time ¢'. The three forces are produced by the gravitational
field g (if m, is a point mass moving at constant velocity, g and the resultant
of the three forces are directed toward the present position of m,; see Chapter 5
in [3]).
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Figure 1. The upper part of this figure shows the force that the mass m,
experiences under the action of the mass m, according to the ordinary
Newtonian theory. Lower part shows five forces, which the same mass m,
experiences under the action of the mass m, according to the generalized
Newtonian theory.

The forces F, and F; are due to the cogravitational field K . The force
F, is associated with the mass current created by the mass m, and with the ve-
locity of the mass m,. Its direction is normal to the velocity vector v, which
the mass m, had at the time ¢ and normal to the velocity vector v, which the
mass m, has at the present time ¢ The force F; is associated with the velocity
of the mass m, and with the variation of the mass current of the mass m, with
time; the direction of this force is normal to the acceleration vector (or to the
velocity vector) that the mass m, had at the time ¢ and normal to the velocity
vector that the mass m, has at present time # Although not shown in Figure 1,
additional forces associated with the rotation of m, and m, (angular velocities
@, and ,) are generally involved in the interaction between t5he two masses
(see Chapters 14 and 15 in [3]).

The forces F,, F,, F, and F; are usually much weaker than the force
F, because of the presence of the speed of gravitation ¢ (usually assumed to be
the same as the speed of light) in the denominators of the integrals representing
the fields responsible for these four forces. This means that only when the trans-
lational or rotational velocity of m, or m, is close to ¢ are the forces F,, F;,
F, and F, dominant. Of course, the cumulative effect of these forces in
long-lasting gravitational systems (such as Solar system, for example) may be

significant regardless of the velocities of the interacting masses.

4. The Relationship between the Generalized Theory of
Gravitation and the Special Relativity Theory

Until recently it was believed that the analogy between electromagnetic and gra-

vitational equations could not apply to fast moving systems, because the electric
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charge is not affected by velocity, but the mass of a moving body was though to
vary with velocity. It is now generally accepted that mass, just like the electric
charge, does not depend on velocity. For a discussion of the history and use of
the concept of relativistic mass, see C. Adler, “Does mass really depend on veloc-
ity, dad?” [8], also L. Okun, “The concept of mass” [9] and the letter in response
to these articles by T. Sandin, “In defense of relativistic mass” [10]. This also
means that transformation equations of the special relativity theory developed
for electromagnetic systems (see [11] pp. 148-206) have their gravitational and
cogravitational counterparts.

Thus there is no need to derive relativistic gravitational-cogravitational trans-
formation equations, because we can easily obtain them by replacing symbols
and constants appearing in relativistic electromagnetic equations by the corres-
ponding gravitational-cogravitational symbols and constants with the help of the
following table [3].

The basic relativistic gravitational-cogravitational transformation equations
obtained in this way are listed below. It is important to note that these equations
can be derived directly, without using the analogy between electromagnetic and
gravitational-cogravitational systems (see O. Jefimenko, “Derivation of Relativis-
tic Transformation for Gravitational Fields from Retarded Field Integrals” [12]).
In these equations, the unprimed quantities are those measured in the stationary
reference frame X (“laboratory”), and the primed quantities are those meas-
ured in the moving reference frame X'.

Transformation equations correlating quantities measured in X with
quantities measured in X}

a) Equations for space and time coordinates

x=y(x'+vt'), (4.1)
y=y, (4.2)
z=12, (4.3)

t=y(t+w/c). (4.4)

b) Equations for the gravitational field

8 =8 (4.5)
g, =7(g, +vK!), (4.6)
g.=7(g +vK}), (4.7)

¢) Equations for the cogravitational field

Kx = K!’(’ (4-8)
K, =y(K;-vg.[e), 49)
K. =y(K-vg, /), (4.10)

d) Equations for the mass and mass-current densities
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o=y +(v/e*)71],
S =y(J+ve),
J, =7,
J =
e) Equations forgravitationa] and cograVitationalpotentials
p=7(¢'+v4)),
4=y 4+ (/e ).
A =4,

A=A

(4.11)

(4.12)
(4.13)
(4.14)

(4.15)
(4.16)

(4.17)

(4.18)

Transformation equations correlating quantities measured in X' with

quantities measured in X:

a) Equations for space and time coordinates

x'=y(x—w),
=y
Z'=z,

t'= y(t—vx/cz).
b) Equations for the gravitational field
g =g
g, =7(g,~vK.).
g =7(g.—K,).
¢) Equations for the cogravitational field
K. =K,
K, = 7(Ky +vgz/c2),
K = ;/(KZ + vgy/cz).
d) Equations for the mass and mass-current densities
o' =r[o-(v/¢*)1.],
Jo=r(J.—ve),
=,
Ji=J.
e) Equations for gravitational and cogravitational potentials

¢ =r(p-v4,),

A =y 4,~(v/e*)p],

A =4,

(4.19)
(4.20)
(4.21)

(4.22)

(4.23)
(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)
(4.31)
(4.32)

(4.33)
(4.34)

(4.35)
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A =4, (4.36)

z z

Quite clearly, transformation equations for physical quantities not involving
electric and magnetic fields (such as velocity, acceleration, force, etc.) remain va-
lid for gravitational-cogravitational systems as well. However, the constant ¢ ap-
pearing in the conventional relativistic transformation equations represents the
velocity of propagation of electromagnetic fields in a vacuum, which is the same
as the velocity of light. The velocity of propagation of gravitational and cogravi-
tational fields is not known, although it is generally believed to be equal to the
velocity of light. If the velocity of propagation of gravitational fields is not the
same as the velocity of light, our relativistic transformation equations for gravi-
tation would still remain correct, but the constant ¢ appearing in them would be
different from c¢ appearing in the corresponding electromagnetic equations.
Therefore, the behavior of rapidly moving bodies involved in gravitational inte-
ractions would be different from the behavior of rapidly moving bodies involved
in electromagnetic interactions. In effect there would be two different mechanics:
the “gravitational-cogravitational mechanics,” and the “electromagnetic me-
chanics” involving different effective masses, different effective momenta, and
different rest energies.

A possibility exists that our gravitational relativistic transformation equations
are not entirely correct. According to Einstein’s mass-energy equation, any
energy has a certain mass. But a mass is a source of gravitation. Therefore the
gravitational field of a mass distribution may be caused not only by the mass of
the distribution as such, dut also by the gravitational energy of this distribution
(for a detail discussion of this effect, including the possibility of antigravitational
mass distributions arising from it, see Chapter 19 in [3]). If this effect is taken
into account, the equation for the divergence of the gravitational field (see Eq.
(7-1.1) in [3])

V.g=—-4nGo (16)

becomes only approximately correct, and all equations derived with the help of
Equation. (16) also become only approximately correct. It is important to note,
however, that this energy effect, if it exists, is extremely small’. In connection
with the foregoing, we recommend that the reader become familiar with the
work “Binormal Motion of Curves of Constant Curvature and Torsion. Genera-

tion of Soliton Surfaces.” [13].

5. Covariant Formulation of the Generalized Theory of
Gravitation

Covariant formulation of physical formulas and equations is considered by some

authors to be the most appropriate formulation for expressing the laws of phys-

“Contrary to the prevailing belief, equations relativistic electrodynamics and the entire theory of
special relativity is also only approximately correct, since it is valid only for inertial systems (“inertial
frames of reference”). In reality such systems do not exist, because everywhere in the Universe there
is a gravitational force field, making all systems and locations in the Universe non-inertial.
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ics in a frame-independent form. It is also believed by some authors to be more
concise and occasionally more informative than the conventional formulation.
Since any equation invariant under relativistic transformations should be ex-
pressible ib a covariant form, and since the principle of relativity is considered to
be a fundamental law of nature, the laws of physics that cannot be expressed in a
covariant form are considered by some authors to be incomplete or incorrect.
This view is unquestionably wrong, since according to it, even Maxwell’s equa-
tions in their vector form should be classified as “incomplete” or “incorrect.”
Note also that covariant formulation changes the form of equations but does not
create new physical laws and thus is of very limited utility.

Newton’s gravitational law is an example of a physical law that cannot be ex-
pressed in a covariant form. The problem of finding an invariant form of the law
of gravitation was first considered be Poincaré, but without success (see his ar-
ticle “Sur la dynamique de L’Electron” [14]). It is interesting to note that Poin-
caré attempted to solve the problem on the basis of just one gravitational field
(the gravitational analog of the electrostatic field). But even if the theory of gra-
vitation is built upon two fields, a covariant theory of gravitation is not possible
unless the gravitational mass, just like the electric charge, does not depend on
the velocity with which the mass moves.

However, it is now generally accepted that mass does not depend on the ve-
locity with which a body moves (see C. Adler, “Does mass really depend on ve-
locity, dad?” [8], also L. Okun, “The concept of mass” [9] and the letter in re-
sponse to these articles by T. Sandin, “In defense of relativistic mass” [10]).
Therefore a covariant formulation of the theory of gravitation based on gravita-
tional-cogravitational fields is not only possible but can be constucted straighta-
way from the covariant theory of electromagnetism by a mere substitution of
symbols and constants in accordance with the list above.

In particular, from electromagnetic equations (see [11] pp. 284-292). We can

directly obtain for the covariant “position 4-vector”
r:(xl,xz,x3,x4):(x,y,z,ict). (17)

From the 4-vector electric current [11] we obtain by substitutions the the co-

variant expressions for the 4-vector mass current

I =15 50 y) = (1,00, i), a8)

where J,J, and J. are x, y and z components of mass current density.
From the electromagnetic field tensor [11] we obtain the gravitational-cogravita-
tional field tensor by replacing the x, y and z components of E by the corres-
ponding components of g and the X, y and z components of B by the cor-
responding components of K
0 K, -K,6 -ig/c
-K 0 K, -ig,/c

F = z * 19
“ K -K 0 -ig /el (19)

v x

igxl/c ig,[c ig.[c 0
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or
0 K, -K, ig/c
-K 0 K ig, [c
Fre| B/ (20)
K, -K, 0 ig./c

-ig,Jc —ig,[c -ig.[c 0

where the subscript # indicates the row (1, 2, 3, 4 top to bottom) and the sub-
script v indicates the column (1, 2, 3, 4 left to right). Finally, in the same
manner, we obtain covariant expressions of the present-time differential equa-

tions for gravitational-cogravitational fields:

4 OF, 4
ZJz_ thG P (21)
v Ox, c
and
OF, OF,
vy O P, (22)

ox, Ox 0ox,

u

It should be note, however, that ¢ in the gravitational-cogravitational equa-
tions stands for the speed of propagation of gravitational-cogravitational fields,
which is generally assumed to be the same as the speed of light, but has never
been actually measured. In 2002 Fomalont Kopeikin tried indirectly to measure
the speed of gravitation and reported in the paper “The measurement of the light
deflection from Jupiter: Experimental results” [15] that the velocity of gravita-

tion was found to be equal to the velocity of light.

6. The Gravikinetic Field

As we have already shown, one of the main differences between the generalized
theory of gravitation and Newton’s gravitational theory is that in the generalized
theory of gravitation there is especial force field - the cogravitational, or Heavi-
side’s field. The cogravitational field is produced by all moving masses, and it
acts ob all moving masses. In this Section we shall learn that in the generalized
theory of gravitation there is yet another force field prodiced by moving masses.
However, in contrast with the cogravitational field, thid field is produced only by
masses whose velocity changes in time and, again in contrast with the cogravita-
tional field, it acts on a// masses, moving as well as stationary.
As we already know, the principal gravitatonal field equation of the genera-
lized theory of gravitation is
g=—GI{[rQ3]+rlc[gﬂ}rdV'+gIl[%ﬂdV’, (23)
where J =pv isthe mass current density produced by a moving mass distribu-
tion o. The first term on the right in Equation (23) represents the retarded
Newtonian gravitational field. Just like the ordinary Newtonian field, this field
originates at any mass distribution ¢ and is responsible for the gravitational

attraction. However, the last term on the right of Equation (23) represents a gra-
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vitational field very different from the Newtonian field. As can be seen from Eq-
uation (23), this new field is produced by a time-variable mass current 8J/0¢
and it differs in two in two importabt respects from the Newtonian gravitational
field: it is directed along the mass-current (more accurately, along its partial time
derivative) rather than along a radius vector, and it exists only as long as the
current is changing in time. Therefore the gravitational force caused by this field
is also different from the ordinary Newtonian force. This force (designated as
F, in Figure 1) is directed along aJ/0¢ and it lasts only as long as the mass
current is changing. Unlike the Newtonian gravitational force, which is always
an interaction between graviting masses, the force due to the time-variable J is
basically a dragging force. If only the magnitude but not the direction J
changes, this force is directed parallel or antiparallel (if 6J/0¢ is negative) to
J, causing a mass subjected to this force to move parallel or antiparallel to (ra-
ther than toward) the mass distribution forming the mass current. However, like
the Newtonian force, the force due to the time-variable J acts upon all masses.
It is important to note that unlike that unlike the cogravitational field, the field
produced by aJ/ot usually is not created by masses moving with constant ve-
locity v,

Since the cogravitational field created by time-variable mass currents is very
different from the Newtonian field and from the cogravitatational field, a special
name should be given to it. Taking into account that the cause of this field is a
motion of masses, we can call it the gravikinetic field, and we may call the force
which this field exerts on other masses the gravikinetic force. We shall designate

the gravikinetic field by the vector g, . From Equation (23) we tus have
G l{aJ
=—[—|==|dV". 24
8 c? '[ r{ ot } (24)

Because of the ¢” in the denominator in Equation (24) the gravikinetic field
cannot be particularly strong except when the mass-current responsible for it
changes very fast. On the othr hand, taking into account that the time scale in
gravitational interractions taking place in the Univerce may be very long, ulti-
mate effect of the gravikinetic field in such interactions may be very considerable
regardless of the rate at which the mass current changes.

Let us now show the correlation between the gravikinetic field and the cogra-
vitational field. If we compare Equation (24) with the expression for the retarded
cogravitational vector potential A, produced by a mass current J (seee,
Section 3-3 Equation (3-3.2) in [4]),

A=y (3)
C r

we recognize that the gravikinetic field is equal to the time derivative of retarded
A

ret :
%. (26)

8= ot
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Observe that Equation (26) points out the possibility of a new defibition and
interpretation of the cogravitational vector potential. Let us integrate Equation
(26). We otain

A, = —J'g,(dt +const. (27)

Let us call the time integral of g, the gravikinetic impulse. We then can say
that the cogravitational vector potential created by a mass current at a point in
space is equal to the negative of the gravikinetic impulse produced by this cur-
rent at that point during the action of the mass current. Since the gravikinetic
impulse is, in principle, a measurable quantity, we thus have an operational defi-
nition and a physical interpretation of the cogravitational vector potential (for a
related interpretation of the magnetic vector potential see [2] pp. 30, 31).

A more direct relation between the gravikinetic field and the cogravitational
field one can obtain as follows. Let as assume that an initially stationary mass
current J(x',)',z") (an initially stationary rotating spherical mass, for example)
moves as a whole with a constant velocity vtoward a stationary observer located
at the origin of coordinates. The mass current is then a function of (x'fvxt) N
(y' - v},t) and (z'-v,),or

J:J(x'—vxt,y'—vyt,z'—vzt). (28)

The time derivative of the current is

a_u A
Ot o't o o

v,=—(v-V')J. (29)
The gravikinetic field caused by the moving mass current is then, by Equa-
tions. (24) and (29),
G .| (v-V)J ,
g*:_?jwcw' (30)

The spatial derivative appearing in Equation (30) can be eliminated as follows.

Using vector identity (V-6) from [3], which can be written as
V(v J)=(v- V)T +vx(V'xJ)+(J-V')v+Tx(V'xv), (31)
and taking into account that v is a constant vector, we obtain

& :—gjwdrmgjwdw

(32)

If we compare Equation, (32) with Equation (3-1.2) from [3] for the cogravi-
tational field,

k=G Iy, (33)
C r

we find that Equation, (32) can be written as
Viv-J
gkz_ﬁzji[ ( )]dV’—vxK, (34)
c r

where K is the cogravitational field created by the moving mass current J .
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7. Dynamic Effects of Gravikinetic Fields; Gravitational
Induction

We shall now present one example (fore more examples see the Section 2-2 in
[3]) demonstrating force effects of the gravikinetic field. For simplicity we shall
use gravikinetic fields calculated in the Section 12-2 of [3].

The force effects that we shall show constitute the gravitational analogue of
electromagnetic induction and of electromagnetic Lenz’s law. As we now know,
electromagnetic induction is caused by the electrokinetic field (see [3]). The gra-
vikinetic field is the gravitational counterpart of the electrokinetic field, and their
dynamic effects are similar, except that the gravikinetic force exerted on a mass
by an increasing/decreasing gravikinetic field is parallel/antiparallel to the field,
whereas the electrokinetic force exerted on a positive charge by an increas-
ing/decreasing electrokinetic field is antiparallel/parallel to the field.

An example: A thin-walled cylinder of radius R;, length 2Z and wall thick-
ness thas a uniformly distributed mass of density o is initially at rest. A ring of
mass m, and radius R us placed around the cylinder coaxially with it. The cy-
linder is then suddenly set in motion along its axis and attains a velocity v,
(mass current J, ). The gravikinetic force causes the ring to move along (follow)
the cilinder (Figure 2). Assuming that no other forces act on the ring, and as-
suming that the ring stays near the middle of the cylinder during the time that
the velocity of the cylinder changes, find the final velocity v, of the ring.

According to our assumptions, the gravikinetic field through which the ring
moves is a function of time only. Therefore we can use Equation (12-1.5) from
[3] for finding the final momentum and velocity of the ring. When the graviki-
netic force acts on a mass distribtion o, it changes the mechanical momentum
G,, of the mass distribution (see [3]), and if g, is a function of time only, the

momentum change is
AG,, = mjgkdt =-mAA, (35)

where m is the total mass of the distribution, and AA is the change in the vec-
tor potential during the time interval under consideration. From Equation (35)
and Equation (12-2.3) (in [3])
ol 2G, 2L
=——1In—%k, (36)
& ot ¢ R
where k is a unit vector in the direction of the mass current 7, we have

2G, 2L

AGy =my,=m.l, c—zln k, (37)
so that the final velocity of the ring is
2G 2L
v, =—-1 In—k (38)
/ P R

Substituting ov,2nR¢ for I, where o is the density of the cylinder, R,

is its radius, and t¢is its thickness, we obtain
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Figure 2. Accelerating cylinder drags the ring with itself.

_ 4Gov, Rt

v n 2L
I/ e

1 2 k. (39)

The cylinder drags the ring so that the ring moves in the direction of the
moving cylinder. It is ineresting to not that the final velocity of the ring does not
depend on its mass.

This example (along with other examples in the Section 2-2 in [3]) illustrates
the phenomenon of gravitational induction, whereby a changing mass current
induces a secondary mass current in neighboring bodies. The effect is similar to
electromagnetic induction (for a detail analyses and novel interpretation of the
phenomenon of electromagnetic induction see Oleg D. Jefimenko, “Presenting
electromagnetic theory in accordance with the principle of causality”, [16]), ex-
cept that, in contrast to the latter, the direction of the induced current is the
same as that of the original current if the original cerrent increases, and is op-
posite to the original current if the original current decreases. Thus the sign of
the “gravitational Lenz’s law” is opposite to that of the electromagnetic Lenz’s

law.

8. Instead of Conclusion: On the Truth of the Generalized
Theory of Gravitation

The comparison of the generalized theory of gravitation with the general theory
of relativity of Einstein (GR) involuntarily suggests.

As is known, the experimental confirmation of GR generally relies only on the
fact that it allegedly explained the previously unexplained discrepancy between
the theoretical (calculated) and observed displacement (precession) of the peri-
helion of the planet Mercury; all other predictions and conclusions of the gener-
al theory of relativity can either not be verified with sufficient accuracy, or can
be explained without this theory.

Speaking about the problem of Mercury, it should be pointed out that the
so-called discrepancy in the displacement of its perihelion is the difference be-
tween the observed and calculated, on the basis of the usual Newton theory, pe-
rihelion.

This difference, which is approximately 575” per century attracted the atten-
tion of Urben Leverrier, who predicted the existence of the planet Neptune and
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accurately calculated its coordinates. Leverrier explained the difference in the
precession of Mercury by the influence of near planets and, having calculated
their effect on Mercury, found that these planets cause a precession of 532” per
century. The remaining 43” he could not explain. These remaining 43” for cen-
turies were, as it is now believed, explained by Einstein’s general theory of rela-
tivity. But then a certain discrepancy is immediately evident. After all, the main
divergence in 532” was calculated according to Newton’s theory, and the re-
mainder in 43” was calculated according to the general theory of relativity. It
would be much more convincing if the entire discrepancy of 575” per century
was calculated on the basis of the same theory. On this occasion J. Synge re-
marked [17]: “Such a mixture of Newtonian and Einstein’s theories is psycho-
logically unpleasant, since these theories are based on too different initial con-
cepts.” Until the complete discrepancy is calculated using the general theory of
relativity, without invoking Newton’s theory, the experimental verification of
general relativity can not be considered valid.

But let us go back to the generalized theory of gravitation. We note that, as
shown in [3], within the framework of the generalized theory of gravitation, one
can obtain formulas according to which the perihelion precession for all planets
is a necessary consequence of this theory. However, these formulas hardly can
prove anything. The fact is that according to the generalized theory of gravita-
tion, all celestial mechanics and its results should be revised. As it was shown
above (see Figure 1), the action of the Sun on planets is expressed not by one
force, but by five forces, and the action of each planet on each other planet is ex-
pressed not by one force, but by five forces. Therefore, as a matter of fact, all the
information about our solar system, obtained on the basis of Newton’s conven-
tional theory, should be considered only approximately correct. So, from the
point of view of the generalized theory, there is no point in trying to explain the
43”rd residue in the displacement of the perihelion of Mercury. After all, if we
take into account all the forces that act on Mercury, including the forces asso-
ciated with the movement of the Sun in relation to the Galaxy, the rotation of
the Sun around its axis, the dependence of the forces acting on Mercury on the
speed and acceleration of the planets, on the speed of Mercury itself, and , finally,
the retardation in the action of gravitational and cogravitational forces, will we
get this discrepancy at all in the displacement of the perihelion of Mercury, es-
pecially the discrepancy exactly in 43 seconds? It is clear that until all these cal-
culations are performed, until the necessary corrections in celestial mechanics
are amended, it is pointless to speak of testing the generalized theory of gravita-
tion by analyzing the motion of Mercury.

So neither the generalized theory of gravitation of Jefimenko nor the general
theory of relativity of Einstein can be verified in this way.

However, one very strong testimony to the truth of the generalized theory of
gravitation can still be cited (although it is not as sensational as the explanation
of the discrepancy in the displacement of Mercury’s perihelion). Speech will go

about one “white spot” associated with the phenomenon of gravitation. As is
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known, the motion of stellar bodies and the fall of bodies under the action of the
gravitational field p associated with conversion of potential energy unto kinetic
energy and vice versa. In particular, when a body is falling under the action of
the gravitational of the Earth, its potential energy diminishes and its kinetic
energy increases. But how, exactly, does this come about? How is this energy
exchange actually accomplished? In the past this phenomenon was simply inter-
preted as a result of the energy conservation, but the process, or mechanisms, of
the energy exchange remained unknown. As we shall now see, the generalized
theory of gravitation explains this heretofore hidden process with perfect clarity.
Let a body of mass m fall under the action of Earth’s gravitational field g

(Figure 3). Note that the magnitude of g is equal to the acceleration of gravity
& Let the velocity of the body at the moment of observation be v. Like all
moving masses, the falling creates around itself a cogravitational field K lef-
thanded relative to the velocity vector of the body. Therefore, according to Equ-

ation (10) (gravotational Poynting vector equation)

2

P= Kxg. (40)
4nG §

there is a flow of gravitational energy U, at the surface of the falling body di-
rected into the body. The rate at which the ghravitational energy enters the body is
a, ¢

& 4G

Cﬁ(Kxg)dSm:;t—G(}S(ng)-dS, (41)

where dS,, is a surface element vector of the falling body directed into the
body, and dS is a surface element vector directed, as usually accepted in vector
analysis, from the body into the surrounding space; the integration is over the
entire surface of the falling body. Transposing in the integrand the cross and the
dot and factoring out the constant vector g together with the dot from under
the integral sign, we have
v, ¢
dt 4nG

Sf)g.(deS):‘;t—Gg-CﬁdeS. (42)

Converting now the last surface integtal into the volume integral, we obtain

w, &

dt  4nG

g [VxKdv. (43)

By Equation (7-1.4) in [3]

VxK:f"thiza—g, (44)
c c ot
since g isnota function of time,
4
Vsz—LZGQv. (45)
c
Therefore Equation (43) reduces to
dU
£~ g-|ovdV. (46)
¢ Jo
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Figure 3. The generalized theory of gravitation provides a clear ex-
planation of the mechanism of energy exchange involved in gravita-
tional interactions: the increase of the kinetic energy of a body mov-
ing under the action of a gravitational field occurs as a consequence
of the influx of gravitational field energy into the body via the gravi-
tational Poynting vector.

Factoring out constant vector v from under the integral sign, we obtain

dUu
£ =g-v|odV. 47
Loefe 47)

Thus, since g and v are parallel, and since the last integral in Equation
(47) represents the mass of the falling body, we find that when the body is falling,
there is an influx of the gravitational field energy (potential energy) into the
body at the rate

du,, )
=8g-vm=mvg .
At g

Let us now consider the kinetic energy. The kinetic energy of a falling body

increases at the rate

dU 2
Lo _dfmy :mvﬂ:mvg, (49)
dr dr{ 2 dr

where gis the acceleration of the falling body. However, as was mentioned above,
g in Equation (48) is the same acceleration, and therefore the rate at which the
kinetic energy of the falling body increases is equal to the rate of influx of the
gravitational field energy into the body. Note that a less general case of the gra-
vitational and kinetic energy exchange was previously considered by D. Bedford
and P. Krumm in “The gravitational Poynting vector and energy transfer” [18].

Thus the generalized theory of gravitation provides a clear explanation of the
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mechanism of the energy exchange involved in gravitational interactions: the
increase of the kinetic energy of the body moving under the action of a gravita-
tional field occurs as a consequence of the gravitational field energy influx into
the body via the gravitational Poynting vector. Essentially the same considera-
tions apply to the case when a body moves against the gravitational field, in
which case its kinetic energy diminishes due to outflow of energy from the body
into surrounding space again via the gravitational Poynting vector.

The simplicity of the above calculation tends to hide the utmost significance
of the obtained results. The fact is that no gravitational theory can be considered
definitive if it cannot provide a clear explanation of the mechanism of conver-
sion of “gravitational potential energy” into the kinetic energy of falling bodies.
Therefore, in spite of their simplicity, the above calculations constitute an excep-
tionally important proof of the validity of the generalized theory of gravitation

and, at the same time, reveal the true nature of the “gravitational potential ener-

»

gy.

Finally, we will talk about the existence of gravitational and cogravitational
waves. From the theoretical point of view, it is especially important that the Eq-
uations (3) and (4) can be transformed into the following differential equations

in the present time:

V- g =-4nGo, (50)
V-K=0, (51)

K
ng:—a— (52)

ot

and
Vxk=-31G, 1% (53)
c ¢ ot

We shall now show by direct calculation how Equations. (50)-(53) predict the
existence of gravitational and cogravitational waves.

We start with Equation (52). Taking the curl of this equation, we obtain

Vxng:—%VxK. (54)

Substituting Equation (53) into Equation (54), we obtain

4nGoJ 1 O’g
VxVxg= —_————, 55
& ¢ ot P ot (55)
Or
1 0’°g 4nGaJ
VxVxg+——2= —. 56
Ve ¢ o ot (56)
Similarly, taking the curl of Equation (53), we have
V><V><K=—4TEZGV><J+%6VXg, (57)
c ¢ Ot

and, substituting Equation (52) into Equation (57), we obtain
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4nG 1 &°K
VxVxK=— VxJ ———o, (58)
el oo
or
2
vxvxk+ LK _ 4Gy, (59)
c” ot c

Equations (56) and (59) are mathematical expressions for waves propagating
in space with velocity c. In the present case they represent waves carrying with
themselves the gravitational field g and the cogravitational field K , respec-
tively.

Furthemover, by Equations. (50) and (51), in a region of space where there are
no masses and no mass currents, Equations. (56) and (59) become the more fa-

miliar “wave equations”

1 2
V@—?g§=o (60)
and
1 &°K
VK-S Co - (61)

Studing in [3] (pp. 303-304) energy relations in gravitational and cogravita-
tional waves O. Jefimenko found that the energy density in these waves is nega-

tive.
U, =———g*"———K". (63)

An important consequence of the negative energy density in gravitation-
al-cogravitational waves is that in contrast to the electromagnetic waves, a gravi-
tational-cogravitational wave striking a body pulls toward the wave, that is, ex-
erts a negative rather than a positive pressure on the body. The calculations of
the negative pressure by gravitational-cogravitational waves are similar to the
corresponding calculations of the positive pressure by electromagnetic waves
(see [2] pp. 132-133).
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Abstract The purpose of this paper is to get second-order
gravitational equations, a correction made to Jefimenko’s
linear gravitational equations. These linear equations were
first proposed by Oliver Heaviside in [1], making an analogy
between the laws of electromagnetism and gravitation. To
achieve our goal, we will use perturbation methods on Ein-
stein field equations. It should be emphasized that the result-
ing system of equations can also be derived from Logunov’s
non-linear gravitational equations, but with different physical
interpretation, for while in the former gravitation is consid-
ered as a deformation of space-time as we can see in [2-5], in
the latter gravitation is considered as a physical tensor field
in the Minkowski space-time (as in [6-8]). In Jefimenko’s
theory of gravitation, exposed in [9, 10], there are two kinds
of gravitational fields, the ordinary gravitational field, due
to the presence of masses, at rest, or in motion and other
field called Heaviside field due to and acts only on moving
masses. The Heaviside field is known in general relativity as
Lense-Thirring effect or gravitomagnetism (The Heaviside
field is the gravitational analogous of the magnetic field in the
electromagnetic theory, its existence was proved employing
the Gravity Probe B launched by NASA (See, for example,
[11,12]). It is a type of gravitational induction), interpreted
as a distortion of space-time due to the motion of mass dis-
tributions, (see, for example [13,14]). Here, we will present
our second-order Jefimenko equations for gravitation and its
solutions.

1 Introduction

In general relativity gravitational interaction is interpreted as
deformation of space-time due to the presence and movement
of masses. We can read in almost all books related to gen-
eral relativity about the relationship existing between matter
and space-time: ”space-time tells matter how to move, matter

2e-mail: dperezcarlos @ gmail.com (corresponding author)

Published online: 21 July 2020

tells to space-time how to curve” (see, [15]). This idea arose
from the conclusion of Einstein that the field variable for the
gravitational field must be the metric tensor of the Riemann
space-time g;,,, and that this quantity is determined by the
distribution and motion of matter, this is the link between
matter and geometry. General relativity theory is often men-
tioned by various authors as one of the most important theo-
ries developed in the last century. In words of the Nobel prize
R. Feynman: “Einstein’s gravitational theory, which is said
to be the greatest single achievement of theoretical physics,
resulted in beautiful relations connecting gravitational phe-
nomena with the geometry of space; this is an exciting idea.”
[16]. Although this relationship between matter and geome-
try of space-time has been widely spread between the most of
scientist, this was not the central result that Einstein wanted
to highlight, this idea never was accepted by Einstein, instead
of this, was the unification of inertia and gravity. In fact, the
idea of the geometrization of gravity began with the work of
Weyl. For a detailed discussion, see the paper, Why Einstein
did not believe that general relativity geometrizes gravity
[17].

To obtain the second-order Jefimenko equations, we will
use Post-Newtonian approximation on the Einstein field
equations. The same system of non-linear equations can be
obtained from other approaches such as the system of equa-
tions obtained by Logunov.

The Jefimenko equations for gravitation were first obtained
by Heaviside in [1], making use of Gibbs vector analysis,
supposing the existence of a second gravitational field aris-
ing as a kind of gravitational induction. Years before Einstein
wrote about this possibility in his not-so-well-known work
Gibt es eine gravitationwirkung die der elektromagnetischen
induktionswirkung analog ist? [18]. But also can be obtained
from the approach developed by Arbab in [19] making use
of Hamilton’s quaternions, from the linearised field equa-
tions as were obtained by Gonzalez Segura in [20]. Jefimenko
has obtained this set of equations by postulating an analogy
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between his retarded solutions for the electromagnetic field
and solutions for the gravitational field.

We will compare the resulting system of equations with
those quantities obtained by Jefimenko and we will establish
their respective solutions as a limit. Also, we will see that
the Jefimenko equations give us the Newtonian theory for
the limit v/c — 0, where c is the speed of propagation of
plane wave solutions of the gravitational field in the absence

of sources!.

2 Second-order Jefimenko equations

Jefimenko equations for gravitation are given in [9,10] by

V.g=—4nGp, (D
V.k=0, @)
v ok 5
Xg=——
g 2
4nG. 1 og
Vxk= 22y %% 4
* c? J+c23l’ S

where g is the ordinary gravitational field due to the presence
of masses and that acts on masses, whether they are moving
or not, k is the Heaviside field (the field that is generated by
the movement of masses and acts only on moving masses),
p is the mass density, J = pv is the mass current density
with v the velocity of the mass, G is the universal constant
of gravitation.

The analogy is not perfect, owing to that in electromag-
netic theory there are two kinds of electric charges, in Jefi-
menko’s theory of gravitation, there is only one kind of mass.
Whereas in the first the magnetic field is right-handed, in
gravitational theory is left-handed. In the former, there is a
flux of electrons inside a conductor, while in the gravitation,
the mass current is the movement of the matter as a whole.

We will derive non-linear expressions for the Jefimenko
equations from the Einstein field equations:

Gy =87G Ty, 5)

where G, = Ry — %gwR is the Einstein tensor which
determines the geometry of the space-time, due to the pres-
ence of the source, G is the gravitational constant, 7}, is the
energy-momentum tensor of matter. These equations can be
written as

1
R,y =87G (THV — Eg,wT) , (6)

where T = T”u is the trace of the tensor le , Ry is the

Ricci tensor obtained from the contraction of the Riemann

! This speed is considered to be equal to the speed of propagation of
light. There are indirect measurements in [21].
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tensor Rp,m‘, for p = o, that is,

Ry = R”Ww =T

nv.p F/’imv + ngrﬁv -y Fx @)

AV puo
and l‘ﬁv are the Christoffel symbols, given in terms of the
metric tensor of the Riemann space-time g, as

1
FZU = Egpe(ge/l.,u + gevop — g/w,e)- (8)

We will use the De Donder conditions
9.8"" =0, 9)

which were first introduced by Fock in [22] and were consid-
ered as a privileged system of reference. He introduced these
conditions when he was considering problems of the island
type (also called isolated systems). Until there are not global
Cartesian coordinates in Riemann space-time, the harmonic
gauge conditions are valid on patches.

To solve Egs. (6) and (9), it is necessary to construct the
Riemannian manifold, which means to find the metric tensor
of the Riemann space-time g, (x).

The Post-Newtonian approximation is used in relatively
weak gravitational fields and in processes where the speeds
are small compared with ¢, the speed of propagation of plane
wave solutions of the gravitational field in vacuum. For these
reasons, Post-Newtonian formulation is enough to describe
phenomena within our solar system and the experimental
tests performed in it.

The parameter needed to build perturbation series is the
quantity € = v/c, and since we will consider ¢ = 1 for
simplicity in the calculations (at last, we will reintroduce the
factors with this quantity), we can see that the speeds of the
bodies in our solar system v are no greater than €. This means
that temporal and spatial derivatives are related to the next
relationship:

0; ~ €0;, (10)

where i = 1, 2, 3. This relationship implies that all temporal
variations are associated with the motion of matter.
As a first step, we will expand the metric tensor g”,

2 “)

g0 = 14 g% 4 g0 (11)
3) (5)
¢ = g% 4 g% 4. 12)
. @
gl =n" + gV gV 4., (13)

where 7'/ is the spatial part of the Minkowski metric n"",

and g(’l‘)” with [ = 2,3, 4, ... are terms of the order €. If we
consider the transformation t — —t, the sign of € must be
changed, too, and for this reason Eqs. (11) and (13) contain
only even powers of €, and (12) only odd powers. Eq. (12)
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1)
does not contain g% because in the Newtonian approxima-
tion g% cannot be lower than the second order in e.
We can use Egs. (11)—(13) to calculate g,,,, and its deter-
minant g = det g,

2 &
goo = 1 + goo+8goo + - (14)
[ 6]
90; = Sosoy 4+ (15)
2 @
8ij = Mij +&ij+8&ij+ -, (16)

(2) 2 2 (2) 4) [CORENC) 4)
—1 —goo + g11+822 + €33 — 800 + 8111822 + &33

2) 2 (2) (2) 2) (2 (2) (2)
+800(g11 + 22 + g33) — £11822 — £11833

oo @ @ 0
—gngntehtehteh+ - (17)

8

If we introduce the quantities

2 @ (2) (2) (2)
Z =800 — 811 — 822 — §33

and

4 (4) ) (4) 4) 2) (@2 (2) 2)
Z =800 — 811 — 822 — 833 — 800 | 811 + 822 + 833

2 ) 2 ()
(2) (2) (2) (2 (2) (2)
+811822 + 811833 + 822833 — g gf3 853,

then g = det g, is

2) 4
g=-1-2_% (18)
Equation (9) in Galilean coordinates are
1 @ 1 ij @ )
zgooo—in Igiio=—n"goj. (19)
I @ 1 4@ 3)
~g00,i + =" ki = 1M gk, (20)
2 2
() 10))
;@ loo 1fw 175
|:goo 800 2gooz + > b4 4z .
) 3)
1 2
= [g +-g" (z)] 1)
2 )
N
@ o ()
@ 1 @ 13 i 3
[ U+ 2g” 24 5m (z e )} .=7}”go_/,0. (22)
sJ

The expansion of the second rank Ricci tensor written in
Cartesian coordinates is

Reo — 1 ;@ 1 ;@ 1@
00 = —577 ' 800,i; — E') 7 800,ij — 800,00
(2) 1 2 @
+2f7kl ﬂ[’gklgoo ij+ 2?7”800 i800,j + - (23)
1 3)
Roj = _Enlkg()j ik +- 24
1 (2)
Rij = —5n"gij + - (25)

where we have used the harmonic gauge conditions (9) to
ignore the next terms of Eqs. (24) and (25).

Also, we will expand the energy-momentum tensor of
matter, considering it as a perfect fluid, namely,

=[p+pd+I"v" — pgh’, (26)

where p is the specific isotropic pressure, p is the ideal lig-
uid’s density, IT is the specific self energy, also called internal
energy per particle and is the general name for all energies
with the except for the rest mass, and v* is the four-velocity.
The definition of I is given in A first course of general rel-
ativity by B. Schutz in [23]

H:B—m, = p=n(m+1II),
n

where n is the number density, the number of particles per

unit volume in a momentarily co-moving reference frame.
Tensor (26) must satisfy covariant conservation law given

by

VT =8, T" + T}, T 4T}, T =0. 7

The density of the perfect fluid is invariant and must satisfy

the covariant continuity equation, that is,

1

——/—gpv")., =0. (28)
_g v

We will expand 7" in the small parameter €

()] (0] “)

700 — 700 4 700 4 700 4 (29)
O NG

79 = 7% 470 ... | (30)
S @@

TV =g/ + TV 4TV ... | 31)

If gravitational forces are ignored, that is, in Newtonian
approximation, the components temporal and spacial of v/*
are

0= 140> and v/ = v (1 + 0O(?)). (32)
If we substitute Egs. (29)—(32) in Eq. (26), we find

©

T — 0, (33)
. .

70/ — v, (34)
©)

T = 0. (35)

The expanded Einstein field equations (6) are

)
0 g0y = —8xGT™, (36)
@ ) I Ne) @
1" goo, ij + 800,00 =1 '7 7 gr1goo, ij — 117 800,i800,
@ 2 © @
= —87G (TP + 28007 — n;; TY), (37)
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Wl gor 1 = 16w Gy T, ey W

k2 (%)0 $=G _/ p%d%/ “9)
N gijk = 8w Gnii T, (39

and

This set of equations allows us to write the tensor of the Rie- , ;
mann space-time in Newtonian and post-Newtonian approx- ¢ =-G / p X, v B (50
imations. r

If we denote ¢ as the Newtonian potential, we can suppose
that

2)
800 = —29, (40)

then Eq. (36) can be written as

)
Ap = —4xGT. (41

which is the Poisson equation and A = V? is the Laplacian
operator. We consider ¢ null at infinity, therefore, our solution
is,

P
T !
6=G / 70 gy “2)

r

where r = |x — X/| is the distance between the source point
and observation point (field point).
From Eqgs. (38) and (39), we get

(1)
o) 7% (x', 1)
80i = —4Gnij/7r d3x/, (43)
%
@ T, 1)
& =26 [ TR0 =20, (44

If we substitute Egs. (40), (41) and (44) in Eq. (37), we have
A (go() —2¢ > = —2¢,00 +87G | T — nij TY ). 45

4
Also, 5502) must tend to zero at infinity, therefore from Eq.
(45) we obtain

@ , 1 d? fd)(X’,t) 3
=202+ —— d
800 ¢+ ) X

P
@ @
700 _ . i
-2G / T =i T7) g3, (46)
r
Eqgs. (19) and (44) can be related by
1 ..03
$0= Z’?l"goj‘,i. 47

Substituting the expanded components of the energy-momentum

tensor of matter given by Egs. (33) and (34) in Egs. (42) and
(43), we get

(2) (3) o (2)
g0 = —2¢, go; =4nijq", gij =2nijo, (48)

@ Springer

In the lowest order of approximation, the metric coefficients
of the Riemann space-time are

g0 =1-2¢, goj =4ni;q", gij=ni;(1+2¢). (51

We can use our last results in the covariant conservation law
(27) and the covariant continuity equation (28) to find the next
approximation for the components of the energy-momentum
tensor of matter. We need for this task the Christoftel symbols
re By /—¢g and u in the zero-order approximation,

J=g =1+2¢, (52)
v0:1+¢—%vjvj, (53)

M = =0, T =—¢i, Tiop=n"¢,,

1ﬂoij —nijb0 + 2(?7]'qu]€!' + mkqg),

Ty, =24'; + 850 — 20" njugl.

T = 8. + 8jbk — 0" njxp- o9

Thus, covariant conservation law stays as

@ 0 A
T +T% —ppo—2pv'¢; = 0(), (55)

@ , y
T, +(ov)o0+n"pgj = O, (56)
the covariant continuity equation will be

1 d 3 Lo d i 4 3dpul L 02
N p+ ¢P—§PU,U +§ pv' + 3ppv +5pvv
= 0(" (57)

and the equation of motion of an ideal liquid is given by
Py +v/v' ) =0 (=pe ;i + p.j). (58)
AT+ /T ) = —pv';, (59)

where p = «/—gpuo, which is the conserved mass density,
which can be written as follows in our approximation

ﬁ:p<1+3¢—%v,—vi>, (60)

therefore we can replace p by p which is invariant density.
So, we have the solutions for energy-momentum tensor of
matter in the required expansion expressed as

@ ‘
T = pQ2¢ + I — viv'),
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3)

7% = pv/ 2 + I — viv') + p/,

TY = pv'v/ — ' p. (61)
GO

Now, we can obtain gg given by Eq. (46)

) d(x', 1) 3,/
g0 = 2¢ + o Btz,/

—ag [ 20T i+ 30

;
1 92 /¢(x/,z)

=20+ —— dx'
O+ e *
I
—4G/p¢d3/ 20/" By
r
+4G/'0Uivd 6G/ Py
_ 24 1 82/¢(x z)
o 2 ar2
—4d; — 2D, — 4d3 — 6Dy, (62)
where

I
o = '/p(pd%x' [o2) G/p—d3x',
r

D3 = —G/ puiv d3x’ Os=G [Bd%c/,
r

D, y, P3 and P4 are the generalized gravitational poten-
tials. Now we have obtained the metric coefficients of g, of
the metric of the Riemann space-time, that is

2¢

3
CPNNPIPL

—2d, — 4D — 64} + O (56) ,

goo=1-— o(X, Drd®x’ — 4@,

_ 4 i 5
80j = 3mijq + 0O (e )
1
gij = iy (1+20) + 0 (). (63)

where we have explicitly written the dependence of inverse
factors on ¢, and we have used the identity

1
—/Qd%’ = —G/,o(x',t)rd3x’ (64)
2 r

demonstrated in [24].
We can write our system of Eqs. (36)—(39) as follows

A¢p = -4 Gp, (65)
Aq = —47Gpv, (66)
2¢ 5 p
AV = —2ﬁ+8nG,o <2¢+H+2v +37>, (67)

0

where W = ¢ — 2¢2 and ¥ = 80)0

nijA¢ = —4n;jmGp. (68)

Condition (47) is written as

38—¢+3q_o (69)

From the system (65)—(69), we have a solution for ¢, the
ordinary Newtonian scalar potential given by Eq. (49)

d(x,1) = G/p(xfl’t)f

The Heaviside vector potential whose components are given
by Eq. (50) is written in vector form as follows

qx.1) = -G / Md%c’. (70)

We define the potentials E and y to write a simplified solution
to Eq. (67)

o(X, 1) (2¢ T+ 4202 + 3—")
E:G/ L

a3y, (1)
-
and
X = G/p(x/,t)rd3x/, (72)
therefore the solution to Eq. (67) is
9%x
v=-28-—=. 73

We define the total contribution of the scalar and vector poten-
tials ¢; and q; as

1 o (2 @
¢ =—3(1+g0 =6+ (9" =6 ) +0 (). a4

where, for convenience, we have introduced ® = %\IJ and

q = i(§)0,+0( )=(§)j+0(e4). (75)

In both equations, we have reduced the order of the potentials
because we have multiplied Eq. (74) by ¢? and Eq. (75) by
¢ in the given definitions. Then, we can define the ordinary
gravitational vector g and the Heaviside field vector k as
functions of the scalar and vector potentials ¢, and q;

v, 2 % Ve Y 5 192 @
¢>t—f[—— ¢+ ¢* ~392 ¢

(76)
and
k=Vxgq,. 77)
So, in this way, we can obtain the second-order Maxwell-

like formulation of the gravitational field equations, once we

have reintroduced the factors ¢ =2,

2 2 p
V.g=—-4nGp il — = (20 + 11+ 20" + 3=
c P
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2
STEE Lo, (78)
V.k= 0", (79)
Vxgo K (80)
xg TR
kazfﬁj+%a—g+0(e4). 81
c c* ot

System of Eqgs. (78)—(81) are our second order Jefimenko
equations for gravitation. We should note that although the
potential Heaviside vector in Eq. (75) is of the order €2,
this factor disappears in Eq. (80) because when we calcu-
late the curl of g and the time derivative of k and equalise
both amounts, after using vector identities from [10], we find
that Eq. (80) does not contain terms of orders greater or equal
than €.

The analogous of the Lorentz force is given if we use
k = 1+ 2¢, the coefficient of the spatial part of the post-
Newtonian metric and v° from Eq. (53) in the geodesic equa-
tion,

d 9 0 2 4
E(KU V) =v°(g+vxKk+vVk)+ O0(), (82)
after substituting « and u° we have
d 1
—(143p - =07
dt( + 3¢ 7V >V
1
= <1+¢75v2) (g+vxKk)+ 0. (83)

Also, we can establish the zero-order of approximation,
which gives us the Newtonian theory, formulated as a force
field theory in the following way

V.g=—-47Gp (84)
and
Vxg=0. (85)

Equation (84) leads us to the Laplace equation for the scalar
potential ¢ and Eq. (85) indicates us that the ordinary gravi-
tational field is conservative.

3 Conclusions

Jefimenko obtained his analogous of the Maxwell equa-
tions for gravitation, by postulating an analogy between
his retarded solutions for electromagnetic field and retarded
solutions for the gravitational field, and assuming the exis-
tence of a second field analogous to the magnetic field in
electrodynamics. This set of solutions given in [9,10] led to
Jefimenko equations analogous to Maxwell equations (1)—
4).

From the set of second-order Jefimenko equations (78),
(79), we can establish that the system obtained by Jefimenko

@ Springer

is correct because the limit in the first order of our non-linear
gravitational equations gives us the system obtained origi-
nally by Jefimenko for the fields g and k. The idea of Jefi-
menko related to establishing the electromagnetic analogy of
the gravitational field is true, and it was worked by various
authors [19,20] and by ourselves, in [25-27], but we want to
cite again the first time when this analogy was postulated, we
refer to the work of Oliver Heaviside published more than a
century ago in [1], work eclipsed by the appearance of the
general relativity theory in 1915 in his paper titled Feldgle-
ichungen der Gravitation [5].

The set of second-order gravitational equations (78), (79)
can be obtained also from the Logunov’s equations gotten
in the relativistic theory of gravitation, but in this theory
gravitation is considered as a tensor field in the Minkowski
space-time, which means that Logunov considered the metric
of the Riemann space-time as the contribution of a gravita-
tional tensor field with a Minkowski background. Whereas
in general relativity the metric of the Riemann space-time
for weak gravitational fields is considered as the sum of the
Minkowski metric plus a perturbation. In Logunov’s theory
is considered the effective Riemann space-time as the contri-
bution of the gravitational field tensor ®*¥ which depends on
the coordinates of Minkowski space-time, whereas in gen-
eral relativity the metric tensor of Riemann space-time g,
is the field itself. Both theories give us the same predictions
for weak gravitational fields, which means that using Post-
Newtonian approximation we obtain the same experimental
results using the first or the last. We have already seen that
contrary to the general belief Einstein saw as the most impor-
tant achievement of his general relativity theory the unifica-
tion of gravity and inertia instead of geometrizing gravity. On
the other hand, Logunov’s theory makes a clear distinction
between gravity and inertia.

We have found that the limit of the non-linear expres-
sions (78)—(81) called second-order Jefimenko equations are
the Jefimenko equations given by (1)—(4) as a first order of
approximation. Whereas in regions where matter can be con-
sidered at rest (or in uniform movement) in the respective
inertial reference system, this system leads us to the zero-
order of approximation, called Newtonian theory and given
by Egs. (84), (85).
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