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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es demostrar los Teoremas de Anu-
lamiento sobre variedades afines y proyectivas y el Teorema de Finitud sobre
variedades proyectivas. El conocimiento de estos teoremas es fundamental
para la demostracién del Teorema de Riemann-Roch, el cual se incluye en
este trabajo como una aplicacion de éstos para el caso de curvas proyectivas
suaves. La demostracion del Teorema de Riemann-Roch que presento es una
demostracion muy bonita y sencilla del libro «Algebraic Geometry» de Robin
Hartshorne [4].

El lector de este trabajo de tesis necesita como pre-requisito, un conoci-
miento basico de Algebra Conmutativa, Cohomologia y Geometria Algebrai-
ca; este ultimo principalmente basado en el primer capitulo de el libro «The
Red Book» de David Mumford [8]. En este contexto, consideraré sélo varie-
dades algebraicas sobre un campo fijo k algebraicamente cerrado y anillos
conmutativos con unidad. También se requiere el conocimiento de resultados
importantes como el Teorema de los ceros de Hilbert.

En el primer capitulo, se realiza un breve desarrollo de la Teoria de Haces
! sobre un espacio topolégico, a partir de definir B-prehaces donde B es una
base para la topologia de el espacio dado, basado en el libro «Algebraic Geo-
metry and Arithmetic Curves» de Qing Liu [11]. En este capitulo, se definen
haces de Ox-médulos sobre un espacio anillado (X, Ox) y se detallan algu-
nas propiedades sobre éstos, con referencia en el libro «Algebraic Geometry
2: Sheaves and Cohomology» de Kenji Ueno [15]. También, se demuestra que
el conjunto de haces invertibles sobre un espacio topolégico X junto con los

'En México se ha establecido la convencién de nombrar «gavilla» a lo que se conoce co-
mo «sheaf» en el idioma inglés; pero en este trabajo de tesis se ha optado por la traduccion
«haz» de este mismo concepto.

v



Introduccién vV

morfismos de haces sobre ellos es una categoria. Ademas, este conjunto es
un grupo abeliano con el producto tensorial definido sobre haces. En algunos
textos, en el caso de que X es una variedad, este grupo es llamado «Grupo
de Picard sobre X», esta definicion tiene sentido, pues en el capitulo 2 se
demostrara que el grupo de haces invertibles sobre X es isomorfo a Pic(X),
el cual es el grupo de Divisores de Cartier sobre X modulo los divisores
de Cartier principales. En el apéndice A se desarrolla parte de la teoria de
categorias requerida para la comprension de este capitulo y se establece la
notaciéon correspondiente a la nocién categoérica del mismo; por ejemplo la
notaciéon de categorias especificas como la categoria de grupos abelianos o la
notaciéon utilizada para la coleccion de morfismos que definen una transfor-
macion natural, étc.

Durante el segundo capitulo, se definen fibrado vectorial de rango finito y
divisor de Cartier sobre una variedad, estas definiciones extraidas de los libros
«Heights in Diophantine Geometry» de Enrico Bombieri y Walter Gubler [1]
y «Diophantine Geometry» de Joseph H. Silverman, Marc Hindry [14], res-
pectivamente. Ademads, se demuestra que el conjunto de fibrados vectoriales
sobre una variedad fija X junto con los morfismos definidos entre ellos for-
man una categoria y la existencia de una equivalencia categorica entre los
fibrados en rectas y haces invertibles sobre X, esto consultado principalmen-
te en «Basic Algebraic Geometry 2» de Igor R. Shafarevich [13]. También,
se define una estructura de grupo abeliano sobre el conjunto de divisores de
Cartier y se obtiene el resultado enunciado en el parrafo anterior acerca de
estos divisores.

El tercer capitulo inicia con una breve introducciéon a la Cohomologia
de Cech sobre un espacio topoldgico. Se definen, sobre un espacio anilla-
do (X, Ox), haces Ox-coherentes. Gran parte de esta teoria se consulté en
«Faisceaux Algebriques Coherents» de Jean-Pierre Serre [12]. La definicién
de haz coherente plasmada en este libro es equivalente a la definicién usada en
este trabajo de tesis, debido a que en el caso de variedades algebraicas X tene-
mos que su haz estructural Oy sobre cualquier abierto afin, es un haz de ani-
llos Noetherianos; por tanto todo subhaz de O% (n € Z), es coherente (esto
se verifica en la sub-seccién 3.2.2). También, se demuestra la existencia de la
«suceston exacta larga en cohomologia» sobre una variedad algebraica X para
una sucesion exacta de Ox-mdédulos () F G H o donde




VI Introduccion

F es un haz Ox-coherente. Ademas, para variedades afines X, se establece
la equivalencia categérica entre haces Ox-coherentes y I'( X, Ox)-médulos fi-
nitamente generados. Para el caso, en el que X es una variedad proyectiva, a
todo M I'(X, Ox)-médulo Z-graduado finitamente generado, se le asocia M
un haz Ox-coherente. Y se demuestra que todo haz Ox-coherente F, es iso-
morfo a un haz de la forma M para algin M I'(X, Ox)-médulo Z-graduado
finitamente generado. Esta parte se basa en el libro «Algebraic Varieties» de
George R. Kempf [5].

En en el cuarto y ultimo capitulo se demuestran los Teoremas de Anu-
lamiento y Finitud. Las demostraciones que presento para estos teoremas
estan basadas en el libro «Algebraic Geometry» de Daniel Perrin [10]. Los
Teoremas de Anulamiento establecen las condiciones para las cudles los p-
ésimos grupos de cohomologfa de Cech son cero (p € Zs). Para variedades
afines X y haces Ox-coherentes, estos grupos son cero para todo p > 1; y
para variedades proyectivas X y haces Ox-coherentes, éstos se anulan pa-
ra todo p > dim(X). Ahora, existe una estructura de k-espacio vectorial
sobre cada uno de los p-ésimos grupos de cohomologia de Cech. Asi, en el
Teorema de Finitud se estipula que sobre una variedad proyectiva X y un
haz Ox-coherente, la dimension de estos k-espacios vectoriales es finita para
todo p € Z>(. Posteriormente, se define el grupo de divisores de Weil y se
asocia a cada divisor de Cartier, uno de estos divisores. En el caso de va-
riedades suaves esta aplicacion definida entre ambos grupos de divisores es
un isomorfismo de grupos. Asi que sobre estas variedades nos referimos a un
divisor indistintamente. Y finalmente, se concluye el capitulo presentando la
demostracion del Teorema de Riemann-Roch.






Capitulo 1

Haces

Sea (X, T) un espacio topoldgico y B una base para 7. Tenemos definido
un orden parcial sobre 7 dado por C. En particular, (B, C) es un preorden
(ver definicién [A.6]). Por tanto (B,C) induce una categoria (ver ejemplo
[A.7]), donde los morfismos estdn definidos de la siguiente manera: (V) V,
V' e B.

{ivv/} siV Q V/

H 74 V=
om( ) {@ otro caso.

donde iyy: : V — V' es la inclusién de espacios topoldgicos. Denotemos a
esta categoria por Top(B).

En lo sucesivo de éste capitulo nos restringiremos a categorias C' que
admiten limites inversos (ver Apéndice A).

Definicién 1.1. Un B-prehaz sobre X con valores en C' es un funtor con-
travariante F : Top(B) — C' tal que si C' posee objeto cero 0, entonces,
F(@)=0.
Si V' C V', denotemos con p,, , := F(iyys) : F(V') = F(V) y lo llama-
mos morfismo restriccion de F o F-restriccion. Entonces
p={p,,. VSV V,V' € B}

es el conjunto de F-restricciones.
Sea V' € By s € F(V') entonces, decimos que s es una seccion de F

sobre V'. Si V. C V', entonces s|y := p,.,(s) € F(V) se llama la restriccion
desalV.
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Definicién 1.2. Sea F un B-prehaz sobre X con valores en C'. Decimos que
F es un B-haz sobre X con valores en C. Si para cada V € B y para cada
recubrimiento abierto {V;},., de V., V; € B (V) i € I, se satisface que:

i) (V) z,y € F(V) tal que x|y, =y

v. (V) i € I, entonces z = y.

ii) (V) s; € F(V;) j € I tal que

Silvnv; = Sjlviny;

Entonces (3) s € F(V) tal que

S

Proposicion 1.3. Con la notacién anterior, si F es un B-haz, entonces existe
un unico s € F(V) tal que satisface (x).

Demostracion. Supongamos que existe s" € F(V) tal que |y, = s; (V)i € I,
entonces s|y; = |y, (V) ¢ € I, de i) tenemos que s = &' O

En particular, si B = T, denotamos Top(T) por Top(X) y para todo
T-prehaz (resp. T-haz) F con valores en C, decimos simplemente prehaz
(resp. haz) F sobre X con valores en C'y definimos I'(X, F) := F(X) al que
llamamos el conjunto de secciones globales de F en X.

Sea F un prehaz (resp. haz) sobre X con valores en C. Si C' es Set 6 Ab
6 An 6 ... éte. entonces decimos que F es un prehaz (resp. haz) de conjuntos,
grupos abelianos, anillos, ..., étc., respectivamente.

Sea F un haz sobre X de grupos abelianos. Entonces podemos sustituir
equivalentemente i) por

i’) (V)s € F(U) tal que sy, =0 (V)i € I, entonces s = 0.

En efecto,

i)=1"). Sea s € F(U) tal que (V)i € I s|y, = 0. Puesto que 0 € F(U) y
(V)i € I s|y, = 0|y,, entonces de i) concluimos que s = 0.
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i")=1). Sean z, y € F(U) tal que (V) i € I z|y,=y|y,, entonces

0= $|Ui - y|Ui
= (x—y)lv, V)il

de 1) concluimos que = = y.
Note que esta equivalencia también es vélida si F es un haz de anillos.

Sea U C X, un abierto. Consideremos la topologia relativa sobre U. Todo
prehaz F sobre X con valores en C' induce un prehaz F|y sobre U con valores
en C de forma natural: (V) V € T tal que V C U

Flo(V) == F(V)

y definamos el conjunto de las F|y-restricciones como el subconjunto de las
F-restricciones {p,...| W,V C U}. Llamamos F|y la restriccion de F a U.

En particular, si F es un haz sobre X con valores en C, entonces F|y es
un haz sobre U con valores en C.

Sea U = {U;},.; una familia de subconjuntos abiertos de X, U =JU; y
JF un prehaz de grupos abelianos sobre X. Consideremos la sucesion

O_>-F<U)_dgnie[f(Ui)_d;Hi,jeI‘F(UimUj) (**)

donde dy : s = (8|, )ier v d1 ¢ (8i)ier — (Si|UmUj - Sj|U,L-mUj>i7j€I'
Note que dy es inyectiva y que d; o dy = 0. Denotaremos esta sucesién con

C* (U, F).

Lema 1.4. Con la notacién anterior, F es un haz de grupos abelianos si y

sélo si C*(U, F) es exacta para toda familia de subconjuntos abiertos U de
X.

Demostracion. Supongamos que F es un haz. Sea s € ker(dy). Entonces
sly, = 0 (V)i € 1. Por i) en la definicién de haz s = 0. Por tando dy es
inyectiva.

Dado que d; o dy = 0, entonces Im(dy) C ker(d,).
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Ahora, sea (s;)ier € ker(d;). Entonces, s;
ces, (3) s € F(U) tal que s

|U,-mUj = Silv;ru; = 0 (V)i,j. Enton-

v, = $;. Por tanto do(s) = (8;)ier-

Inversamente, sea U C X abierto y {U;},.; un cubrimiento abierto de U.

i) Sea s € F(U) tal que s|y, =0 (V) i € I. Asi, s € ker(dy). Entonces
s =0.

ii) Sea s; € F(U;) (V) i € I tal que 3i|UmUj = sj|UmUj (V)i,j € 1. En-
tonces (8;)ier € ker(dy) = Im(dy). Por tanto (3) s € F(U) tal que s|y, = s;
(V)iel. O

Definicién 1.5. Sean F y G B-prehaces (resp. B-haces) sobre X con respecto
a una categoria C'. Un morfismo de B-prehaces (resp. de B-haces) ¢ : F — G
es una transformacion natural entre los funtores contravariantes F y G (ver
Apéndice A). Entonces, decimos que ¢ es un isomorfismo de B-prehaces (resp.
de B-haces) si es un isomorfismo en la categoria de funtores contravariantes.

Asi, un morfismo de B-haces es simplemente un morfismo entre los B-
prehaces correspondientes.

Proposiciéon 1.6. « : F — G es un isomorfismo de B-prehaces si y sélo si
«,, es un isomorfismo (V) U € B.

Demostracion. Sean p :=={p,,|V CU}yp = {p;U]V C U} las Fy G-res-
tricciones, respectivamente.

Si « es un isomorfismo, entonces existe un morfismo de prehaces
6:G—>F
tal que oo =1gy foa = 1x. Asi, tenemos
(@of)y, =a,0p,
= lgw)

Anélogamente, (8 o o), = 1z@). Por tanto o, es un isomorfismo en C' para

todo U € B.
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Inversamente, supongamos que «,, es un isomorfismo para todo U € B.
Entonces, existe

By € Home(G(U), F(U))
para cada U € B tal que o, o 8, = lgw) y B, o, = 1ruy

Note que 5 : G — F definido por la coleccién {5, |U € B} es una transfor-
macion natural. En efecto, dado que a es un morfismo de prehaces, entonces
P, 0a, =a,o0p, (V) VU € Btal que V C U. Por tanto

Pvo © By = (Lrwy o pyy) 0 By
= ((Byoay)opy,)opy,
=By o(p,,00,)0p,
=f, 0 P/VU o lgwy
=B, 00,
Por la construccién de 3, tenemos que aoff=1g y foa = 1z. Por lo
tanto a es un isomorfismo. O]

1.1. Extensién de un B-prehaz de grupos abe-
lianos a un prehaz de grupos abelianos

Sea B = {B.},c4 una base para la topologia 7 de X y F es un B-prehaz

sobre X de grupos abelianos con restricciones { Pby5a } Para cada abierto
U C X, definimos
BU = {Ba S B|Ba Q U}

F(U) := @ F(Ba).
Bn€By
(ver Apéndice A.5). Tenemos que las aplicaciones naturales del limite inverso

son las proyecciones del producto restringidas al limite inverso (ver Apéndice
[A.5])

{0 F(U) = F(B,)|Ba € Bu} .

Sea V' C U. Entonces, By C By. Por la propiedad del limite inverso (ver
Apéndice A.4, diagrama [1]), existe un unico homomorfismo hyy tal que el
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siguiente diagrama conmuta

2O

F'(U) == F(Ba)

| ﬂ,éV)
hvy | /
\

F(V)

Sea F'(iyy) := hyy donde iyy : V < U es la inclusién de espacios topoldgi-
Cos.

Proposicién 1.7. Con la notacién anterior, F' es un prehaz de grupos abe-
lianos sobre X y F' = F son isomorfos como B-prehaces.

Demostracion. Claramente hyy = zdf,(U).

Ahora, sea W C V C U. Entonces tenemos los diagramas conmutativos

FV) = F(B,) F(U) " F(B,)
M
F(W) F(W)

(7T((1W) @) hwv) ¢) hVU = Wév) ©) hVU

por la unicidad de Ay, entonces hyyy o hyy = hywy. Asi, F' es un prehaz.

Sea B, € B. Consideremos la aplicacién natural 75> : F (Ba) — F(Ba).
Ahora, sea Bg C B,,, demostremos la conmutatividad del siguiente diagrama

(Ba)

F'(Bo) == F(Ba)

F'(Bg) — F(Bj)
Tenemos que

B Ba
Wé Vo BB, = Wé !

_ (Ba)
- pBBBa © 7Ta
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la dltima igualdad es por la construccién de F'(B,) pues si (sg) € F'(B,),
entonces sg = 80{|Bﬁ‘

., B
Por tanto la coleccion de homomorfismos {7?& “)} es un morfismo de
acA

B-prehaces.

Note que para cada s € F(B,), (S\BB) € F'(B.,), por lo que la aplicacién

B . B :
7P es sobreyectiva. Ahora, demostremos que 7P es un morfismo inyec-

tivo. Sea (sg) € F'(B,) tal que WéBa)((Sg)) = 0, entonces s, = 0, pero para

todo Bs C By s5 = 3a|BB, por tanto (sg) = 0.

Entonces, por la proposicién [1.6], la coleccién de morfismos {WéB"‘)} B
ac

es un isomorfismo de B-prehaces. ]

Proposicién 1.8. Sea ¢ : F — G un morfismo de B-prehaces. Entonces, ¢
se extiende de manera tnica a un morfismo de T -prehaces ¢ : F' — G'.

Demostracion. Sean {,ojB 5 } las G-restricciones. Tenemos que para cada
[3 «

B, € By para todo Bz C B, el siguiente diagrama conmuta

YBa

]:(LBa)ﬁ' (LBa) 1)
F(Bs) 2 G(By)

Ahora, sea U € T, consideremos las aplicaciones naturales {ﬂéU)} del limite

inverso F'(U) := @BQGBU F(B,). Si Bz C B,, entonces

pBﬂBa © WgzU) - W,é’U) 2)

()

Consideremos la colecciéon de morfismos {nga O Ty , demostremos

. . . }BQGBU
que el siguiente diagrama conmuta

U
o, o)

F'(U)=—=G(Ba)

O7T(U)
SoBﬂ 8 f
PBsBa

G(Bs)
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Tenemos que

/ (v)

U)
pBﬁBa © SOBa O Ta

=5, ° Py, © ¥ sustituyendo 1)

=y, © WéU) sustituyendo 2)
Entonces, por la propiedad del limite inverso tenemos que existe un unico
homomorfismo de grupos ¢y tal que el siguiente diagrama conmuta

FU) 2 g(U) 3)
To(U) j «U)
F(Ba) 22~ G(B,)

donde {7} son las aplicaciones del limite inverso G'(U). Sea B, € B.
Puesto que F'(B,) = F(B.) v G'(Ba) = G(B,) entonces, de la unicidad de
¢, tal que el diagrama 3) conmuta y de la conmutatividad del diagrama 1),
se sigue que ¢, = @, .

Ahora, sea V' C U. Entonces, tenemos el diagrama
! <'9U /

F(U)——=¢g'(U)

hVU hQ/U

F(V) - g(V)
donde {h:/ U} son las G’-restricciones. Demostremos la conmutatividad de
este diagrama. Sea o € A tal que B, C V. De la conmutatividad de hi/ , con
las aplicaciones naturales 7’ tenemos que

(@ ol )05, =7l 05,

(e e

y, de la conmutatividad de h,, con las aplicaciones naturales 7 y la conmu-
tatividad del diagrama 3) se sigue que

(7 o @,) o hyy =0y, 0 (1) 0 hyy)
= ¥p, ° W(U)

Do,

Por tanto ¢ = {¢, } : 7' — G’ es un morfismo de T-prehaces. O
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Definicién 1.9. Decimos que B es cerrado bajo interseccién si (V) B,, Bz € B,
B, N Bﬁ e B.

Proposicion 1.10. Sea B cerrado bajo interseccion y F un B-prehaz de
grupos abelianos sobre X. El prehaz F' definido anteriormente es un haz si
y s6lo si F es un B-haz. Ademas, si existe otro haz G sobre X tal que es
isomorfo a F como B-prehaz, entonces G = F' como T -haces.

Demostracion. Supongamos que F' es un haz. Por la proposicién [1.7]
F=F
es un isomorfismo B-prehaces . Entonces, F es un B-haz.

Inversamente, supongamos que F es un B- haz. Sea U C X abierto.

v=Ju

el

U; C X abiertos para toda i € I. Ademas,

U:LJ&

Ba€By

U, = U B, paracadai € [I.

Ba€By,

Para cualquier B, € B, definimos
Ay = {Bg) €Byliel, B,NBY # @}.

Sea s € F'(U) tal que s|y, = 0 (V) i € I. Consideremos B, € By, tenemos
dos casos

1. B, € By, para algin ¢t € I, 6

2. B,ZU; (V)iel
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En el primer caso, s|g, = 0. En el segundo caso, tenemos
Bo= |J B.nBY.
()
By'€Aa
Como B es cerrado bajo interseccién, del primer caso tenemos que

0

SlBaﬂBg) -

para todos estos abiertos basicos. Y dado que F es un B-haz, entonces
s|lg, = 0. Note que las F'-restricciones a los abiertos de la base son las
aplicaciones naturales del limite inverso. Por tanto s = 0.

Ahora, (V) i € I sean s; € F'(U;) tal que

Si|Uir1Uj =95 U;nU;
Sea BY ¢ By, y definimos s; 4 := s 0
BCK
S; . N = S; . .
Zva|B£XZ)ﬁB[(9]) 2|B((11)OB§3J)

- (s
~ (s

Ul-ﬁUj) ’B((;‘)QB[(;J')

UimUj> |B&i)mBéj)

= Sj|B£j)ﬂB(Bj)
= (Sj|Béj))‘B&i)mng)
= Sj’B|Bg>mBéj)

Escribimos
(1) — (1) (1)
B = By N B,
BeAl)
y consideremos s; ,| BOABY: Entonces

Sial g O o) = (Sial g )| 5O A0 A5G
’Ba nBYnBj ’Ba NB )‘Ba nBY'nBj;
= (S i, | (1) (j>)| () A ARG
W8 BB N BYnB B

= S; i l j
3,8 |Bg 'nB{’nBY
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Dado que Bes cerrado bajo interseccién y F es un B-haz. Entonces, existe
un tnico s € F(BY) tal que

@ . — .. .
Sy |B&’)HB§” = SZ7Q|B¢(;)QBS/Z)'

Supongamos que BY C BY ), entonces

)

I
(35 |Bé1))|Bgi)mBgyl) = 9B |Bg>mBg>

)
(55 ‘B(j>m3g>>’,3g>03g>

= (s, /3|B<J B ) |B£j)ns§”

= (Sl”le(j)mBg))|B§f)ﬂB£f)
7’7’3(2 mB(l)
Sial OMNON

Se sigue de la unicidad de sg), que

Py =) )

Sea B, € By tal que B, € U; (V) ¢ € I. Ahora, escribimos
|J B.nBY
B e A,

Entonces, para cada una de estas intersecciones tenemos una seccion

sk € F(BanBY).
Se sigue de (*) que

sa5|BaﬂBg>ﬂB§j> - Sf(lj'HBaﬂBg)ﬁBf,j)'

Como F es un B-haz, entonces existe s&) € F(B,) tal que

1oy = s ()
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Consideremos
s = (8;))1‘61’1':0 S HF(VO‘)

Se sigue de (*) y (**) que s € F'(U).

Ahora, sea s, = s, , entonces
1

SQ\BQ

Si’Ba

Como ya demostramos que F' satisface i) de la definicién de haz, entonces
s, = s;. Por tanto F' es un haz.

Sea G otro haz de grupos abelianos sobre X con restricciones { o, UV C X abiertos}
tal que G = F como B-prehaces. Se sigue de la propiedad del limite inverso
(ver Apéndice A.4, diagrama [1]) que para cada abierto U C X, existe un
unico homomorfismo de grupos aelianos ¢, tal que el siguiente diagrama
conmuta

G(U) @if(Ba)

2
Pu

F(U)

para todo B, C U. Demostraremos que la coleccién {¢,} es un morfismo
de haces (ver definicién [1.12]). Sea V' C U abierto. Entonces, el siguiente
diagrama conmuta

de la conmutatividad de los dos diagramas anteriores tenemos que

W&V) © hVU OYy = W&V) © Py © pi/U
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entonces el siguiente diagrama es conmutativo

Pu

G(U) —=F(U)
pZ(LV) T;PQVV)U

Demostraremos que ¢,, es inyectiva y sobreyectiva para todo abierto U. Sea
t € G(U) tal que ¢, (t) = 0. Entonces,

tlp, =7 (P (t) =0

para todo B, € By. Como G es un haz, entonces t = 0.

Ahora, sea (s,) € F'(U), por la construccién del limite inverso (ver
Apéndice A.5) tenemos que

Sa|BaﬂBﬁ = 86|BaﬂBﬂ :

Dado que G es un haz y coincide con F sobre los elementos de la base, existe
s € G(U) tal que s|p, = s,. Por lo tanto ¢, (s) = (s4). O

1.2. Gérmen de un prehaz en un punto

En lo sucesivo de éste capitulo consideraremos categorias C' que admiten
limites directos (ver Apéndice A).

Sea F un prehaz sobre X con valores en C. Sea p € X. Consideremos
U, ={UecTlpeU}.

Definamos una relaciéon < sobre U,, dada por U <V si y sélo si V C U.
Note que (U, <) es un orden parcial. Mas atin, es un conjunto directo, pues

(V) V.U € U,, tenemos que VNU € U,.

Ahora, para todo V,U € U, definimos F'(U) := F(U) y si U <V, consi-
deremos

PVU - JT"/(U) — JT"/(V)
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donde pyy son las F-restricciones. Entonces, F' : U, — C dado en esta
manera es un funtor covariante, por tanto un sistema directo (ver Apéndice
A.6). Asi, definimos el gérmen de F en p como

Fy 1= lim F(U)

Ueld,

Por la construccion del limite directo (ver Apéndice [A.6]), tenemos que cada
elemento de F, se puede expresar como una clase (s,U), donde s € F(U).
Esta relacién se define de la siguiente manera: (s,U) ~ (t,V) si y sélo si
(FHWCUNV conpeW,tal que sl = t|w.

Dado que todo haz es un prehaz, entonces si F es un haz, definimos F,
como el gérmen de F en p considerando F como prehaz.

Tenemos los morfismos canénicos del limite directo, Ay : F(U) — F, tal
que s — s, := (s,U). Llamamos a s, el gérmen de s en p.

En particular, si F es un prehaz de grupos abelianos (resp. anillos), en-
tonces F, existe y es un grupo abeliano (resp. anillo).

Lema 1.11. Sea F un prehaz sobre X con valores en C, tal que satisface la
condicién i) de la definicién de haz. Sean s, t € I'(X, F) con s, =t, (V)p € X.
Entonces, s =t.

Demostracion. Por hipétesis tenemos que para cada p € X, existe una ve-
cindad abierta de p, V], tal que s|y, = t|y,. Ademds,

X:UVP
peX

se sigue de la condicién i) de la definicién de haz, que s = t. O]

Sea F un prehaz de grupos abelianos sobre X y p € X. Consideremos un
abierto U C X tal que contiene a p. Ahora, definamos

Uy = {V eU,|V CU},

note que éste es un subconjunto cofinal de U,, pues (V)V e U,, VNU € Uy.
Entonces,
(Flo)p = Fp

(V) p € U (ver proposicién [A.16]).
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1.3. Morfismos de prehaces

Fijemos un espacio topolégico (X,7T) y una categoria C. Ahora, consi-
deraremos sélo prehaces y haces sobre X con valores en C' (a menos que se
especifique otra categoria).

Si B es una topologia para 7T, al inicio de este capitulo definimos morfismo
de B-prehaces. Ahora, si consideramos B = T, entonces tenemos la siguiente
definicion:

Definicién 1.12. Sean F y G prehaces (resp. haces). Un morfismo de preha-
ces (resp. de haces) ¢ : F — G es un morfismo de T -prehaces (resp. de T -
haces) (ver definicién [1.5]).

Sea ¢ : F — G es un morfismo de prehaces, entonces

80|U3-7:|U—>g’U

donde ¢|y = {¢v|V C U}, es un morfismo de prehaces. Llamamos a ¢|y la
restriccion de ¢ sobre U.

Consideremos ¢ : F — G un morfismo de prehaces de grupos abelianos
(resp. anillos). Entonces, por la propiedad del limite directo tenemos definido
un homomorfismo de grupos abelianos (resp. anillos)

©p  Fp = Gp
tal que s, — ¢, (5), (ver Apéndice [A.6]).

Definicién 1.13. Un morfismo de prehaces ¢ es inyectivo si (V) U € T, ¢,
es inyectivo y es sobreyectivo, si ¢, es sobreyectivo (V) p € X.

Proposicion 1.14. Sean F, G haces de grupos abelianos sobre X. o : F — G
es inyectivo si y solo si p, : F, = G, es inyectivo (V)p € X.

Demostracion. Supongamos que ¢ es inyectiva. Sea p € X y s € F(U) tal
que ¢,(s,) = 0,. Entonces, existe una vecindad abierta de p, V- C U tal que
v, (s)], = 0], . Por la conmutatividad de ¢ con las restricciones, tenemos que

vy (sly) = @u(s)ly
:O’V
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Por la inyectividad de ¢, s|, = 0],,. Entonces, s, = 0,.

Inversamente, sea U € T y s € F(U) tal que ¢, (s) = 0. Por hipétesis
tenemos que (V)p € X, ¢,(s,) = ¢, (5), =0,, implica s, = 0,. Entonces,
por lema [1.11], s = 0. O

Proposicién 1.15. Sean F, G haces de grupos abelianos sobre X. ¢ : F — G
es un isomorfismo si y sélo si ¢, : F, — G, es un isomorfismo (¥)p € X.

Demostracion. Si ¢ es un isomorfismo, entonces por la proposicién [1.6], ¢,
es un isomorfismo (V) U. Entonces por proposicién [1.14] ¢, es inyectivo.

Ahora, demostremos que ¢, es sobreyectivo. Sea t, € G,, t € G(U). En-
tonces, existe s € F(U) tal que ¢, (s) = t. Asi, p,(s,) = t,.

Inversamente, por la proposicion [1.14], (V) U, ¢,, es inyectivo. Seat € G(U).
Dado que ¢, es sobreyectivo, entonces, para cada p € U, existe V,, una ve-
cindad abierta de p, una seccién s(p) € F(V,) y W, C V, N U una vecindad

abierta de p, tal que ¢, (s(p))|,, = 1|, - Por tanto podemos escribir
v=Uw,
peU

Veamos que s(p) = s(q)]wpqu (V) p,q € U. En efecto, tenemos que

|anwq
Py, (S(p))|wpqu = t|meWq'
Ahora, por la conmutatividad de ¢ con las restricciones concluimos que

Pwpnw, (S(p)|wpan) = Pwpnwg (s(q) |mewq)v

el resultado se sigue de la inyectividad de ¢, ., -

Dado que F es un haz, entonces existe s € F(U) tal que

Slw, = 5(P)lw,-

Note que ¢, (s) =t, pues (V)p € X, ¢, (s), = t,. Por tanto, (V) U, ¢, es un
isomorfismo.

]
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Corolario 1.16. Con la notacién de la proposicién tenemos ¢ es un isomor-
fismo si y sélo si es inyectivo y sobreyectivo.

En particular, concluimos que @[y es un isomorfismo si ¢ lo es.

Teorema 1.17. Sea F un prehaz sobre X de grupos abelianos. Entonces,
existe un haz F*, iinico salvo isomorfismo, y una transformacién natural
0:F — FT tal que (V) G haz de grupos abelianos y para toda transforma-
cién natural o : F — G, (3)! &, transformacion natural, tal que el siguiente
diagrama conmuta

F—lsF+

|
I &
« y

g

Mads atin, 0, : F, — F, es un isomorfismo (V) p € X. Llamamos a F* el haz
asociado a F.

Demostracion. Sélo mencionaré la construccién de F' y 6 (para la demos-
tracion ver [4] Cap. II, Proposicién 1.2).
Para demostrar la existencia, para cada U € T, se define

FHU) = f:U=U Fp: (V)peU, (3) un abierto VC U, peV,
yte F(V)tal que (V) g€V, f(q) =t, € Fy

(el cual es no vacio pues 0 : p — 0, € FF(U)), y las restricciones de F
como piy 2 FH(U) = FT(V) tal que f — f|v, para todo abierto V C U.

Ahora, definamos 6y : F(U) — FT(U) s — st, donde st(p) = s,
(V) p € U. Entonces, 6 := {0y|U € T}, es el morfismo de prehaces del teore-
ma.

O
Corolario 1.18. 6 es inyectivo si F satisface i) en la definicién de haz.

Demostracién. Tenemos 0y : F(U) — F(U) tal que s — st. Sea s € F(U)
tal que Oy (s) =0, por la definicién de s*, tenemos que s, =0 para toda
p € U. Entonces, por lema [1.11], s = 0. ]
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Definicién 1.19. Sean F' y F prehaces de grupos abelianos (resp. anillos)
sobre X. Diremos que F' es un sub-prehaz de F si:

i) Para cadaU € T, F'(U) C F(U) es un subgrupo (resp. subanillo).

ii) SiV C U, entonces py; = pvul|r ), donde py,; y pyy son las F' y F-
restricciones, respectivamente.

Y lo denotaremos como F' C F. Si F' es un haz, entonces decimos que es
un sub-haz de F.

Note que (V)p € X, F, € Fp,. En efecto, todo se deduce de la segunda
condicién en la definicién [1.19].

Proposiciéon 1.20. 7/ C F si y sélo si existe un morfismo de prehaces
inyectivo ¢ : F' — F.

Demostracion. F' C F, entonces para cada U abierto de X consideremos
id : F'(U) — F(U). Por la segunda condicién de la definicién [1.19], te-

F(U)
nemos que la identidad conmuta con las restricciones y ademas es inyectivo

para cada U. Por tanto tenemos un morfismo de prehaces inyectivo.

Inversamente, dado un morfismo inyectivo ¢ : F' — F, para cada U te-
nemos que F'(U) = Im(y,, ), por lo que podemos considerar F'(U) C F(U)
como subgrupo. Ahora, por la conmutatividad de ¢ con las restricciones te-
nemos la segunda condicién de la definicién. Asi, F' C F. O]

Sea F un pre-haz (resp. haz) de grupos abelianos sobre X y F’ un sub-
prehaz (resp. sub-haz) de F. Si V' C U, tenemos el homomorfismo de grupos
inducido por el paso al cociente

hvy « F(U)/F(U) = F(V)/F (V)

definido por 5 — sy .
Top(X) — Ab
que envia a cada abierto U — F(U)/F'(U) y a cada inclusién V- C U — hyy,

es un funtor contravariante, el cudl denotaremos por Q(F/F’).

Por lo general éste no es un haz. Asi, que denotaremos con F/F' a su
haz asociado y lo llamamos haz cociente.
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Sea ¢ : F — G un morfismo de haces de grupos abelianos. Note que si
V' C U, entonces para toda s € ker(p,, ), tenemos s|y € ker(yp, ). En efecto,

SOV(S|V) = ¢U(S)|V =0

Por lo que la aplicacién que envia a cada abiero U — ker(p,) y a cada
inclusion V C U — pVU|kW(¢U), donde p son las F- restricciones, es un funtor
contravariante. Mas aun, éste es un sub-haz de F llamado el kernel de ¢ y
lo denotamos como ker .

Ahora, sea V. C U. Sit € Im(yp,), entonces t|y € Im(p, ). En efecto,
pues ¢, (s)], = ¢, (s],) (V) s € F(U). Entonces, la aplicacién que envia a

. . . ) ,
cada abierto U — Im(y,) vy a cada inclusién V C U pVU’zme)v donde p
son las G- restricciones, es un funtor contravariante, el cual denotaremos con
I

-

Note que I, satisface i) en la definiciéon de haz. En efecto, sea {U;},.; un
cubrimiento abierto de U y s € Im(yp,,) tal que s|y, =0 (V)i € I, dado que
G es un haz entonces s = 0.

Para ver si I, satisface la segunda condicién en la definicién de haz, sea
sj € [m(gon) para cada j € I tal que

3i|UmU]- = 5j|UiﬁUj-

Puesto que G es un haz, entonces existe s € G(U) tal que s|y, = s; para cada
i € I. Pero, jcémo saber que s € Im(yp,)? una respuesta serfa que ¢, sea
un homomorfismo sobreyectivo. Asi, que por lo general éste no es un haz.
Por tanto denotaremos con Im ¢ a su haz asociado y lo llamamos imagen
de ¢. De la observacién anterior y el corolario [1.18], deducimos que I, es un
sub-prehaz de I'm .

Veamos que I'm ¢ es un sub-haz de G. En efecto, para cada U tenemos
id :Im(p,) > GU)ysiV CU

Im(ey)
id o pyyl = ol 0id
Im(«pv) pVU Im(ch) pVU Im(goU)

Por tanto tenemos un morfismo de prehaces inyectivo I, — G. Entonces, por
la propiedad universal del haz asociado existe un tinico morfismo inyectivo
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Im o —G.

Si V C U, tenemos el homomorfismo de grupos inducido por el paso al
cociente

fvu = coker(p, ) — coker(p,)

definido por ¢ — t[y. Entonces la aplicacién
Top(X) — Ab

que envia a cada abierto U — coker(p,) v a cada inclusion V C U — fyy,
es un funtor contravariante. Por lo general éste no es una haz. Asi, que
denotaremos con coker ¢ a su haz asociado y lo llamaremos cokernel de .

Lema 1.21. Sea ¢ : F — G un morfismo de haces de grupos abelianos sobre
X y F' un sub-haz de F. Entonces

a) (kery), = ker(pp).
b) (Img), = Im(pp).
c) (FIF)p=TFp/ T

Demostracion. a) Sea s, € (kery), C F, con s € ker(yp, ). Tenemos que

ep(sp) = 0y (8)p =0,

Ahora, sea t, € ker(yp,), t € F(V). Entonces, ¢, (t), = 0,. Por tanto,
existe una vecindad abierta de p, W C V tal que

py W)lw =0

Entonces, ¢, (tlw) = 0. Asi, (tlw), € (kery),. Note que (t|w), = t,. Por
tanto se tiene la igualdad.

b) Dado que (Im), = (I,),, entonces es suficiente demostrar que Im(yp,) = I,
La demostracién es similar a la del inciso a).

¢) Definamos un homomorfismo Q(F/F'), — F,/F), tal que 5, — 3,
donde 5 € F(U)/F'(U).
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Esta aplicacién estd bien definida. En efecto, supongamos que s, = ,,
donde t € F(V)/F' (V). Entonces, existe W C V N U una vecindad abierta
de p, tal que §|ly = t|w, por la conmutatividad con las restricciones tenemos
slw = tlw, entonces s|w — tlw € F'(W). Por tanto 5, = 7,.

Note que esta aplicacion es sobreyectiva e inyectiva. Por tanto es un iso-
morfismo. O

Definicion 1.22. Una sucesion de haces de grupos abelianos F_ . g A, H
se dice exacta si Im a=ker [3.

Proposicion 1.23. Una sucesion de haces de grupos abelianos F — G — H
es exacta si y sélo si F, = G, — H, es exacta para todo p € X.

Demostracion. Se sigue del lema anterior y la proposicién [1.15]. O

Los resultados obtenidos en este primer capitulo sobre haces y prehaces
de grupos abelianos, también son vélidos sobre haces y prehaces de anillos.

1.4. Ox-modulos

Definicién 1.24. Un espacio anillado es un par (X, Ox) que consiste de un
espacio topoldgico (X,7T) y un haz de anillos Ox sobre X. Llamamos a Ox
haz estructural sobre X.

Si X es una variedad algebraica, entonces, su haz estructural también se
conoce como haz de funciones requlares.

Para el resto de esta seccién fijemos (X, Ox) un espacio anillado con Ox-
restricciones r := {ryy|V C U}; F y G denotan prehaces de grupos abelianos
sobre X (a menos que se especifique que son haces) y, p :=={p,, |V C U}y
p= { o, |V CU } las F y G-restricciones, respectivamente.

Definicién 1.25. Decimos que F es de Ox-mddulos (6 simplemente un Oy -
mddulo) si satisface que para todo V, U C T

i) F(U) es un Ox(U)-mdédulo.
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ii) Si V. C U, entonces pyy : F(U) — F(V) es un homomorfismo de
Ox(U)-médulos. (i.e.) Sis € F(U) y f € Ox(U), entonces

pvu(fs) =rvu(f)pov(s)

Definicién 1.26. Un haz es un Ox-modulo si lo es como prehaz.
Proposicién 1.27. Sea F un Ox-mdédulo, entonces F, es un Ox ,-mddulo.

Demostracion.
OX,p X .Fp — fp

tal que (ay, sp) — (as),. O
En los siguientes ejemplos F, G son prehaces de Ox-médulos.
Ejemplo 1.28. Definamos
FoG:Top(X)— Ab
U FU)sGU)
Si V. C U asignamos el morfismo
(ovu, pvo) : FU) @ G(U) = F(V) & G(V)

el cual es un morfismo de Ox(U)—mddulos.
SiW CV CU, entonces

(owv, P'wv) e (pvu, plvu) = (pwu, P'wu)
Ademés, (pyv, plyy) = idf(U)®g(U).
Asi, F & G es un funtor contravariante. Mas atin, si F y G son haces de

Ox-modulos, entonces F ® G es un haz de Ox-modulos y lo llamamos suma
directa de F y G.

Para cualquier entero n > 0, definimos el haz de Ox-modulos

O% =0x®---®Ox (n-veces)
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Ejemplo 1.29. Definamos
F®oy G :Top(X)— Ab

U FU) @oxw) G(U)
Si V C U asignamos el morfismo
pvu @ plyy + F(U) oy w) G(U) = F(V) ®oxv) G(V)

el cual es un morfismo de Ox(U)—mddulos.

SiW CV CU, entonces

(pwv @ p'wv) o (pve @ plvy) = pwo @ Py

Ademds, pyy @ p'yy = 1F(U>®oX(U)9<U>'

Por lo que F ®p, G es un prehaz de Ox—moddulos. Por lo general este
no es un haz, asi que denotemos con F ®p, G el haz asociado a este prehaz
v lo llamamos producto tensorial de F y G. Si no existe confusion con el haz
estructural sobre X, entonces simplemente denotamos este haz como F ® G.
Ahora, por la proposicién [1.31], este haz es un Ox-médulo.

1.4.1. Morfismos de Ox-modulos

Definicién 1.30. Decimos que una transformacion natural ¢ : F — G, es
un morfismo de O x—mddulos (6 simplemente un O x-morfismo) si

= F y G son Ox—modulos,

» para cada conjunto abierto U C X el morfismo de grupos ¢, es un
homomorfismo de Ox(U)—mddulos.

Un Ox —morfismo es un isomorfismo de Ox—mddulos (6 Ox—isomorfismo),
si éste es un isomorfismo de prehaces.

Sea A un anillo. Tenemos que la composicion de dos homomorfismos de A-
modulos es un homomorfismo de A-médulos, entonces la composiciéon de dos
Ox— morfismos es también un Ox—morfismo. Asi, los Ox—maddulos junto
con los Ox—morfismos, forman una categoria, la cual llamaremos categoria
de Ox—maddulos.
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Proposicién 1.31. Sea F un Ox-mddulo. Entonces F es un Ox-médulo
v 0 un O x-morfismo.

Demostracion. Definamos la accion sobre cada abierto U de X, como
Ox(U) x FH(U) — FH(U)

(a, f) = af :pr— apf(p)
Es la estructura de Ox (U)-médulo de F*(U). Ademsds, la aplicacién

FHU) = FH(V)

si V CU, es la restriccion de funciones, por tanto un homomorfismo de
Ox (U)-médulos.
Ahora, recordemos que (V) U C X abierto.

Oy« F(U) — FHU)

s st :p— s, Sea a € Ox(U). Entonces

Proposicién 1.32. i) FRGEGRF
ii) FR Ox =2 F
iii) Sea G = G'. Entonces, F G 2 F ® §G'.
iv) ( FEOQHZ(FOH)®(GRH).

Demostracion. i) Por la conmutatividad del producto tensorial sobre los
moédulos, tenemos que los prehaces F ®o, § = G ®p, F son isomorfos.

ii) Tenemos que F(U)®o @)Ox (U) = F(U) son isomorfos como Ox (U)-
modulos, entonces

F®o, Ox = F
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son isomorfos como prehaces de Ox-modulos.

iii) Sea ¢ : G — G’ un isomorfismo. Para cada abierto U C X, considere-
mos

idrw) ® ¢, : F(U) ®oxw) G(U) = F(U) ®ox @) §'(U)

note que este homomorfismo es un isomorfismo de Ox (U)-mddulos. Més atin,
por la conmutatividad de ¢ con las restricciones, tenemos que

idr @ ¢ = {idr) ® @, }

es un isomorfismo de prehaces. Por lo tanto los haces asociados son isomorfos.

iv) Se sigue del isomorfismo
(FU)ed))eH(U) = (FU)2HU)) o (G(U) @H(U))
(V) U C X abierto. O

Definicién 1.33. Un Ox—modulo F es llamado libre si es Ox—isomorfo
a la suma directa de Ox. Mas aun, si para algiun entero r > 0, existe un
Ox —isomorfismo F — O%, entonces decimos que F es libre de rango r.

Observaciones:

1. Si F es un Ox-mdédulo sobre X, entonces F|y es un Ox-médulo para
todo abierto U de X.

2. Si ¢ : F = G es un Ox—morfismo, entonces ¢|y : Fly — G|y es un
Ox—morfismo. Méas atin, ¢|y es un Ox—isomorfismo si ¢ lo es.

1.4.2. Hom, (F,G)
Sean F y G haces de O x-mddulos sobre X y U C X abierto. Consideremos

Hom, ., (F(U),G(V))

el conjunto de homomorfismos de Ox (U)-médulos de F(U) a G(U). Tenemos
que este conjunto tiene estructura de Ox(U)-mddulo, con suma y multipli-
cacién definida de la siguiente manera: sean f,g € Hom,, ., (F(U),G(U))y
s € F(U), entonces

(f +9)(s) == f(s) + 9(s)
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y para todo a € Ox(U), (af)(s) == af(s).

Ahora, sea Hom, (F,G) el conjunto de todos los homomorfismos de
Ox-mddulos de F en G. Note que Hom,, (F,G) # @. En efecto, tenemos el
homomorfismo 0y : F(U) — G(U) tal que s — 0. Entonces,

0:={0y} € Hom,, (F,G)
Sean p, 1) € Hom,, (F,G). Definamos
¢+ :={p, +1,| U abierto en X'}
Note que o+¢ € Hom,, (F,G). En efecto, si V C U, s € F(U), entonces
(SOU + 1/}U)<S)|V = QOU(S)‘V + ¢U<S)|V
= ¢y (slv) + ¢y (slv)
= (oy +9y)(slv)
Lema 1.34. (Hom, (F,G),+) es un I'(X, Ox)-médulo.
Demostracion. ¢+0 = 0+¢ = ¢. Por tanto 0 € Hom,, (F,G), es el elemen-
to cero. Ademds, —p = {—¢p, } € Hom, (F,G)y ¢+(—¢) = (—p)+¢=0.

La asociatividad y la conmutatividad se siguen de que
Hom,,_ ., (F(U),G(U))

es un grupo abeliano para todo abierto U C X.

Sea a € I'(X, Ox). Definimos

a-¢:={alv-pu}

donde - de la derecha es la accién de Ox(U) sobre Hom, . (F(U),G(U)).
[

Ahora, fijemos F y G haces de Ox-moddulos. Definamos una aplicacion
Top(X) — Ab tal que

U HomOX‘U(]:|U, Q]U)
Para todo abierto V' C U tenemos un homomorfismo de Ox |y-mddulos
HomOX‘U(.F|U,g|U) — Hom,, | (Flv,Glv) *

tal que ¢ — ¢,
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Teorema 1.35. La coleccion {Homoxm(}"][],gw)]U cX abierto} junto

con los morfismos definidos en (x) definen un haz de Ox-mdédulos.

Demostracion. Dado que la asignacién entre los homomorfismos de ambas
categorias es precisamente la restricciéon de morfismos de haces, entonces es-
ta aplicacién es un prehaz de Ox-mddulos.

Ahora, sea U C X un subconjunto abierto, {U;},., un cubrimiento abier-
tode Uy ¢ € Hom,  (Flu,Glv) tal que @[, =0 (V) i€l Sea VCU,
entonces podemos escribir

v=Jvnu
i€l
por lo supuesto sobre ¢, tenemos que ¢, ., =0 (V) i € I.
Ahora, sea y € F(V'), entonces Z

v Wlvow, = Pvov, Wlvay,) =0

(V)i e I. Como G es un haz, entonces ¢, (y) = 0. Asi, ¢, = 0. Por tanto,
p=0.

Sean ¢ € Hom,, | (Flv,,Gv,) tal que

(%) ()

@ S =

y s € F(V). Consideremos 908'21[/‘(5|va1~) € G(VnNU,) para cada i € I. Se
sigue de la conmutatividad de los morfismos con las restricciones que

(3)

ot G)

( |VﬁU )|VmUmU = SDVQU ( |va )|VﬂUmU
dado que G es un haz, entonces existe un tnico t, € G(V) tal que
tslyew, = P50 (Slvow,)-
Definamos ¢,, : F(V) — G(V) tal que s — t,. Sean s,s" € F(V). Dado que
I (I R CIL I C Py

entonces, por la unicidad de ¢4 s, tenemos que t, ¢ = ts + ty. Por tanto
¢, es un homomorfismo de grupos abelianos. Ahora, usando la estructura de
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Ox-médulos, tenemos que ¢, es un homomorfismo de Ox (V')-médulos.
Sea W C V un abierto no vacio. Entonces,

ts’W - ts|W

En efecto,

tslwov, = (tslvow,)lwrw,
= ng%Ui(ﬂvai)
= So(viv)myi(3|mei)
= e, ((slw)lwow:)

wnu;

asi, la igualdad se sigue de la unicidad de t,,, con esta propiedad. Por tanto
ov(s)lw = pw(s|w), asi la coleccién ¢ := {¢, } € Hom,, | (Flv,Glv) y por
construccién |y, = @' O

Denotemos este haz de Ox-mddulos con Home, (F,G) (6 simplemente
con Hom(F,G) si no existe confusién con el haz estructural sobre X) y lo
llamamos el haz de Ox-morfismos de F en G. En particular, si G = Ox, en-
tonces decimos que Hom(F, Ox) es el haz dual de F sobre X y lo denotamos
con F .

1.4.3. Haces invertibles

Un Ox-médulo F es localmente libre si existe un recubrimiento abierto
{Ui}er de X, tal que Fly, es un Ox|y,-médulo libre.

Llamaremos el rango de F en el abierto U; al rango de F|y, (ver defini-
cién [1.33)).

Cuando dicho rango es finito e igual en todos los abiertos del recubri-
miento, digamos n, se dice que F es un haz localmente libre de rango n. En
particular, si n = 1 decimos que F es un haz invertible.

Ejemplo 1.36. Ox es un haz invertible sobre X.
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Lema 1.37. Sea F, un haz invertible sobre X y {U;},_;, un cubrimiento

abierto de X, tal que F|y, = Ox|y, (Y) ¢ € I. Entonces,

i€l

HO?TL(JT", OX)lUi = HOm(Ox, OX)’U«L

es un isomorfismo de Ox |y,-médulos, (V) i € I.

Demostracion. Fijemos ¢ € I. Sean ¢; : Fly, = Ox]|y, el isomorfismo de
la hipétesis y V' C U; un abierto no vacio. Sea h € Hom Flv,Oxlv).

€ Hom (Ox|v, Ox|v). Definimos

'
\4 Oxly

Oxlv (
Entonces h o ¢,

’QDV : Hom(}", Ox)lv — Hom(OX, Ox)‘v

tal que h — ho |, .

Note que 1, es un isomorfismo de Ox|y-médulos con inversa
Hom(Ox,Ox)|lv — Hom(F,Ox)|v
tal que g — g o @;ily. O
Lema 1.38. Hom(Ox,Ox) = Ox

Demostracion. Sea V- C U abiertos no vacios. Dado que Ox (V') es un médulo
libre de rango 1 sobre él mismo, entonces

enviando t — t.(: s — ts), es un isomorfismo de Ox(V)-mddulos.

Sea g € Hom, | (Ox|u,Ox|v). Por lo anterior, para cada V. C U
(3) tv € Ox(V) tal que ty, = gy. Por la conmutatividad de g con las res-
tricciones tenemos que (V) V, V' C U, note que ty|vay: = tv/|lvav: = tvav,

. Dado que
v=v

VCcU

entonces existe un unico t € Ox (V) tal que t|y = ty, por lo anterior t = t.

Definimos
Hom (Ox|v, Oxlv) = Ox(U) ()

Oxlu
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tal que g — ty.
Ahora, sea s € Ox(U). Entonces, para cada V' C U tenemos
S’VL : Ox(V) — Ox(V)

Consideremos ¢, := {s]y, : V CU}. Este es un elemento de Hom,, | (Ox|v,Ox|v).
Entonces, definamos

Ox(U) — HOMOX‘U«QxlU, OX|U) (**)
tal que s — ;. (%) y (#*) son inversas una de la otra. O

Teorema 1.39. Sea F un haz invertible sobre X . Entonces F ~es invertible.

Demostracion. Sea {U;},.;, un cubrimiento abierto de X, tal que Fly, = Ox
(V) ¢ € I. Entonces, por los dos lemas anteriores

U;

HOTTL(./_", OX)|U¢ = HOM(Ox, Ox)

U; g(/))(

U;
]

Proposicion 1.40. Sean F y G dos haces invertibles sobre X. Entonces,
F ® G es un haz invertible.

Demostracion. Sean {U},.; vy {Vj},c; cubrimientos abiertos de X tal que

wz’:f’Ui_)OXUi
vi: Glv, = Oxly,

son isomorfismos de O x-médulos (V) i € I, j € J.

Podemos escribir

X= J uny

icljeJ

Ademas, tenemos que
Yilv,nv; - Fluinv, = Oluiny;
vilv.nv; : Gluav; = Oluiny,
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son isomorfismos de Ox|y,nv,-médulos (V) i€ I, j € J.

Por lo que hemos encontrado un cubrimiento comun, con el cudl F y G
son localmente libres. Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos supo-

ner que ambos cubrimientos son el mismo, digamos {U;},;.

Fijemos i € I y consideremos el prehaz (F®, §)|v,. Entonces, para cada
V' C U; tenemos los isomorfismos de Ox (V)-médulos

Yi,  F(V) = O(V)
i, 1 G(V) = OV)

entonces, F(V)®
Por tanto,

G(V) = Ox(V) es un isomorfismo de Ox (V')-médulos.

Ox (V)

(F @0, 9)

es un isomorfismo de prehaces. Asi, los haces asociados son isomorfos como
Ox|y,-médulos (i.e.)

v, = Ox

U;

(F®G)
Por tanto F ® G es localmente libre de rango 1. O

v = Ox

Ui-

Proposicion 1.41. Sea F un haz invertible sobre X . Entonces F Q F = Oyx.
Demostracion. Ver [4], Cap. I, Proposicién 6.12, Pag. 143. ]

Sea Inv(X) el conjunto de haces invertibles sobre X; F, G € Inv(X),
escribimos F ~ G si y solo si F = G. ~ es una relaciéon de equivalencia.
Denotemos la clase de equivalencia de un haz invertible F con F. Ahora,
definamos

FRG=FRG

Note que esta operacion, la cual llamaremos producto tensorial, esta bien
definida. En efecto, sean F = F'y G = G', entonces por la proposicién [1.32]
inciso iii), FRG = F @G’

Proposicién 1.42. (Inv(X),®) es un grupo abeliano.

Demostracion. Se sigue de la proposicion anterior y de las proposiciones
[1.32], [1.39], [1.40] y [1.38]. ]
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Proposicién 1.43. Sea F G ey () una sucesion exacta

de Ox-mdédulos sobre X y L un haz invertible sobre X . Entonces, la sucesion
0—LQp, F LR, § ——LQp, H—0

es exacta.

Demostracion. Para cada x € X, tenemos la sucesion exacta

0 Fa G H. 0.

Ahora como L es un haz invertible, entonces para cada x € X L, es un
Ox z-mdbdulo libre de rango 1. Por tanto la sucesién

0 EI ®0X’z ‘FCE ’ 'C:c ®OX,(E gz > ['x ®@X71 Hz —0

es exacta. O

1.5. Imagen directa de un haz

Definicién 1.44. Sean (X,T) e (Y, T') espacios topoldgicos, f : Y — X
una aplicacién continua y F un haz sobre Y con valores en una categoria
C. Sea {'O/vaf| VU e T’} el conjunto de F-restricciones. Para cualquier
conjunto abierto U C X, definimos

fLFU) = F(f7H(U))
vy para todo V € T tal que V C U tenemos
P LS FU) = L F (V)

LAV antY (o))

denotemos esta aplicacion con p,,,,. Entonces, {f.F(U), p,,, } definen un haz
llamado imagen directa de F bajo f sobre X, el cual denotaremos con f,F.

Proposicién 1.45. Sea Y C X un subespacio cerrado y F un haz de grupos
abelianos sobre Y. Entonces

i

Fo, ipeY
0, en otro caso.
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ii) (V) n € Z>o,
i F" = (i, F)".

Demostracion. 1) Sip € Y, tenemos U, := {U C X| U es abiertoen X y p € U}.
Entonces,

F, = limg F(UNY)
Uelt,
= liny i, F(U)
Ueld,

= (i.F)p

pues todos los abiertos sobre Y son de la forma U NY para U abierto en X.

Ahora, consideremos el abierto U’ = X\Y. Entonces,
i.F(U') = F(@)=0.

Seap e Uy s € i, F(U) para algin abierto U en X tal que p € U. Por la
definicién de las restricciones sobre i, , tenemos que

slunur = 0.

Dado que U y s son arbitrarios, entonces (i,.F), = 0.

ii) Se sigue de la definicién del haz suma directa. O
Sean F y G haces de grupos abelianos sobre Y C X un subespacio cerrado
p: F—=g
un morfismo de haces. Entonces, tenemos un morfismo de haces
Oy 1 F = 1.G

dado por la coleccion {p., == ¢, ., | U C X abierto}.

Proposicién 1.46. Sea () F-f.g- Y.y () una sucesion exacta
de haces de grupos abelianos sobre Y. Entonces, la sucesion

0 WF i G i 0

es exacta.
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Demostracion. Se sigue de la definicion de las aplicaciones ¢, y . m

Sean (Y, Oy), (X, Ox) espacios anillados (ver definicién [1.24]).

Definicién 1.47. Un morfismo de espacios anillados de (X, Ox) a (Y, Oy)
es un par (f,g) tal que

i) f: X — Y es una funcién continua.

ii) g : Oy — f.Ox un morfismo de haces.

Consideremos
(f,9):Y =X

una aplicacion de espacios anillados y F un haz de Oy-mddulos sobre Y. En-
tonces, f,JF tiene una estructura natural de f,Oy-modulo. Ademas, tenemos

g:O0x — f.Oy.
Por tanto, f,F tiene una estructura de Ox-maédulo.

Sea X una variedad algebraica e Y una subvariedad de X. Entonces, el
haz estructural Oy, induce un haz Oy sobre Y de la siguiente manera: sea
U C Y un conjunto abierto, definamos
f:U—=k: (V)zeU, (3) un abierto VC X, z €V,

y g € Ox(V) tal que flynr = glvau

Oy(U) = {

En particular, (Y, Oy) es una variedad (ver [8], Cap. I, Sec. 6, Nota I, pag.
38.). Entonces, decimos que Y es una subvariedad cerrada de X.

Tenemos una aplicacion i : Y — X de variedades definida por la inclusion
de espacios topologicos, donde
Ty @) X — i*Oy
es simplemente la restriccién de funciones (i.e) para g € Ox(U), implica
g|YmU € Oy(U N Y))
Definamos
ker(i*) :== Jy

éste es un haz de ideales (i.e.) Jy (U) es un ideal de Ox (U) para todo abierto
UCX.
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Proposiciéon 1.48. Con la notacién anterior,
Ty : OX — Z*Oy
es sobreyectiva.

Demostracion. Tenemos una aplicacién definida sobre los gérmenes (ver Sec.
1.3)
i*x : OX@ — (Z*Oy)x

Supongamos x € Y, entonces por la proposicién [1.45] (i,Oy), = Oy,.

Sea s, € Oy, entonces s € Oy (U NY') para algin abierto U en X tal
que x € U. Por definicién de Oy existe un abierto U’ C X tal que x € U’ y
una seccién t € Ox(U’) tal que

tlonuny = slonvny s

entonces (t01i), = S,. O

Por tanto tenemos la sucesion exacta de Ox-mdodulos

0 Ty Ox 15Oy —=0

llamada sucesion exacta fundamental asociada a 'Y .
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Fibrados vectoriales y Divisores
de Cartier

Sea (X, Ox) una variedad algebraica sobre un campo k algebraicamen-
te cerrado. Definamos K(X) como el campo de funciones racionales sobre
X; K*(X) como el conjunto de funciones racionales invertibles sobre X y
O*(X) C £*(X) el conjunto de unidades en el anillo I'(X, Ox). Entonces, si
fe K (X), feOx(X)siysdlosi f no tiene polos ni ceros en X. Ademas,
para cualesquiera dos abiertos Vy U de X,siV C Uy f € Ox(U), entonces
f € Ox (V) significa que f|y € Ox (V).

Para cualquier n € Z~o, A"(k) (6 A") y P"(k) (6 P") denotan el n-espacio
afin sobre k y el n-espacio proyectivo sobre k, respectivamente.

2.1. Fibrados vectoriales

Sear € Z~g. Un fibrado vectorial de rango r sobre una variedad algebraica
X, esun par (E, ), donde E es una variedad algebraica sobreky 7 : £ — X
un morfismo sobreyectivo de variedades tal que:

i) existe un cubrimiento abierto {U,} ., de X e isomorfismos de varieda-

acA

36
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des p, : 7 H(U,) — U, x A"(k) tal que el siguiente diagrama conmuta:

U, — U, x A7(k)

\ Lpl

Ua

donde P; es la proyeccién sobre el primer factor.
i) (V) a,8€ Ay xeU,NUs, (3) gas(x) € GL(r, k) tal que

Pa © 9051@77“) = (, gap(z)v)

(V) v e A"(k).

Los morfismos ¢, son llamados trivializaciones locales de E y los con-
juntos E, := 7 *({z}) (V) z € X, las fibras de E. En particular, si r = 1
decimos que (F,m) es un fibrado en rectas. Denotaremos el conjunto de las
trivializaciones locales de E por {(Ua; ¢a)}aea-

Sea M(r, k) el k-espacio vectorial de las matrices de r X r con entradas
en k. Identificamos el espacio M (r, k) con k™ ordenando las entradas a;; de
las matrices con el orden lexicografico, (i.e.)

ay;p G2 - Qip
Q21 Q22 -+ Q2p

7 (a/llaa/127"’7a17’7a217"'7a7‘7‘)'
Ar1 Qp2 - Ay

Esta aplicacion define un isomorfismo de k-espacios vectoriales. Por tan-
to, podemos dar estructura de k-variedad afin a M(r, k).
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Consideremos el subespacio de las matrices invertibles GL(r, k). Sean
{Y;;} las coordenadas de M (r, k). Entonces, det(Y;;) € k[Y11,...,Y,,], asi

M0 Raatry) = {4 € M) - det(4) # 0}
= GL(r k)
Por lo que GL(r, k) es un abierto afin de A" (k).
Proposicién 2.1. La aplicacion
Uy, N Uz — GL(r, k) C A™ (k)
tal que © — go3(x) es un morfismo de variedades.

Demostracion. Denotemos esta aplicacién por g,g, note que estd dada por
una matriz (g;;) de r xr funciones k-valuadas sobre U,NUj. Entonces, es sufi-
ciente demostrar que g;; es una funcién regular sobre U, NUg para cada (i, 7).

De la definicién de fibrado vectorial tenemos que
Pa 05" Ua MUz x A™(k) = Uy N U x A" (k)

es un isomorfismo dado por (z,v) — (, gos(z)v).

Ahora, sea {e; : i =1,...,r} la base canénica para A"(k). Entonces para
cada 1, la restriccion

i = g © ¢51|UQOUBX{%} U, NUg x {e;} = Uy, NUz x A"(k)
es un morfismo de variedades. Consideremos la inclusién natural
i:UsNUg = Uy NUg x {e;}
y la segunda proyeccion
Py :U,NUg x A"(k) — A"(k).

Entonces, la composicién Py o p; 04 : U, N Uz — A"(k) es un morfismo de
variedades, (i.e.) para todo x € U, N Uz tenemos que

(P20 p;01)(x) = gap(z)e;
= (gui(x), -+, gri(x)),
por tanto gi;, ..., gn € Ox(Ua NUp). Asi, (V)i,j ¢i5 € Ox(Uy NUp). O
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Las matrices gns(z) son llamadas matrices de transicion para E.
Ademas, estas matrices satisfacen las siguientes identidades:

" o) = id.
Tenemos Yo, = idy, xar)-

- Gup()95 (&) = gy ) s0bre Uy U5 MU,
En efecto,

(2, gy (2)0) = a0 93 (7, 0)
= 00 0 5 0 g ot (x,v)
= (pa 0 05" )((z, gy (7)V))
= (%, 9ap (%) g5 (7))
Proposicién 2.2. Sea (E, ) un fibrado vectorial de rango r sobre X . Consi-

deremos las trivializaciones locales de E, {(Uq, ¢a)} Entonces, para cada
a € A, U, puede ser considerado afin.

acA’

Demostracion. Sea V' C U, un conjunto abierto no vacio, entonces por la
continuidad y la sobreyectividad de 7, 7= (V) C #~'(U,) es un abierto no
vacio.

Note que @, (771 (V)) =V x A"(k). En efecto, sea x € 7 1(V), entonces
7(x) € V. Dado que m = P; o ¢,, entonces p,(x) € V x A"(k). Inversa-
mente, sea (y,v) € V x A"(k), entonces 7(p,'(y,v)) = y € V, por tanto
o (y,v) € m1(V), esto implica que (y,v) € po (7~ H(V)).

Asi, por el corolario [B.4],
Palr-1v) : (V) =V x A"(k)

es un isomorfismo. Ademas, 7| -1(vy = @alz-1(v) © Pilvxarg ¥ si W C Ug,
entonces la condicién i) de la definicién de fibrado vectorial se sigue cum-
pliendo con gn5(z) € GL(r, k) y las restriciones de ¢, pg sobre VN W.

Puesto que los abiertos afines forman una base sobre X, lo anterior prueba
que la cubierta abierta de la definicién de fibrado vectorial puede considerarse
afin. [
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Proposicién 2.3. Sea (E, ) un fibrado vectorial de rango r sobre X. Con-
sideremos las trivializaciones locales de E, {(Uy, pa)} Entonces, E, es
un k-espacio vectorial de dimension r.

a€cA"

Demostracion. Por la proposicién [2.2], podemos suponer U, abierto afin
para todo o € A. Sea x € X, entonces {x} es un subespacio cerrado irre-
ducible de U, para alguin a € A. Por la continuidad de 7 tenemos que
7 t{z}) € 77 1(U,) es un conjunto cerrado. Dado que

pa(n ({2})) = {z} x A" (),
entonces, por el corolario [B.4],
Palp,  Bx — {2} x A"(k)
es un isomorfismo de variedades.

Ahora, tenemos una estructura de k-espacio vectorial sobre {x} x A"(k)
dada por

(x,v) + (z,v) := (z,v + )

v (x,0) = (2,00)

para todo v,v" € A"(k), donde la suma y el producto de la derecha de ambas
ecuaciones son las definidas sobre el k-espacio vectorial A"(k). Por lo tanto,
{z} x A"(k) es un k-espacio vectorial de dimensién r. Entonces, podemos
definir una estructura de k-espacio vectorial sobre cada fibra FE, tal que
¥alp, €s un isomorfismo de k-espacios vectoriales, de la siguiente manera

y+y = (valy) + 0al¥))
Ay = (Aea(y) (VA €k

donde la suma de la derecha es la definida sobre {x} x A"(k).

Note que esta estructura sobre E, no depende de la eleccion de la trivia-
lizacién, pues si x € Ug, entonces

g0§1|Em S R R

es un isomorfismo de k-espacios vectoriales. O
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Ejemplo 2.4. Consideremos la primer proyeccion Py : X x A" (k) — X.
Tenemos que P;'(X) = X x A"(k). Entonces, para

idXXA’”(k) : Pfl(X) — X X Ar(lﬂ)

el diagrama del inciso i) de la definicién de fibrado vectorial conmuta y la
matriz identidad en GL(r, k) es la matriz de transicién para E.

Por tanto, éste es un fibrado vectorial, llamado fibrado vectorial trivial de
rango r.

Ejemplo 2.5. Sea (E,7) un fibrado vectorial de rango r sobre X, U C X
abierto no vacio. Entonces, 7|1y : 7' (U) — U es un fibrado vectorial con
fibras E, tal que x € U.

Dado que 7 es continua, entonces 7~ 1(U) es una subvariedad abierta de
E. Ademads, 7|,-1(y) es sobreyectiva. Consideremos las trivializaciones de £

Yo T HUy) = Uy x A" (k)
entonces,
Yo = Palr-rwrvy 1 7 (U NUs) = UN Uy x A" (k)
o € A, son isomorfismos de variedades y 1, 0 Py = 7|1y donde
P:UNU,xA"(k) = UnNU,

es la proyeccion sobre el primer factor. Como UNU,NUg C U,NUpg, entonces
(V)x € UNU,NUg tenemos que existen g,5(z) € GL(r, k) tal que
Va0 Y5 (2,0) = ga 095 (z,0)
= (2, gap(2)v)

(Vv e A"(k).

Denotaremos este fibrado vectorial de rango r sobre U con E|y, cuyas

trivializaciones locales son {(¢q, U NUy)} e a-
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2.1.1. Morfismos de fibrados vectoriales

Definicién 2.6. Sea g : E — X y g : B/ — X fibrados vectoriales. Un
morfismo de fibrados vectoriales es un morfismo de variedades f : E — E’
tal que:

i) el siguiente diagrama conmuta

E— g

X

ii) para toda x € X, la aplicacion f, := f|g, : E, — E. es una transfor-
macion lineal de espacios vectoriales.

Sean g : FE — X, : B/ — X y mpv : E” — X fibrados vectoriales, y
sean f: B — FE', g : ' — E" morfismos de fibrados vectoriales.

Proposicién 2.7. go f: E — E” es un morfismo de fibrados vectoriales.

Demostracion. Dado que f y ¢g son morfismos de fibrados vectoriales, enton-
ces, Tg =T O f y Ty = Wgr 0 g. Asi,

7TE:7TE//OgOf

Ahora, (V) v € X, flg, : E; = E., y g|g, : E,, — E son transformaciones
lineales, entonces (g o f)|g, = glr, © fle, : Ex — E. es una transformacién
lineal. [

Asi, la coleccién de fibrados vectoriales sobre una variedad fija X y los
morfismos definidos entre ellos forman una categoria.

Teorema 2.8. Sean (E,7g) y (E',mp) fibrados vectoriales sobre una varie-
dad X. Un morfismo de fibrados vectoriales f : E — E’', es un isomorfismo
de fibrados vectoriales si y solo si f es un isomorfismo de variedades.

Demostracion. Si f es un isomorfismo de fibrados vectoriales, entonces f es
un isomorfismo de variedades.

Inversamente, si f es un isomorfismo de variedades, entonces f~!: B/ —
E es un morfismo de variedades. Demostraremos que f~! es un morfismo de
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fibrados vectoriales.
Dado que f es un morfismo de fibrados vectoriales, entonces g = mp o f.
Asi, mpo fl =mp.

Ahora, tenemos f; ! := f7'|g : E, — E,. Note que f,o f;' =idg y
[ 'o f, =idg,. Entonces f;! es una tranformacién lineal. O

De la demostracion anterior deducimos que si f es un isomorfismo de
fibrados vectoriales, entonces F y E’ tienen el mismo rango, en efecto, pues
fz es un isomorfismo de k-espacios vectoriales.

Definicién 2.9. Un fibrado vectorial (E, ) de rango r sobre X se dice trivial
si es isomorfo al fibrado vectorial trivial sobre X de rango r.

Definicién 2.10. Dos fibrados vectoriales (E,7g) y (E', mg) sobre una va-
riedad X son localmente isomorfos si para cada x € X, existe una vecindad
abierta no vacia U C X de x tal que los fibrados vectoriales sobre U, E|y
(para esta notacion ver ejemplo [2.5]) y E'|y son isomorfos.

Proposicién 2.11. Sea (E,7) un fibrado vectorial sobre X de rango r.
Entonces, (E,m) es localmente trivial (i.e.) localmente isomorfo al fibrado
vectorial trivial de rango r sobre X.

Demostracion. Consideremos las trivializaciones locales de E, {(Ua, ¥a)} 4ea-
Demostraremos que ¢, es un morfismo de fibrados vectoriales (V) a € A.

Por definicién de fibrado vectorial el siguiente diagrama conmuta

1Y Uy) =25 U, x A" (k)

o

Ua

y ademas, ¢, |g, : Ex — {x} x A"(k) es una transformacién lineal. Ahora,
dado que ¢, es un isomorfismo de variedades entonces por el teorema [2.8],
Ely, vy X x A"(k)|y, son isomorfos para todo o € A. O

2.1.2. Haz de secciones de un fibrado vectorial

Consideremos fibrados vectoriales de rango r sobre una variedad fija X.
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Definicién 2.12. Sea (E, ) un fibrado vectorial sobre X . Una seccion de E
sobre un subconjunto abierto U C X no vacio, es un morfismo de variedades
s:U — FE tal que wo s = idy.

Denotamos al conjunto de secciones de E sobre U por I'(U, E).

Proposicién 2.13. Con la notacién anterior, I'(X, E) # &.

Demostracion. Definamos so : X — E, tal que z — (z,0) € E,. Prime-
ro demostremos que es un morfismo de variedades. Por el teorema [B.1], es
suficiente ver que sobre los abiertos afines de las trivializaciones es un mor-
fismo; en particular, sobre éstos el fibrado es localmente trivial, por la tanto
podemos considerar E como el fibrado vectorial trivial de rango r sobre X.

iy - X X AT(k) = X x A"(k)
Sea so : X — X x A"(k), tal que z — (x,0). Note que
sop = (idx,0) : X — X x A"(k)

Asi, sp es un morfismo de variedades. Ahora, (V)x € X, Pi(so(x)) = x. Por
tanto sp € ['(X, X x A"(k)). O

sp se llama la seccion cero de E.

Sean s, t € I'(X, E). Tenemos que 7(s(z)) = =z (V) x € X, por tanto
s(z) € E,. Definamos

(s +1t)(x) := s(z) + t(z)

donde la suma de la derecha es la suma definida sobre el k-espacio vectorial
E,.

Lema 2.14. Sea h € I'(X,Ox) y s € I'(X, E), entonces hs : X — E tal que
x +— h(z)s(z) es una seccién de E sobre X.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer X afin y F fi-

brado vectorial trivial de rango r. Como en la demostracion de la proposicion
[2.15], s = (id, f) : X — X x A"(k), donde

f:(flafr>X_>Ar(k)
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es un morfismo de variedades.

Note que la aplicacién hf : X — A"(k) tal que = — h(z)f(x) es un
morfismo de variedades.

En efecto, dado que f; € T'(X,Ox), entonces hf; € T'(X,0x), i =
L,....,r;yhf=(hf1,...,hf).

Veamos que hs = (idx, hf). Sea z € X, entonces

(hs)(z) = h(z)s(x)
= h(z)(z, f(x))
(@, h(z)f(x))
= (z, (hf)(2))
y dado que E, es un k-espacio vectorial, entonces h(x)s(z) € E,. Por lo tanto
Pi(h(x)s(x)) = z. Asi, hs € ['(U, E). O

Teorema 2.15. (I'(X, E), +) es un I'(X, Ox)-mddulo.

Demostracion. Note que s+t € T'(X, E).
En efecto, primero demostremos que s + t es un morfismo de variedades.

Consideremos X variedad afin y E como fibrado vectorial trivial de rango r
sobre X.

Tenemos que s = (f', f) y t = (¢, 9), donde
flod X—X
f: (f17"'af7")7g: (Eh,---,gr) X—)Ar(k’)

son morfismos. Dado que Pios =idx y Pyot = idx, entonces f' = ¢’ = idy.

Note que la aplicacién f+g: X — A"(k) tal que z — f(z) + g(x), es un
morfismo de variedades. En efecto, tenemos que f;, g; € T'(X, Ox) (V)i, y éste
es un anillo, entonces f;+g¢; € I'(X,Ox), V)iy f+g9=(fi+aq1,---, fr+9r).

Asi, s+t = (idx, f+9g): X = X x A"(k) es un morfismo de variedades.
Sea x € X. Dado que s(z) + t(x) € E,, entonces P;(s(z) 4+ t(z)) = x. Por lo
que Py o (s+1t)=1idx.
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Ahora, s + sop = sp + s = s, entonces la seccién cero sg € I'(X, E), es el
elemento cero en I'( X, E).

Veamos que la aplicacién ¢’ : X — X x A"(k) tal que x — —s(z) es una
seccion de F.

Tenemos que s = (idy, f). Ahora, note que la aplicacién f”: X — A"(k)
tal que x — —f(x) es un morfismo de variedades.
En efecto, dado que f; € T'(X,Ox), entonces —f; € I'(X,0x), i = 1,...,7;
Yy f// = (_fla- . -a_fr)'

Entonces, s’ = (id, f”) : X — X x A"(k) es un morfismo de variedades.
Dado que (V)z € X, —s(z) € E,, entonces Pi(—s(z)) = z. Asi, s € I'(X, E)

Ademaés s" es el elemento inverso de s. En efecto, sea x € X, entonces
(s 4+ s)(z) = §'(x) + s(x) = —s(z) + s(z) = 0, = so(z) y andlogamente,
s+ s = sg. Denotaremos a s’ como —s, para indicar que es el elemento in-
verso de s.

La asociatividad y la conmutatividad se siguen de que E, es un k-espacio
vectorial para todo x € X.

Por el lema [2.14], tenemos que I'(X, E) es un I'(X, Ox)-médulo. O

Dado que k C T'(X, Oy), entonces I'(X, E) es un k-espacio vectorial.

Proposicién 2.16. I'(U, E|y) =T'(U, E)

Demostracién. Sea s € I'(U, E|y), entoncess : U — 71 (U) C E,y 7o s = idy.
Por tanto s € ['(U, E). Sea t € I'(U, E), entonces t(U) C 7 (U), por lo que
t e (U, E|y). O

Ejemplo 2.17. Consideremos (X x A'(k), P) el fibrado vectorial trivial de
rango 1 sobre X. Sea f € I'(X, Ox). Entonces, la aplicacién x — (z, f(z)) es
un morfismo de variedades. Ademds, P o (idx, f) = idx. Por tanto (idx, f)
es una seccién de X x A'(k) sobre X.

Inversamente, toda seccién en I'(X, X x Al(k)) tiene esta forma. En efec-
to, sea s € T'(X, X x AY(k)). Entonces, s = (idy, g), donde g € T'(X, Ox). Por



Capitulo 2 47

tanto podemos identificar biunivocamente I'(X, X x A'(k)) con I'(X, Ox).

Mas aun,
¢:T(X,X x A'(k)) = I'(X,0x)

tal que (idy, f) — f es un isomorfismo de I'(X, Oyx)—mdbdulos. En efec-
to, sean g,h € I'(X,Ox). De la demostracién del lema [2.14] se sigue que
g(idx, f) = (idx,gf) y de la demostracién de [2.15]

(idx, f) + (idx,h) = (idx, f + h).
Entonces

= ¢((idx, gf + h))
=gf+h
= g¢((idx, f)) + ¢((idx, h))

Por tanto, ¢ es un homomorfismo de I'(X, Ox)-mé6dulos. Y por lo anterior
éste es biyectivo.

Ejemplo 2.18.
L(P"(k),P"(k) x A*(k)) =2k

Por el ejemplo anterior tenemos que
D(P"(k),P" (k) x A'(k)) = T(P"(k), Opnry) = k,

pues las unicas funciones regulares sobre P™ son las constantes (ver proposi-
cion [4.9]).

Mas ain, T'(P"(k),P"(k) x A"(k)) = A"(k). En efecto, tenemos que un
morfismo

F:P(k) — A"(k)

esta dado por r funciones regulares sobre P"(k), por tanto podemos identificar
cada seccion s = (id, F') con un iinico punto de A" (k) y viceversa.
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Sea U C X, abierto no vacio, (F, ) un fibrado vectorial de rango r sobre
X. Definamos

EWU):=T(U,E)
VCUw—T(UE)—T(V,E)

tal que s — s|y es la restriccion de morfismos. Asi, £ es un pre-haz y ademads
se satisface la condicién i) de la definicién de haz.

Teorema 2.19. £ es un haz de Ox-mddulos.

Demostracion. Sélo falta verificar la condicién ii) de la definicién de haz.
Sea V' = U, Vi, s; € I'(V}, E). Supongamos que s;lv;nv, = sjlvnv,
(V)j,j" € J. Entonces, tenemos una aplicacién s : V' — E tal que sy, = s;
(V)j € J. Mostremos que s € I'(V, E).

Primero demostremos que s es un morfismo de variedades. Supongamos
que los abiertos de las trivializaciones U; son afines. Entonces por la propo-
sicién [B.1] es suficiente demostrar que (V)j € J

s: U, NV, — 7 1 (Uy)

es un morfismo de variedades, pero s| = $jlv,nu,- Por tanto s es un

Uar']V]-
morfismo.

Ahora, sea x € V, entonces x € Vj, para algin j € J. Asi,

m(s(x)) = m(s;(x)) = 2.

Por el lema [2.14] y dado V' C U, fs € Lg(U), entonces (fs)|ly = flvs|y €
L(V), entonces € es un Ox-mddulo. O

Entonces, £ es un haz de Ox-modulos sobre X, llamado el haz de seccio-
nes de E.

Teorema 2.20. Sean (E,ng) y (E',mp) fibrados vectoriales sobre X, y
f: E — E' un isomorfismo de fibrados vectoriales. Entonces, (V) abierto no
vacioU C X, T'(U,E) = T'(U, E') como Ox(U)—mddulos.
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Demostracion. Consideremos la aplicacién F' : I'(U, E) — I'(U, E’) dada por
s+— fos. Note que F' esta bien definida.

En efecto, pues f o s es un morfismo y dado que mg o f = 7g, entonces
mE o fos=1idy.

Veamos que F' es un homomorfismo de Ox(U)—mdédulos. Sean s,t €
I'U,E), g € Ox(U), x € U. Entonces

Supongamos que fos = fot, dado que f es un isomorfismo, entonces
s = t. Ahora, sea g € I'(U, E'), entonces f~' o g € T'(U, E). En efecto, pues
mpoftog=mgog=idy. Asi, F(f~1og) = g. Por tanto F es biyectiva. [J

2.1.3. Fibrados en rectas y Haces invertibles

Sea 7 : I/ — X un fibrado vectorial de rango 1 y {(Ua; @a)}aeq Sus tri-
vializaciones locales.

Sea L el haz de secciones de E. En la seccién 2.3 demostramos que Lg
es un Ox-moddulo sobre X.

Por la proposicién [2.11] tenemos que Ely, es isomorfo a (U, x A*(k), P;)
(V) a € A. Asi,
Lglv, — Oxlu,

tal que s +— @, 0 s es un isomorfismo de Ox|y,-mdédulos (ver teorema [2.20]
y ejemplo [2.17]). En particular, podemos denotar estos isomorfismos como
Yo Asi, Lg es un haz invertible.

Inversamente, sea L un haz invertible sobre X . Asi, existe un cubrimiento
abierto {U,},.4 para X tal que ¢ : L|y, — Ox|y, es un isomorfismo de
Ox|v,-médulos. Entonces, '@, : L(U,) — Ox(U,) es un isomorfismo de
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Ox (Uy)-mo6dulos.

Para cada o € A, sea s, € L(U,) tal que ¢, (s,) = 1, por tanto s, es
una Ox(U,)-base para L(U,).

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo.

a)

Ua OX (Uoc)

| |

L(U, NUp) —= Ox (U N Up)

<P< )U nUg

entonces, {3a|UamUﬁ} y {35|UamU5} son Ox (U, N Up)-bases para L(U, N Ug).
Por tanto,
3,8|UQDU5 = gaﬁsaanﬂUﬁ

con gag € O%(Ua NUg). Asi, gop : UoNUs — GL(1,k) = k* es un morfismo
de variedades. Ademads, g,s satisfacen las siguientes condiciones:

1) Goa = 1.

1) Gay = Gapgsy sobre U, N Uz N U,.
La condicién ii) se sigue de las relaciones

L. 88lv.nvs = GapSalvanus

2. 8y|usnu, = 9pySslusnu,

3. S'Y‘UamU7 - ga78a|UamUw

en efecto,

(gﬁ’y55>|UaﬁU5mUv = 57|UomUBmUV
= (ga'ySaMUaﬂUBﬂUw
= (goryg;glsﬂ)’U(JLrWUBrWU7
como {sg|v.nusnu, } es una Ox(Us N Ug N U, )-base para L(U, N Uz N U,),
entonces gg, = gwg;g sobre U, NUgNU.,. Asi, podemos construir un fibrado

en rectas £, sobre X con matrices de transicién {g,s} sobre el cubrimiento
abierto {Ua},c4 (ver [1] A.5.7, Pag. 527).
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Teorema 2.21. La aplicacion
{Fibrados en rectas sobre X} / =— Inv(X)/ =
E — L es una biyeccion.

Demostracion. Esta aplicacion esta bien definida. En efecto, sea (E', 7') otro
fibrado en rectas. Supongamos que es isomorfo a (F, 7). Entonces, por el
teorema [2.20] y la proposicién [1.6] Lg = Lp.

Ahora, la aplicacion

Inv(X)/ 2— {Fibrados en rectas sobre X} / =

L — &, también estd bien definida:

Sea G otro haz invertible y ¢ : G — L un isomorfismo de haces. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que los abiertos sobre los que G
es localmente libre es la misma cubierta {U,},. 4. Entonces, igual que en la
construccién de &£y, tenemos elementos s;, € G(Ua) ¥ gop € Ox(Ua NUp) tal
que

SHUQmUﬁ = 9;35;|UamUﬁ
por tanto obtenemos un fibrado en rectas & con matrices de transicién g, 4.
Para cada «, § € A consideremos el diagrama conmutativo

G(UL) — % 1(U,)
G(U,NUg) —= L(U,NUp)

dado que ¢ es un isomorfismo, entonces ¢, ., (84 |varu) es una Ox (UaNUp)-
base para L(U, N Ug). Por tanto

Puarw, (Salvanus) = tasalvanu,
con t, € O%(U,NUg). Dado que ¢ es un morfismo de O x-médulos entonces
t390pSalvants = t858|Uanus
= Gunru, (S5lUarU;)
= 9;5¢UQNUB (3;|UaﬂU5)

/
== galgtasa |UQQU5
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asl, t3gap = gogta- Por tanto & = &, (ver [13] Cap. VI, 1.2, Pdg. 56).

Sea E un fibrado en rectas con trivializaciones locales (Uy, ¢*)aca y ma-
trices de transicion {gas}, gc 4. Entonces, tenemos los isomorfismos

['E|Ua — OX\UQ

tal que s — @, 0 s.

Ahora, determinaremos las matrices de transicion para Lg. Para cada
a € A, sea s, € Lg(U,) tal que ¢, o s, = 1. Entonces,

5’ ©Pa 0 Sa = 5p

sobre U, N Ug. Por la definicién de las trivializaciones locales, g,55, = 3.

Por tanto, las matrices de transicién para Lg son {gas},, BeA-

ASf, gﬁE =F. O
Sea f: E — E’ un morfismo de fibrados en rectas, entonces
o:Lg — Lg

tal que s — f o s es un morfismo de haces. Entonces, la correspondencia es
una equivalencia entre las dos categorias.

Ejemplo 2.22. Sean L y L' haces invertibles sobre X. Sin pérdida de ge-
neralidad podemos suponer que ambos haces son invertibles sobre la misma
cubierta abierta, digamos {Ua} ¢ 4. Tenemos que L@, L' es un haz inver-
tible. Calcularemos las funciones de transicion para L@, L'.

De la construccion del fibrado en rectas asociado a un haz invertible
tenemos que para cada « existe s, € L(U,) tal que s, — 1y

Sﬁ|UaﬂUﬂ = ga65a|UaﬂU37

entonces las matrices de transicion para £r, son {gas}. Andlogamente, para
& existen s, € L'(U,) tal que

/ 7 /
85’UomU,3 = gaﬁsa’Uong-
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Por tanto, la seccién sg ® si3 — 1. Asi, sobre U, N Ug
Sa ® Sty = GapSa ® GapSe
= JapJas(Sa ® 5,).

Entonces, las funciones de transicién para L &), L' son { ga,gggﬁ} sobre la
cubierta {Uy}, 4. Por la biyeccion anterior, denotemos el fibrado en rectas
asociado a L QL' con EL Q) Ex.

2.2. Divisores de Cartier

Definicién 2.23. Una familia de Cartier sobre X, es una coleccién { (U, f;)}
tal que:

il

i) U; € X son abiertos, X = JU;

i) fi € K*(U;)

i) fif;' € Ox(U)

Consideremos la coleccién C(X) de todas las familias de Cartier sobre X.

Dos familias de Cartier {(Us, fi) };c;, {(V},9)};c; se dicen equivalentes si

y solosi fig:' € Ox(U;NV;), (V) i€, j € J. A esta relacién la denotamos
con ~.

Lema 2.24. Sea {(U;, fi)},c; una familia de Cartier sobre X. Sean V,W C X
abiertos y f € K*(V), g € K*(W) tal que

fELeonUnV), figt e O%x(UNW), (Viel
Entonces, fg=' € O%(VNW).

Demostracion. Dado que X = JU;, entonces VNW = (VW NU,).

Tenemos que fif ™, fig™' € O(V W NU;) (V)i. Asi, fg~' € O%(V N
W NU;) (V)i. Entonces, fg~! € O%(VNW). O



54 Fibrados vectoriales y Divisores de Cartier

Teorema 2.25. ~ es una relacién de equivalencia sobre C(X).

Demostracidn. Sean {(Uiafi)}iela {a/jﬂgj)}jej y {(VVlv hl)}leL = C(X)

Por inciso 4i2) en la definicién de familia de Cartier {(U;, fi) }.e; ~ {(Ui, fi) }ier

Supongamos que {(U;, fi)},e; ~ {(Vj. 9;)},c ;. entonces fig; ' € Ox(Uin
V;), implica que g; f; ' € O%(U;NV;). Por tanto {Vis9i)ties ~ {WUs fi) bicr-

Ahora, si {(Us, fi)bier ~ {(Vis9i)}icr v {(V5,95)}es ~ AW ) bier,s
entonces aplicando el lema [2.24] a cada par (U, f;) v (W), k). Obtenemos

que {(U;, fi)}iel ~{(W, hl>}leL' .

Definicién 2.26. Una clase de equivalencia de C(X)/ ~, se llama un divi-
sor de Cartier sobre X. Denotamos CaDiv(X) := C(X)/ ~, el conjunto de
divisores de Cartier sobre X, y la clase de una familia de Cartier se repre-
sentara entre corchetes.

Sea f € K*(X), entonces {(X, f)} es una familia de Cartier sobre X, y
div(f) := [{(X, f)}] es lamado divisor de Cartier principal.

Sean D = [{(Us, fi)}ic/)s D' = [{(V}, 95)},e,] € CaDiv(X). Definamos
D+ D":=[{(UiNV}, fi9)}ier jes]
Veamos que + estd bien definida. Note que
{(Ui N V}a figj)}iel7jej

es una familia de Cartier sobre X. En efecto, tenemos que i) y ii) en la
definicién de familia de Cartier se satisfacen. Asi que sélo verificaremos iii).
Dado que D y D' son divisores de Cartier, entonces f;f; ' € O%(U; N Uy) y
gjgj_,1 € O%(V;NVy). Por tanto,

fifitai95t = (fig;)(fugy) ™t € O% (Ui N Uy) 0 (V; N V).
por lo que iii) en la definicién de divisor de Cartier se satisface.

Ahora supongamos que
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{UL D her ~ AW f)vier vy AV 90 er ~ {(Vis 95} jes
y consideremos (U NV}, flg;) y (Us NV}, fig;).
Por hipdtesis tenemos que f/f;' € Ox(U/NU;) y gig;' € Ox(V/ N'Vj),
entonces ffi ', gig; ' € Ox (U NU;) N (V) NV;)). Asi
(flg0)(fig) ™" € O ((UINT) NV NVj))

por lo tanto {(U; NV, fig))}icrier, ~ {(Ui NVj, fi9j)}icr je - Por tanto esta
operacién + sobre CaDiv(X) estd bien definida.

Proposicién 2.27. (CaDiv(X),+) es un grupo abeliano.

Demostracion. Sea D = [{(U;, f;)}
Entonces,

1) € CaDiv(X), y consideremos div(1).

D + div(1) = div(l) + D =D
por lo que div(1) € CaDiv(X) es el elemento identidad.

Note que {(U;, f{l)}iel es una familia de Cartier y que ademas es el
elemento inverso de D.
En efecto,

D+ [{(U;, fi_l)}ief] =[{(U;nU;, fi_lfj)}ig’jeﬂ
= div(1).

Andlogamente, [{(U;, fi')}._,] + D = div(1). Denotemos D~* por —D.

iet)

Dado que K(X) es un campo, entonces, la asociatividad y la conmutati-
vidad sobre CaDiv(X) se satisfacen. O

Proposicion 2.28. El conjunto de divisores principales de Cartier es un
subgrupo de CaDiv(X).

Demostracion. Sean div(f) y div(g) divisores de Cartier principales, entonces
div(f) — div(g) = [{(X, fg~")}] = div(fg™). 0

Puesto que Cadiv(X) es abeliano, entonces podemos formar el grupo co-
ciente C'aDiv(X) médulo el subgrupo de los divisores principales. Denotamos
a este subgrupo por Pic(X) y lo llamaremos el grupo de Picard de X.
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Definiciéon 2.29. Dos divisores de Cartier D y D', se dicen linealmente
equivalentes si D = D’ en Pic(X) (i.e) si (3)f € K*(X) tal que

D — D' = div(f),

v escribimos D ~ D',

Definicién 2.30. Sea D = [{(Uj, fi)},c;] un divisor de Cartier sobre X.
Decimos que un punto x € U; C X, estd en el soporte de D, si f; no es
localmente invertible en z, (i.e.) el soporte de D se define como

supp(D) := U {ceros y polos de los f;}.

Note que el supp(D) no depende de la eleccién del representante para D.
En efecto, sea {(V},g;)},c; otro representante de D. Sea x € X, entonces
x € U; para algin i € I, tal que f;(z) = 0. Dado que X = [JV}, entonces
x € V; para algin j € J.

Afirmamos que g;(z) = 0, pues si no, gj_l(:v) # 0. Asi fi(x)gj_l(x) =0, lo
cual es una contradiccion, pues f; g;l € Ox(U;nVj).

Ahora, si x € X, z € U; NV}, es tal que f; no estd definido en z (i.e.)
un polo de f;, entonces f; '(x) = 0. Aplicando el procedimiento anterior,
obtenemos que g; ' (x) = 0.

Anélogamente, se prueba que x € X es un cero o un polo de f; para algin
i € I, si x es un cero o un polo de g; para algin j € J, respectivamente.

Proposicién 2.31. Sean D' = [{(V;, g;) },¢/] v D" = [{(W}, hy) } ;] divisores
de Cartier sobre X. Entonces, supp(D' + D") C supp(D") U supp(D").

Demostracion. Sea x € supp(D' + D"), entonces x es un cero de algin g¢;h;
o x es polo de algun g,hs, dado que k£ es un dominio, en el primer caso esto
implica que x es un cero de g; 6 x es un cero de h;, y en el segundo implica que
x es un polo de g, 6 x es un polo de hg, por tanto x € supp(D")Usupp(D”). O

Definicién 2.32. Decimos que un divisor de Cartier D = [{(U;, fi)},c/] es
un divisor efectivo o positivo si f; € O(U;) (V)i, (i.e.) f; no tiene polos sobre
U; (¥)i. Escribimos D > div(1) para indicar que D es positivo.
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Note que esta relacion esta bien definida. En efecto, sea {(V}, gj)}j s otro
representante para D. Dado que X = | JU;, entonces para cada j € J,

Vi= U(Uz nv;).

Ahora, tenemos que g; f; 1 € O*(U;NV;) (V)i y por hipdtesis f; € Ox(U; NVj).
Asi, (g;f, ) fi = g € Ox(U; NV;) (Y)i. Dado que g; € K*(V;), lo anterior
prueba que g; € Ox(V}).

Si D" = [{(V},9j)},c;] es otro divisor de Cartier. Escribimos D > D" si'y
s6lo si D — D’ es efectivo. Esta relacion sobre los divisores de Cartier es de
equivalencia. En efecto, D — D = div(1). Por tanto D > D.

Ahora, si D > D', entonces figj_1 € Ox(U;N'V;). Por tanto, g;f;' €
Ox(U;NV;).

y por tltimo, sea D" = [{(Wj, )}, ] otro divisor de Cartier. Suponga-
mos que D > D'y D' > D" entonces f;h;' € Ox(U; NV; NW,) (V) j € J.
Asi, fihy' € Ox(U; "W). Por tanto, D > D".

Proposicién 2.33. El conjunto de divisores de Cartier positivos es cerrado
bajo adicion.

Demostracion. En efecto, sean D = [{(U;, fi)}.e;l v D' = [{(Vj,95)}
CaDiv(X) positivos. Se sigue de que f;, g; € Ox(U; NVj).

jesl €

2.2.1. Haces invertibles y Divisores de Cartier

Demostraremos que existe una correspondencia biyectiva entre divisores
de Cartier sobre X y haces invertibles sobre X (salvo equivalencia lineal e
isomorfismos de haces invertibles).

Sea L un haz invertible, entonces existe un cubrimiento abierto {U,}
de X tal que

acA

Yo : Ly, — Ox|u,

es un isomorfismo de Ox|y,-mddulos. De manera similar al caso en que
asociamos un haz invertible a un fibrado en rectas obtenemos las matrices
Jap € O% (U, NUz) C K(X) que satisfacen

1) Goa = 1.
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1) gay = gapgs, sobre U, N Uz N U,,.

Fijemos v, digamos 7. Definamos f, = ¢y« € K*(X). Entonces, de la
segunda relacion tenemos que go5 = g/gvlo Goro =[5 'fa € O%(Uy N Us). Por
lo que

DL = H(Umfa)}aeA]

es un divisor de Cartier sobre X.

Sea L’ un haz invertible isomorfo a L. Sin pérdida de generalidad, pode-
mos elegir el mismo cubrimiento {U,},. 4 para L' sobre el cual es localmente
libre.

Sean { ggﬁ} las matrices de transicién para L’. Como anteriormente, fije-
mos 7o y definamos h, := ¢’ ,, entonces Dy = [{(Ua, ha)}qeal- Dado que L
y L’ son isomorfos entonces para cada o € A, existe t, € O%(U,) tal que

1
Gop = lg g/aﬁta
(V) «, B € A. Entonces,
fah(;l - gwgag'lyoa
-1
= ta gfyoat’Yngyooz
—1
= ta tWO

por tanto Dy — Dy = [{(Ua, t3 ')} e al = div(ty,) pues to € O%(Uy). Asi,
DL ~ DL/.

Inversamente, Sea D = [{(Ua, fa)}oca) € CaDiv(X). Definamos
L(D):={f € KX) : div(f) > =D} U {0}
Proposicién 2.34. L(D) es un I'(X, Ox)-mddulo.

Demostracion. Demostremos que es un grupo abeliano con la suma definida
en K(X). Sean f,g € L(D), entonces

div(f = 9) + D = [{(Ua, (f = 9)fa)} aea]
= [{(Uom .ffoa - gfoc)}aeA]

pero por hipétesis f f,, 9fa € Ox(U,), entonces div(f — g) > —D.

Ahora, sea h € I'(X,Oyx), entonces (hf)|v,fo € Ox(Uy,), por lo cual
div(hf) > —D. O
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Note que D define un divisor de Cartier sobre cualquier conjunto abierto
no vacio U C X. En efecto, tenemos que

X =],

a€A

asi,
U=JUnUa)
aEA
Dado que D es un divisor de Cartier, entonces f,|vnv, € K*(UNU,) y

(fof 5 MNorvaru, € O%(UN UL N Up).

Por lo que D define el divisor de Cartier Dy := [{(U NU,, fa)}aecal-
Definamos
£D<U) = L(DU)

Sea V' un subconjunto no vacio de U y f € L(Dy), entonces div(f) > —Dy
(i.e.) (ffa)|lunv, € Ox(UNU,), por lo que ff,lvau, € Ox(V NU,). Enton-
ces, div(f) > —Dy. Asi, Lp(U) C Lp(V) con la restriccion de funciones.

Proposicién 2.35. Sea D = div(f), f € K*(X). Entonces, 1/f € I'(X, Lp)
y la aplicacion Ox — Lp que envia 1 +— 1/f es un isomorfismo de Ox-
modulos.

Demostracién. Dado que div(f~) = —div(f), entonces f~! € T'(X, Lp).

Ahora, sea g € T'(X, Lp), entonces gf € I'(X,0x). Asi, g = h/f pa-
ra algin h € I'(X,Ox). Puesto que f € K*(X), entonces {1/f} es una
['(X, Ox)-base para I'(X, Lp). Por lo cual

(X, Lp) = %P(X, Oy).

Que la aplicacion sea un isomorfismo de Ox-moddulos, se sigue del hecho

de que
1
%MZW

para todo abierto V C X. ]

Ox(V)

Teorema 2.36. Lp junto con la restriccion de funciones es un haz invertible
sobre X.
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Demostracion. Como las restricciones coinciden con las restricciones de fun-
ciones, entonces se satisfacen las condiciones de la definicién de prehaz y la
condicién i) de la definicién de haz. Entonces, sélo resta verificar la condicién
ii) de la definicién de haz.

Sea V C X un abierto no vacio. Escribamos
V=V
jeJ

y sean g; € Lp(V;) j € J tal que gjlv,v; = gilv,ny;. Como K es un haz
sobre X, entonces existe g € K(V') tal que gly, = g;. Ahora, dado que cada
g; es una funcién racional no cero, entonces g es no cero. Ahora, tenemos
que demostrar que g € Lp(V). Consideremos ¢gf, € K*(V NU,). Para cada
a € A fijo, podemos escribir

VU, = JVinUs
JjeJ
Entonces, gfalvinv. = gjfalvirv. € Ox(V; NU,) (V) j € J. Por tanto
9fa € Ox(V NU,). Asi, div(g) > —Dy.

Por la proposicién [2.34] Lp es un Ox-mdbdulo.

Note que D = [{(Ua, fa)},ca) € localmente un divisor principal, pues
para cada o € A

DUa = div(foz)

sobre U,. Entonces, por la proposiciéon anterior Lp es un haz invertible. [

Sea D’ otro divisor de Cartier. Supongamos que D — D’ = div(f), para
f € K*(X). Definamos
y + L(D) = L(D')

tal que g — fg. Note que esta aplicacion esta bien definida, pues
div(fg) = div(f) + div(g) > div(f) — D = =D’

Teorema 2.37. Con la notacién anterior, supongamos que D — D' = div(f).
Entonces, ¢, es un isomorfismo de I'( X, Ox)-médulos.
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Demostracion. Tenemos que v, es un homomorfismo de I'( X, Ox)-mddulos.
Sean ¢, ¢" € L(D) y supongamos que fg = fg’, dado que (X)) es un campo,
entonces g — ¢ = 0. Por tanto esta aplicacién es inyectiva.

Sea h € L(D'), entonces div(h) > —D' = div(f) — D. Asi, hf~' € L(D).
Por lo cual ¢, es sobreyectiva. O]

Proposicién 2.38. Sea U C X abierto no vacio. Si D — D' = div(f),
entonces Dy ~ Dy;.

Demostracion. Por hipdtesis, f fig; ' € Ox(U;NV;) (V)i € 1,j € J, entonces
flhgiteoxUNUNY;) (V)iel jel
por tanto Dy — Dy, = div(flu). O

Se deduce de esta proposicion y el teorema anterior que la aplicacion

w = {wU}UgX : ﬁD — ﬁD/
es un isomorfismo de O x-maddulos.

Proposicién 2.39. Sean D = [{(Ua, fa)}ocal vV D' = {(Ua, 9a)}aea) divi-
sores de Cartier sobre X. Entonces,

Lo QLo = Lo
Ox

Demostracion. De la construccién del haz invertible asociado a un divisor de
Cartier, tenemos que Lp es invertible bajo el isomorfismo

£D|Ua — OXan

tal que 1/f, +— 1. Ademds, como fafﬁ_1 € Ox(U,NUg), entonces las funcio-
nes de transicion para el fibrado en rectas asociado a Lp son precisamente
{ Jolg 1} (ver la construccién del fibrado en rectas en la sub-seccién 2.1.3).

Entonces, las funciones de transicién para el fibrado en rectas asociado a
Lpyprson { faga(fsgs)~'}. Pero las funciones de transicién para Lp @ Lo
son {(fafﬂ’l)(gaggl)} (ver ejemplo [2.22]). El resultado se sigue de la con-
mutatividad del producto en el campo de funciones racionales. O
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Teorema 2.40. El homomorfismo
Pic(X) — Inv(X)/ =
tal que D — Lp es un isomorfismo de grupos abelianos.

Demostracion. La proposicién anterior muestra que esta aplicacion es un
homomorfismo de grupos. Ahora, demostremos que la aplicaciéon definida al
inicio de esta sub-secciéon

Inv(X)/ =— Pic(X)
tal que L ~ Dy, es su inversa.

Sea D = [{(Ua, fa)}aea) un divisor de Cartier. Tenemos los isomorfismos
de Ox|v,-médulos
Pa - 0X|Ua — £D|Ua
tal que 1 — 1/f,.
Entonces, fofjs ! son las funciones de transicién para Lp fijemos 3. En-
tonces, tenemos un divisor

Dey[{(Uns fufi")}, ] = D = div(fs).

Por tanto, D., = D.
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Cohomologia de Cech sobre
haces coherentes

En el Apéndice D se definen los conceptos basicos de cohomologia, nece-
sarios para la comprension de éste capitulo.

3.1. Cohomologia de Cech

Sea X un espacio topoldgico, F un haz de grupos abelianos sobre X y
U = {U;},c; un cubrimiento abierto de X. Para cada p € Z>( definamos

Uio,---,ip = Uio N---N Uip
para cada p + 1-tupla (ig, . ..,i,) € IP™; un grupo abeliano
cu,F) =] FlUig-i)

y un homomorfismo

d, : C*(U, F) — C*"" (U, F)
llamado homomorfismo cofrontera, tal que para cada o € CP(U,F) y para
todo (ig, "+ ,ips1) € IPT?

p+1

dp<a)((i07 e 7ip+1)) = Z<_1)la<(i07 e 7{17 e 7ip+1))

=0

Uig o ipsr *

63
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La notacién ¢; significa omitir 4;.

Note que d, es un homomorfismo de grupos abelianos. En efecto,

p+1

dp(a—i_ﬁ)((i()a"' 7ip+1)) = Z(_Dl(a—i_ﬁ)((i@?'” >Z¢l7"' 7ip+1)>

= > (D'l it i)

p+1

+ Z(_l)lﬁ((%v e 7{17 e 7ip+1))

U;

Uig o i

Uigoos i

Proposicién 3.1. (V) p € Z>, dpr1 0d, = 0.

Demostracion.
dpi1 (dp(a))((io, -+ s ips2)) =
= Z;:oz(_l)ldp(a)((im T 7517 T vip+2)) Uig,- yipyo
= ZinZ(_1>I[Zj<l(_1)ja((i07 T 7i;7 T 7Zfl7 T 7ip+2)>|Ui0,m,ip+2
+ Zj>l(_1>j_1a((i07 T 7{17 T 7Z’AJ'7 e 7ip+2))
= leo,j<l<_1)j+la<<i0? T 72’;‘7; o ’Z'Ab Y ’ip+2>> U;
+ Zl:O,j>l(_1)j71+la((i0> SRR TER ’i}v T >ip+2))

Tenemos dos a dos los términos

0 sip42

UiO""’ip+2

~

Sij<l A= (=1)7"a((io, - ,ij - i, ips2))

UiOx"'vip+2

Slj > Alj] = (—1)j—1+la((i07' o 77717' te 7{]’7 U 7Z'p+2)>

Uig o ipso

Note que para todo j' > I', A, ., = —Aj .

Por lo que dy41(d,(a))((ig, - -+ ,ipt2)) = 0.

Por lo tanto, tenemos el complejo de cocadenas de grupos abelianos

C* U, F): 0—=COU, F) 2w VU, F) 2s ...

0 ip41

llamado complejo de Cech. Los elementos en el nicleo de d, son llamados
cociclos de Cech con respecto a U de grado p y los elementos en la imagen
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de d,_; son llamados cofronteras de Cech con respecto a U de grado p.

Para cada p € Z>, definamos

HP(U, F) .= H?(C*(U, F))
_ ker(dy)
N Im(dp,l)

como el p-ésimo grupo de cohomologia de Cech de F con respecto a U.
Proposicién 3.2. H'(U, F) = T'(X, F)

Demostracion. Dado que F es un haz de grupos abelianos sobre X, tenemos
la sucesion exacta

0—=T(X,F) —%TL,e, F(U) =TT, F(Uiy)

tal que
d(s) = (s

Ui)iel y  d((si)ier) = (i

Note que d’ = dy. Entonces, tenemos que

Uiyj - Sj Ui’j)i<j€.[

(X, F) = Im(d) = ker(dy) = H'(U, F)
O

Definicién 3.3. Un elemento a = (a,
grado p si satisface

i,) € CP(U, F) se dice alternado de

.....

i) ..., = 0 si dos indices en el conjunto {i, ...,i,} son iguales.

i) oy, = sgn(a)aia(o) ,,,,, iy Paratoda permutacion o de {0,...,p} don-

de sgn(o) denota el signo de o.

El conjunto de formas alternadas de grado p, C"?(U, F) es un subgrupo

de CP(U, F).

Proposicién 3.4. Sea a € CP(U, F). Entonces, « satisface ii) en la definicién
anterior si y solo si ay, i, (V)0 <1 <n (conla
notacién anterior).

Ty, i1
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Demostracion. La necesidad se sigue de que el signo de una transposicién
es —1. Inversamente, cada permutacion o es el producto de transposiciones,
entonces o = t; - - - t,,, donde

tj € {(07 1)? (172)7 (273)7 ey (p - 17]7)}
7 =1,...,m. Por lo tanto

aid(0>7"'7id(p> = (_1)ma10771p .

]

Proposicién 3.5. Si« es alternada de grado p. Entonces, d,(«) es alternada
de grado p + 1

Demostracion.
—dp (@) (T, o Uy U1y e ey py1) =
= =Y (=D (o, iy i) Usig iip 1
= [_ Zt<l(_ ) (A(Z‘()a T a[t7 te 7il7il+1a - >ip+1)) )
— (=) a((gy *+ y 2y G141y - - -5 Tpr1)) —A(—l)l“a((io, U gy s ipt1)
=Y (S (o, i v, i i)l
= dp(a)(io, N T I 7 T ,Z'p+1)

entonces por la proposicién anterior, d,(«) es alternada de grado p+1. [

Asi, la restriccion de d,, define un homomorfismo de grupos de
C?U, F) — C" U, F).

Por tanto, tenemos un complejo C'*(U, F).
Si fijamos un orden total < sobre Iy

U F) =[] FUi. s

i0<.. <’Lp

el homomorfismo cofrontera d,, induce un homomorfismo sobre C"? dado por
restriccion.

Teorema 3.6. Dado un orden total sobre I, existe un isomorfismo canonico

HP(C"(U,F)) = H(C*(U,F)).
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Demostracion. Tenemos las proyecciones de C'P(U, F) sobre las coordenadas
(ig,...,1p) tal que iy < ... < 1i,, entonces por la propiedad universal del
producto tenemos un homomorfismo de grupos abelianos

f:CP°U,F)— C"™U,F)
tal que conmuta con las proyecciones de C"? (U, F).

Ademas, este homomorfismo es un isomorfismo. En efecto, sea
!
o= <&i07~~'7ip) € Cp(“ﬂ‘/?)

tal que f(a) = 0. Se sigue de la conmutatividad de f con las proyecciones y
de que a es una forma alternada, que o, = 0 (V) (lo,...,ip). Por tanto,
[ es inyectiva. Ahora, sea 3 = (fBy,..,) € C""(U,F). Definamos

6/ L Bio,n-,ip , Si io < ... < ip
K K , en otro caso
entonces 3" = (8, ;) € CPU,F)y f(B') = B. Asi, f es sobreyectiva. El
resultado se sigue de que CP(U, F) = C'P(U, F) (ver [12], Proposicién 2, Pég.
214). O

Corolario 3.7. SiI = {1,...,n} con el orden total usual < sobre R, entonces
H?(U,F)=0 (V) p>n.

Demostracion. Si p > n, entonces no existe (p + 1)-tupla estrictamente
creciente de indices 1o, ..., %, por tanto C"P(U,F) = 0 y en consecuencia
HPU,F)=0. O

Sea F' otro haz de grupos abelianos sobre X y ¢ : F — F’ un morfismo
de haces. Definamos

O CPU,F) — CP(U,F')
tal que para cada o € C?(U, F)

(@) (o, -+ sip)) i= oy, ((io, -+ ,ip)))

iQy e yip
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Note que ¢” es un homomorfismo de grupos abelianos. En efecto,
9027(0‘ + B)((Z()’ e 77;12)) = Py,

@t o i)
= Py, ; (Oé<(i0"" >ip))+ﬂ((i07"' ’ip)))

Qs »ip

= v, (@llos - 5) + oy, (Bl - -+ 1 3p)))-

05 »ip i, ip

Sea ¢ = {p"} , . Denotemos los morfismos cofrontera de C*(U,F")
con d,, p € Zxo. -

Proposicién 3.8. ¢ : C*(U,F) — C*(U, F') es un morfismo de complejos.

Demostracion. Debemos demostrar que (V) p € Z> el siguiente diagrama
conmuta

CrU, F) —2- o U, F)

l/wp j‘pzﬁl
U

CrU, Fl)—2 v, )

(¢ 0 ) (@) ((in, i) =
= (S Dallio e i)

ZM D'y, (@l it sip)) U0+>
1 . o .
= p+ ( 1)l U i B (Oé((ZD7 I 7 L ,Zp—‘,—l))) UiO#“‘viAla“‘ﬁip+l
it o .
RS TS el

= (d, o ) (@)((lo, -+ s p11))-

Por tanto ¢ induce un homomorfismo natural de grupos

H?(p) : H'U,F) — H'(U, F')

a = pP(a)

Definicién 3.9. Seald’ = {U’} un cubrimiento de X. Decimos que U’ es
un refinamiento de U, si para cada jeJ (3)iel tal que Ui C U;.
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En particular, ¢ es un refinamiento de U.

Sea U’ un refinamiento de U. Para cada j € J definamos

Por definicion de refinamiento, esta familia es no vacia. Ahora, por el axioma
de eleccion podemos elegir una funcién de eleccién definida sobre la familia

de conjuntos
{uj{}jeJ '

Esta aplicacion induce una funcién sobre los conjuntos de indices
wed —1
J = u(j)

tal que U; C U,;). La aplicacién p es llamada una funcion de refinamiento.
Esta funcién induce una aplicacion

on . CP(U, F) — crU', F)
dada por

05()((o, -+ 5 3p)) = al(wlo), - w(Gp))luy,

,Jp

Dado que las restricciones son homomorfismos de grupos abelianos, entonces
67 es un homomorfismo de grupos abelianos.

Denotemos los homomorfismos cofrontera de C*(U’, F) por d;, y
Qu = {GZ} P € ZZO
Proposicién 3.10. 6, : C*(U, F) — C*(U', F) es un morfismo de complejos.
Demostracion.

(GZ-H © dp)(a)((j‘% T 7jp+1)) = dp(a)((:u(jo)v T 7:U“<jp+1)))|UJ"0

p+1
—_—

= Z(_1>la(<u(j0)7 T 7/vL<jl)7 T 7/L<jp+1))>|UJ/-O

it

i
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(dy 0 02)(@) (o=~ s 1)) = D (=105 ((Go): -+ i+ s o))l

= > (=V'al(alio). -+ i)+ s 1)),

Ip+1

v dptl

por lo que 027 o d, = d; 0 0% (V) p € Z>o. O
Asi, 0, induce un homomorfismo de grupos abelianos

HP(0,) : HP(U,F) — HP(U', F)
a — Oh(a)
Sea 7 : J — I otra funcion de refinamiento y 6, el morfismo de complejos
inducido por 7. Entonces, 6, y ¢, son morfismos de complejos de cocadenas
homotdépicos (Ver [12], n® 21, Proposicién 3, Pag. 214).

Entonces, H?(6,) = H?(6,) (ver proposicién [D.7]). Por lo que el homo-
morfismo sobre los grupos de cohomologia es independiente de la funcion de
refinamiento que se elija.

Para cualesquiera dos cubrimientos abiertos U y U’ de X, escribimos
U <U' sild es un refinamiento de U. Sild < U’ y U’ < U, entonces

aP(U, F) — H* (U, F)
es un isomorfismo de grupos (Ver [11], Cap. 5, Corolario 2.9, Pdg. 182).

Denotemos al conjunto de cubrimientos de X por Ref(X).

Note que (Ref(X), <) es un conjunto directo. En efecto, para que éste
sea un conjunto parcialmente ordenado soélo resta verificar la transitividad.
Supongamos que U < U' y U’ < U”, donde U = {Ui},.;, U = {U;}jej
y U" = {U/"},c,- Tenemos que (V) I € L (3) j € J tal que U/ C U}, pero
(V) jeJ (3)ieltal que U; C U;. Por tanto U}" C U;. Entonces, U < U".

Ahora, con la notacién anterior, consideremos

Ut ={U; =u;nu/|(j.l) e J x L}
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note que U’% es un cubrimiento abierto de X vy, U’ <U'F y U" < U’L. Por
tanto (Ref(X), <) es un conjunto directo.

Sea F un haz de grupos abelianos sobre X. Definamos una aplicacion
HP(_,F): Ref(X) — Ab

tal que
U — H(U,F)

y si U’ es un refinamiento de U, entonces para cualquier funcién de refina-
miento, tenemos definido un homomorfismo de grupos abelianos H?(U, F) —
HPU', F).

Proposicién 3.11. H?(__, F) es un funtor covariante.

Demostracién. SiU < U tenemos el morfismo identidad id : HP(U, F) — H?(U, F).
Ahora, sid <U' <U", sean

w:J =1 p:L—J v p':L—1
funciones de refinamiento y
or . CPU, F) — CPU', F) 6, CPU',F) = CPU", F) 'y
0 CP (U, F) — CP(U", F)

los homomorfismos inducidos por u, ¢’ y i”, respectivamente.

Entonces GZ, o 0F estd dada por oy’ : L — I la cual es una aplicacién
de refinamiento. Dado que la aplicacién inducida sobre los grupos de coho-
mologia no depende de la funcién de refinamiento entonces tenemos que

HP(0,/) o HP(0,) = HP(0,1). O
Definiciéon 3.12. Para cada p € Z>, definimos

HY(X,F):= lim H"U,F)
UeRef(X)

como el p-ésimo grupo de cohomologia de C'ech de F.
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Observacién 3.13. Dado que se define como el limite directo, entonces
podemos restringirnos a subconjuntos cofinales de Ref(X) (ver proposicién
[A.16]). Por ejemplo, si X es casi-compacto, el conjunto de cubrimientos
finitos forman un subconjunto cofinal de Ref(X). Y si X es una variedad
algebraica los cubrimientos por abiertos afines forman un subconjunto cofinal

de Ref(X).

L4 ey ( una sucesion exacta de haces sobre

Sea () F-2.gG
X. Por la proposicién [B.6] tenemos la sucesién exacta en las secciones glo-

bales sobre cada abierto no vacio y por la proposicién [C.1] la sucesién

0——=CP(U,F) -2 P (U, G) -2 CP(U, H)
es exacta. Ahora, definimos C} (U, H) := Im(¢P), entonces
0—=CP(U, F) 2~ CP (U, G) = CHUH) —0

es una sucesién exacta corta. Sean d; los homomorfismos cofrontera para
C*(U,H). Consideremos
&= d CCP(UH) = O UL H)

P TPlcPwny

la cual estd bien definida, pues ¢ es un morfismo de complejos. Entonces,

d0
CoUH) = —=ChUH) —=CT UH) — -
es un complejo de cocadenas. Asi, tenemos la sucesién exacta de complejos
0—C*U,F)—=C*(U,G) —=C3(U,H)—0

por la proposicién [D.8] induce una sucesién exacta larga en cohomologia

e YU, G) = HY U, H) = HP P U F) ——= YU, G) —— -

donde para todo p € Zsg ﬁg (U, H) es el p-ésimo grupo de cohomologia
inducido por el complejo C§(U,H). Asi, por el teorema [A.17] la sucesién

i —= HP(X,G) — HE(X, H) —2> AP (X, F) — HP*Y(X,G) — - - -

es exacta.
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3.2. Haces coherentes

Sea A un haz de anillos sobre un espacio topolégico X. Un A-mddulo F
es A-coherente si existe un cubrimiento abierto {U;},.; de X tal que

Al — A

qi
U, F

Ui 0

es una sucesion exacta de A-modulos, donde p;, ¢; > 1.

En este capitulo, si X es una variedad y F un haz Ox-coherente sobre
X, entonces decimos simplemente que F es un haz algebraico coherente (si
no existe confusiéon con el haz estructural de la variedad X).

3.2.1. Cohomologia de haces coherentes sobre varieda-
des algebraicas

Para n € Z-o y para cualquier subconjunto X de A™(k), consideremos
aquellos polinomios, en el anillo de polinomios en n-variables k[ X7, ..., X,],
que se anulan sobre X; el conjunto de estos polinomios forman un ideal de
k[X1,...,X,], lamado el ideal de X y lo denotamos con I(X).

Ahora, para cualquier ideal J de k[X7, ..., X,], definimos
V(J) :={p e A"(K)|f(p) = 0(V)[ € J}

y lo llamamos conjunto algebraico afin.

Anélogamente, definimos el ideal definido por un subconjunto en el n-
espacio proyectivo P"(k) y los conjuntos algebraicos proyectivos con la di-
ferencia de que J debe ser un ideal homogéneo; en este caso ambos son
denotados en la misma manera que en las definiciones anteriores.

En este capitulo, utilizaremos algunas de las propiedades de los conjuntos
algebraicos y los ideales definidos por subconjuntos del espacio afin y pro-
yectivo, éstas pueden consultarse en el libro «Algebraic Curves» de William
Fulton [3].

La notacion n >> 0 para n € N, significa n suficientemente grande.
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Proposicién 3.14. Sea X una variedad, f € T'(X,0x) f # 0y g €
I'(Xs,Ox). Entonces, f"g € I'(X, Ox) paran >> 0.

Demostracion. Dado que X es casi-compacto y los abiertos afines forman
una base para la topologia sobre X, entonces supongamos que X es una
subvariedad cerrada de k. Sea A =T'(X, Ox), entonces I'(Xf, Ox) = Ay.
Por lo que existe un entero no negativo n y una funciéon regular h sobre X
tal que g = h/f". O]

Proposicién 3.15. Sea X una variedad, F un haz Ox-coherente sobre X,
f una funcién regular sobre X y g € I'(X, F) tal que g]Xf = 0. Entonces, la

seccién f"g =0 € I'(X,F) paran >> 0.

Demostracion. Sea {Uy,}, . 4 un cubrimiento abierto de X tal que F es cohe-
rente sobre cada uno de estos abiertos. Sin pérdida de generalidad suponga-
mos que cada U, es un abierto afin de X. Por la condicién i) en la definicién
de haz, es suficiente demostrar que para n suficientemente grande f"g|y, = 0
para todo a € A. Para cada U, tenemos una sucesion exacta de haces

¢
Oxly, — Oxly, — Flv. —=0
¢ estd dada por ty,...,t, € I'(U,, O%) tal que (a;) — Y _4_, a;t;. Entonces,
Op - OAZ;(,I — (’)gm,

tal que (a;,) — > b o Qigtis.
Sea R :=T'(U,, Ox) Tenemos la sucesién exacta

i q ~ Og( x

p ~
OX@ T Im(éq)

—=0

ademas, g, € JF,, por tanto existe o € Og(@ tal que en el cociente

T = (.

Por hipétesis g|x, = 0, entonces g, = 0 (V) x € X;. Asi, 0 € Im(¢,). Por

tanto,
p
o= Z fitiz
i=0
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donde f; € Ox, = Ry, my = {f € R|f(x) =0} es un ideal maximal.
Entonces, para cada i escribamos f; = R;/G; donde R; € Ry G;(x) # 0. Por
lo tanto,

p
G(x)d = Z R;tix,
=0

Gy € Ry Gg)(x) #0 (V) x € X;. Consideremos

J=({Gw}ex, )

Puesto que para cada x € Xy, Xy C Xg,, entonces I(V(f)) C I(V(J])).
Por el teorema de los ceros de Hilbert (3) n € N tal que f* € J. Por tanto
" =2>"5;Gw), s; € R. Entonces,

fn(f = ZSjG(x)U
P
i=0
Asi, f*o € Im(¢,) (V) = € U,. Entonces,
fro=f"s, =0
(V) = € U,. Entonces, por el lema [1.11] f"s = 0 sobre U,. O

Proposicién 3.16. Sea X una variedad afin, {h;},., una familia finita de
funciones regulares sobre X que no se anulan simultaneamente, entonces

U= {[]Z = Xhz}

iel

es un cubrimiento abierto de X. Si F es un sub-haz Ox-coherente de O,
p € N, entonces H{(U,F) =0 (V) ¢ > 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer X, # &. Pues
si no, consideramos el cubrimiento tal que X}, # @ y éste es un refinamiento
equivalente a U (ver seccién 3.1). Sea f = (f,..i,) € ker(d,) € CUU,F)
donde

,,,,,
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por lo que podemos identificar cada f;,. ;, con un sistema de p funciones re-

gulares sobre Uy, . ;. = Xhi0~~-hiq'

Consideremos h = hy, ... h;, la cual es una funcién regular sobre X. Por
la proposicién [3.14] tenemos que para n >> 0

Gig...ig = (hig - - - hiq)nfio...iq

es un sistema de p funciones regulares sobre X.

Elijamos un entero n para el que esto se cumple para todos los sistemas
{io,...,44} lo cual es posible porque existe un nimero finito de tales sistemas.

Consideremos la imagen de g;,..;, en el haz algebraico coherente O% | F
(ver [12], n°® 13, Teorema 1, Pag. 208), tenemos que F es un Ox-mddulo, por
tanto

(hio . hiq)nfio...iq S ]:(Uio ----- iq)?

entonces gy,..;, € O% | F es cero sobre Usi...i,- Por la proposicion [3.15] para
m >> 0, el producto de esta seccién con (hy, . .. h;, )™ es cero en I'( X, O% / F).
Esto implica que

(hio - hiq)mgiomiq c F(X, .F)

para todo conjunto de indices i, . .., 4.
Sea N = m + n. Hemos construido secciones
tig.ig = (hig - - hiy)™ Gig...iy € (X, F)
que coinciden con (hy, . .. hl-q)Nfz-Omiq en I'(Uj,..iy» F)-

Dado que los Y no se anulan simultdneamente, entonces

VI{hi'}) =2

Por el teorema de los ceros de Hilbert (Ver [3], Cap. 1, Sec. 1.7, Pag. 10),
tenemos que

({h)}) =T(X,0x).
Por tanto existen R; € I'(X, Ox) tal que

1= R
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Para todo sistema jo, ..., j,—1 definamos
. N
.70 ]q 1 ‘_ZRtUO ]q 1/( jo * ¢ - ]q 1)

tiene sentido pues hj, ... hjtr1 no se anula sobre Uj, jo_1- Entonces, le---jqfl
es una seccién en I'(Uj, jq_n]:)-

Asi, tenemos la cocadena | = (I;,..;,_,) € C9" U, F).
Ademés, por la construccién de t;; . j, tenemos que sobre Uy, .. a1

N
]0 Jq—1 ZRh fzjo Jg—1

Note que f = d,_1(l). Para demostrar esto, es suficiente verificar que

dqfl(l)(joa s 7jq> = fj0~~-Jq'
En efecto,
q

~dg1()(os -+ Ja) = D _(=1)WJos -+ G-+ o)

s=0

q
= D) R oo )

_ZRhNZ Z]Q,...,jfs,...,jq)
+ZRihi F(@Jos -1 Jq) —ZRihﬁvf(i,jO,...,jq)

q

_ZRhN Z )S+1f(i7j07'"jsw"vjq)+f(%7j07"'ajq)
—ZRh £y g0, 7)

como f es un cociclo, entonces

d (l).]())"'ajq ZRh ija"'?jq)

= f(j07--'7jq)'
Entonces, f € Im(d,_1). Por lo que H(U,F) =0 (V) ¢ > 0. O
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Corolario 3.17. Sea X una variedad afin y F es un sub-haz Ox-coherente
de O%, p € N. Entonces,

HY(X,F)=0 (V) ¢>0.

Demostracion. Tenemos que los abiertos afines {X;|f € I'(X, Ox)} forman
una base para la topologia sobre X y X es casi-compacto. Entonces, los
cubrimientos finitos de esta forma son un subconjunto cofinal de el conjunto
de refinamientos de X. Por tanto, se puede definir el limite directo sobre este
tipo de cubrimientos (ver observacién [3.13]). Asi, por la proposicién [3.16]
HIYX,F)=0(¥) qg>0. O

Corolario 3.18. Bajo las hipétesis del corolario [3.17], el homomorfismo
DX, O%) —=T(X, 0%/ F)
es sobreyectivo.

Demostracion. Tenemos la sucesion exacta

0 F e O —— O JF ——0.

por el corolario [D.11] la sucesién

0— H(X,F) — H°(X,0%) — H°(X, 0% | F)

HY(X,F)—— HYX,0%) —— H' (X, 0% | F)

es exacta. Entonces, el resultado se sigue del corolario [3.17]. O

Observacién: Sea F un haz algebraico coherente sobre una variedad afin
X. Entonces, existe un cubrimiento abierto {U;},.; de X tal que la sucesién

ng

Pi

mi
OX|U; e OX

es exacta. Sin pérdida de generalidad supongamos que para cada i € [
U; = Xy, para alguna funcién f; € I'(X, Ox).
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Teorema 3.19. Con la notacion de la observacién anterior. Fijamos i = 0. Si
sp € F(Uy), entonces existe un entero positivo N y una seccion s € I'( X, F)
tal que s, = fo'so.

Demostracion. Dado que cada U; es abierto afin entonces, U;NUj es variedad
afin (ver [8], Cap. I, Seccién 6, Proposicién 6, Pag. 39). Tenemos que ; es so-
breyectivo sobre U;NUy. Como F es coherente, entonces ker(p;) es coherente
(ver [1], A.10.16). Asi, por el corolario [3.18] tenemos que el morfismo

F(UZ N Uo, O;?) — F(Uz N U07~F)

es sobreyectivo para cada i € I. Por tanto existe oo, € O (U; N Up) tal que

ginimUO (O-Ol> = S0|U;nNUy

Ahora, consideremos oy, como un sistema de n; funciones regulares { g, }jzl,...,ni
sobre U; N Uy. Dado que U; N Uy es un conjunto de puntos donde fy no se anu-
la, aplicamos la proposicién [3.14] a U; tenemos que para n suficientemente
grande fJ'g; € Ox(U;) (V) j. Asi,

oi = ([0 95)j=1,.ns € OX(Us) ¥y

0;

o
U;NUy — fO O'Oi

Sea s; = ;,, (0;) € F(U;), entonces

S; UinUo — SOiUiﬁUo (O-i|UmU0)

= Piy,;nu, (f(glo-o)
= f(;ISO’UiﬁUO'

Note que s; = s} sobre U; NU; N Up. Aplicamos la proposicién [3.15] a U; MU

y a s’ = (s; = })|y,q0,, entonces para m suficientemente grande

6”8/ =0e€ F(UZ N Uj,f).
(i.e.)

m !
0 Si

/
= s |
U;nU; 0 2jlu;nu;

Dado que F es un haz, entonces el conjunto de funciones regulares f"s, €
F(U;) definen una tunica seccién s € I'(X, F) tal que s|y, = fJ*s;. En parti-
cular, para i = 0, s|y, = fi"(f{'s0), elijamos N = n + m. O
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Corolario 3.20. EI haz F, del teorema anterior, es isomorfo a un haz co-
ciente de O%, para algin n € Z>;.

Demostracion. Con la notacion del teorema anterior la sucesion

g

Ox|p — Ox

es exacta. En particular, para i = 0 ¢, estda definido por un conjunto de
secciones sy, . . ., Sp, € I'(Up, F) tal que generan F, (V) = € Uy. Por el teorema

[3.19] existen tg-g) e (X, F)jo=1,...,np tal que 75§~2)!U0 = fVs;. Puesto que
fo es invertible en Ox , para x € U, , entonces

Fo= (o) = ({0 1) = ({0 ).

Por la casi-compacidad de X, el cubrimiento {U;} tiene una sub-cubierta

finita {Up,...,U;}. Entonces, por lo anterior tenemos un nimero finito de
secciones {ty)} i=0,...,0;5:=1,...,n; en I'(X, F). Por tanto definamos
un morfismo

Ox™ = F

donde m = Zizo ng, v tal que (ay, ..., a,) — > a;t¥;, el cual es sobreyectivo
por construccién. O

Teorema 3.21. Sea X una variedad afin, { f;} una familia finita de funciones
regulares sobre X, que no se anulan simultineamente y U = {U; := X, }. Si
F es un haz algebraico coherente sobre X, entonces

AU, F) =0 (¥) ¢ > 0.

Demostracion. Supongamos que X es una subvariedad cerrada de A" (k) para
algin r € Z~o. Entonces, por el corolario [3.20]

F=0%/R
por lo que tenemos la sucesién exacta de haces algebraicos coherentes

0—R—>0%k —=F——>0.

Aplicando el corolario [3.18] a Uj,,. ;,, tenemos que la aplicacién en las sec-
ciones globales

F(Ul Oé)() _>F(Ui0,...,iq7‘/r) .

0yeeeslq )
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es sobreyectiva. Por tanto induce una sucesién exacta de complejos de coca-
denas (ver notacién en la seccién 3.1)

0—C*UR)—=C*(U,0%) —=C*(U,F)—=0
la cual induce una sucesion exacta larga en cohomologia (ver sucesion [1]).
o HYU,0%) — H' U, F) —= H*'(U,R) — - - -
Ahora, por la proposicién [3.16]
HIU,0%) =0=H"U,R) (V) ¢ > 0.
]

Corolario 3.22. Sea X es una variedad afin y F un haz algebraico coherente
sobre X. Entonces

HY (X, F)=0(V)q>0.
Demostracion. Los cubrimientos finitos de abiertos afines de la forma
{Xplfi e T(X,0x)}

son un subconjunto cofinal de los cubrimientos de X. Por tanto, consideremos
el limite directo sobre estos cubrimientos, entoces por el teorema anterior
tenemos la igualdad. ]

Corolario 3.23. Sea ( F G H () una sucesion exacta de

haces sobre una variedad afin X. Si F es algebraico coherente, entonces el
homomorfismo sobre las secciones globales

I'X,0)—T(X,H)
es sobreyectivo.

Demostracion. Tenemos la sucesion exacta

0—HX,F)—H°X,G) —= H(X,H) ——

Hl(X,f)—>I—:f1(X,g)—>---

del corolario anterior H'(X,F) = 0. O
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Teorema 3.24. Sea X una variedad algebraica y U = {U;},.; un cubrimien-
to de X por abiertos afines. Sea

0—>F-—2sg-Yon 0

una sucesion exacta de haces de O x-médulos sobre X, donde F es algebraico
coherente. Entonces el homomorfismo canénico (ver Seccién 3.1)

Hy(U,H) — H'(U,H)
es biyectivo (V) ¢ > 0.

Demostracion. Tenemos la sucesion exacta

0——>C*(U, F) —— C*(U,G) —— C*(U, H)

entonces la sucesion
0—= CP(U, F) 2~ Cr(U, G) = C (U, H)
es exacta. En la seccién 3.1 definimos Cf (U, H) := Im(y?), entonces
0——CP(U, F) £~ CPU,G) —2= CP (U, H) —=0

es una sucesién exacta corta. Consideramos dg los homomorfismos cofrontera

para C*(U,H) y definimos

4 = Ayl gyt COUH) = CP Y U, H).
Entonces,
dO
Ca(z/{v?—[) =T Cg(uv H) 4_0{1}”’1(”,%) -

es un complejo de cocadenas. Por tanto, tenemos la sucesion exacta de com-
plejos
0—C*'U,F)—=C*U,G) —=CJ(U,H)—0.

Entonces, es suficiente demostrar que Cj(U,H) = CUU,H) (V) ¢ > 0 o
equivalentemente que toda secciéon de H(Uj,,..;,) es imagen de una seccién

.....
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de Q(Uio,,..7iq) (V) (io, Ce ,iq) € [q+1 donde Uio,..‘i

vq

::Uioﬂ...ﬂUiq.

Dado que los abiertos del cubrimiento son afines, entonces U;, . ;
abierto afin (V) ¢ > 0. Ademads, F es algebraico coherente sobre Uj, ., , en-
tonces por [3.23]

LU,

G)—=T'U; H) —=0.

0seenslq? 0ye-rlq )

Corolario 3.25. Sea X una variedad algebraica y sea

0 F g H 0

una sucesion exacta de haces de O x-médulos sobre X, donde F es algebraico
coherente. Entonces

H§(X, ) — H*(X, M)
es biyectivo (V) ¢ > 0.

Demostracion. Consideremos el limite directo sobre los cubrimientos finitos
de X por abiertos afines, entoces por el teorema anterior tenemos el isomor-
fismo. O]

Corolario 3.26. Bajo las hipotesis del corolario anterior. Existe una sucesion
exacta larga en cohomologia

o HY(X,G) — HY(X,H) —= H* (X, F) —= H"(X,G) — - - -

Demostracion. Este resultado se sigue del corolario [3.25]. O

3.2.2. Correspondencia entre haces coherentes y modu-
los finitamente generados sobre una variedad afin

En esta seccién X denotard una variedad afin y Ox su haz estructural.

Tenemos que el anillo A :=T'(X,Ox) es una k-élgebra finitamente gene-
rada. Sea M un A-modulo. Ademas,

B:={X/|f € 4}
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es una base para la topologia de Zariski sobre X. Sea f € A f # 0, definamos

M(Xy) =My =M Q) Ay
A

donde M; es el localizado de M en el sistema multiplicativo {1, f, f2, f%,--- }.

Si Xy C X, entonces I(V(f)) € I(V(g)), por el teorema de los ceros de
Hilbert (ver [3] Cap. 1. Sec. 1.7)

1(V(g)) = Rad(g)

donde Rad(g) es el radical del ideal de A generado por g. Por tanto existe
un enteron > 0y h € A tal que f* = hg. Por el principio del buen orden
sobre N podemos suponer que n es el minimo tal que " € (g). Definamos
Px,x, = My, — My
tal que (V) [ € NU {0}
m h'm  hlm

gl = glhl - fnl

Proposicién 3.27. gjunto con las aplicaciones {prXg lg, f € A} es un B-
haz.

Demostracion. Si X, € X, C Xy, entonces existen t, r ,s € Ny g;, hy,
hoy € A tal que ¢ = g1 f y h" = hig y h® = hyf. Tenemos

pX X Px, x
A g fA h gAh
f > Ay i
a ag1? __ agi? ag1? hi7t
T g T gt T T e (*)
Yy
Px, x
hf
Ay~ A,

G (+)
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Demostraremos que
pxhxf = Px,x, © pxgxf (* * *)

Ahora, h'* = htg' = hlg, f, como s es el minimo tal que h* € (f), entonces
rt > s.

Si rt = s, elegimos hy = g1h%, entonces (%) = (xx). Por tanto, (x * %) se
cumple.

Sirt > s, entonces existe [ > 1 tal que s + [ = rt, entonces
W = hlhof = h™ = hig" = higf
dado que A es dominio y f # 0, entonces h'hy = hig;. Por tanto

ahb 1,
(*) = h]’tr

h¥lahV bl = W' ahd.
Asi, (x % *) se satisface.

Ademas, Px;x; = idy,. Por tanto, Aesun B-prehaz.

Verifiquemos que satisface las condiciones i) y ii) en la definicién de B-haz.
Sea

X;=J xp.
fi#0

Entonces, V(f) = V(I), I = {({f;}) < A. Dado que A es Noetheriano,

entonces
I'={(fi,.... f).
i) Sea s =a/f" € Ay tal que s]Xf‘ = 0. Por la definicién de las restriccio-

nes, tenemos que f! = hf para algiin n > 0y h € A. Entonces,

ah™

g =0
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implica que a = 0 o h = 0 pues A es dominio. Pero si h = 0, entonces f; =0
lo cual es una contradiccion. Entonces s = 0.

ii) Sea s; € Ay, entonces s; = a;/f;" i = 1,...,r. Dado que es un nimero
finito de secciones s;, entonces podemos elegir n; =ni=1,... r.

Supongamos que
Si’xjmxi = Si|xjnxi (V) L)
(ie.) aiff = a;fi* pues A es dominio. Ahora, tenemos que

V(fh"'?f?’):V(f{lv""f;l)a

entonces por el teorema de los ceros de Hilbert f € Rad(f1,..., f;). Entonces,
(3) m > 0 tal que

=Y "bifr b€ Al
j=1

Queremos encontrar una seccion s € Ay, s = a/f™ tal que

S|Xfi = s
(i.e.)
a . a;
VA
si y solo si
afi' = f"a;

=a; ) b}
j=1
=D_baif]

j=1
= ijajfin-
j=1

r

Entonces, A satisface ii) con a = ijl

bjaj. O
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Note que B es una base cerrado bajo interseccién para la topologia de
Zariski sobre X. Entonces, por la proposicion [1.10] A se extiende de manera
unica a un haz sobre X, el cual denotaremos con A, ademas A = Oy.

De manera similar se demuestra que M es un B-haz y denotamos a su
extension también con M.

Proposiciéon 3.28. La correspondencia M +—— M es funtorial, exacta y
conmuta con sumas directas y productos tensoriales.

Demostracion. Funtorialidad. Sean M, N A-médulos y ¢ : M — N un
homomorfismo de A-mdédulos. Sea f € A distinto de cero. Entonces, tenemos
un morfismo de B-haces dado por la coleccion

(prMf—>Nf

tal que m/f' — o(m)/f*.

Exactitud. Sea M N M/ () una sucesion exacta de
A-modulos. Entonces,

0—— M —— Ny —= M} —0

es exacta (ver lema [C.4]). Ahora,

Z‘GXf

fEma

donde m, = {f € A|f(x) # 0}.

Definamos M,,, — hﬂﬂzm M; enviando m/ f' — m/f! donde m/ f! sig-
nifica la clase de m/f' en el limite directo. Claramente esta aplicacién es

sobreyectiva. Ahora, por la construccion del limite directo y la definicién de
las restricciones sobre My, si

m/fl =0
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—~

entonces m/ f' = 0 € M;. Por tanto es inyectiva. Entonces, M, = M,, .
Por la exactitud del limite directo (ver Apéndice C) y por el isomorfismo
anterior concluimos que

0 M M M 0

es una sucesion exacta de Ox-modulos.

Sumas y productos tensoriales. Demostraremos que

) M@, N=MQ; N

ii) M@ M’ = M & M’ son isomorfismos de Ox-médulos.

En efecto, 1)

My Q) Ny = My (R)(Ar (R N)

Ay Ay A

ii) Se sigue de la conmutatividad de la suma directa de mddulos con el pro-
ducto tensorial que

(M & M)y = Mo Mj
O

Lema 3.29. Sea M un A-mddulo. Entonces, M es finitamente generado si
y solo si M es un haz coherente sobre X.
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Demostracion. Supongamos que M = (my, ..., m,). Dado que A es Noethe-
riano, entonces M es isomorfo al conticleo de un homorfismo de A-mddulos

o AT AP

(ver corolario [C.3]). Entonces, tenemos la sucesion exacta

Al AP M 0

por la proposicién [3.28]

Ad Ap M 0

es exacta. Ademads, AP = O%. Entonces, M es coherente.

Inversamente, supongamos que M es coherente. Entonces, tenemos una
sucesion exacta

—~

O O —= M ——>0

dado que O% es coherente. Entonces, por el corolario [3.23] la aplicacién
I(X,0%) = T'(X, M)

es sobreyectiva. Pero I'( X, M ) = M por tanto M es un A-médulo finitamente
generado. ]

Ahora, sea F un haz de Ox-mddulos sobre X, entonces I'(X, F) es un

A-moédulo. Consideremos
p: F—=G

un morfismo de haces, entonces
o T(X,F) = (X, G)

es un homomorfismo de A-mddulos.

Sea F un haz coherente sobre X. Entonces, tenemos la sucesién exacta

O —= 0% —=F—=0.

Por el corolario [3.23] , la sucesién

NX,0%) —TI(X,F)—=0
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es exacta. Pero I'(X,0%) = I'(X,Ox)" por definicién de suma directa de
haces. Entonces, I'(X, F) es un A-médulo finitamente generado.

Consideremos una sucesion exacta de haces coherentes sobre X

0 F g H 0

entonces, por el corolario [3.23] la sucesién
0 ——= (X, F) —=T(X,G) —= (X, H) —0

es exacta.

Ademds, note que ' X, F @ G) = '(X, F) & I'(X, G) por la definicién del

haz suma directa.

Teorema 3.30. La aplicacion
{A-mdédulos finitamente generados} — {Haces coherentes sobre X'}

M — M es una equivalencia de categorias.

Demostracion. De la proposicién [3.28], tenemos que esta aplicacién es un
funtor entre ambas categorias, pero sélo demostraremos la biyeccién entre
los objetos.

Sea M un A-modulo finitamente generado. Entonces, por construccion

I'(X,M) =M.

Consideremos Oyx. Entonces,

—_——

[(X,0x)=A
= Ox
En particular, T'(X, O%) = O%.
Ahora, sea F un haz coherente sobre X. Entonces, tenemos una sucesion
exacta
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y asi, la sucesion en las secciones globales

DX, 0%) X (X, 0%) X (X, F) —>0

es exacta.
Consideremeos f € A\ {0}. Tensorizamos la sucesién exacta anterior con Ay.
Entonces, tenemos la sucesién exacta

1 1
D(X, 0%) @4 Ar 5 T(X, 04) @4 Ay - T(X, F) @4 A — 0
Ahora, tenemos definida una aplicacién

DX, F) Q) Ar — D(Xy, F)
A

tal que s @ r = s|x,7.

Entonces, tenemos el siguiente diagrama

P ®1 ) ®1
F(X, O?{) ®A Af —>F(X, Og{) ®A Af—>F(X7 -7:) ®A Af—>0

T S

I'(Xy, O%) (X, 0%) D(Xy, F) 0

La conmutatividad del diagrama anterior, se sigue de la conmutatividad de ¢
y 1) con las restricciones de los haces correspondientes. Entonces, por el lema

del quinto, tenemos que I'(X, F); = I'(Xy, F). Por tanto I'(X, F) = F. O

Corolario 3.31. Sean F y G haces coherentes sobre X. Entonces F = G si
y solo siI'(X, F) = T'(X,G) como A-médulos.

Proposicion 3.32. Todo subhaz F de Ox-modulos de un haz coherente G
es un haz coherente.

Demostracion. Tenemos que I'( X, F) C I'(X, G) es un I'(X, Ox)-submédulo.
Ahora, I'(X, Ox) es Noetheriano y I'( X, G) es finitamente generado, por tanto
Noetheriano. Entonces, I'(X, F) es finitamente generado como I'(X, Ox)-

—_—

—~—

I(X,F)=F

modulo. Por la correspondencia anterior I'( X, F) es un haz coherente. Pero

]
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Proposicién 3.33. Sean F y G haces coherentes sobre X . Entonces

i) FQp, G es coherente sobre X.
ﬁ) F(Xv‘F@OX g) = F(X7 ]:> ®F(X,OX) F(X7 g)

Demostracion. i) Dado que F y G haces coherentes sobre X, entonces I'( X, F)
y I'(X, G) son A-mddulos finitamente generados, por lo tanto I'(X, ) @ 4 ['(X, G)
es A-modulo finitamente generado y

P e N

N(X,F)QT(X,6) =T(X, F) QTI(X.0)

A A
- 7RG
Ox
i) se sigue de que F @, G =I'(X,F)Q,T'(X,3). O

3.2.3. Haces coherentes sobre una variedad proyectiva
y modulos graduados finitamente generados

En esta seccion X denotara una variedad proyectiva y Ox su haz estruc-
tural.

Consideremos X — P"(k) como una subvariedad cerrada. Sea A = I';,(X)
su anillo de coordenadas homogéneas (ver [3], Cap. 4, Pag. 46), puesto que
I(X) es un ideal homogéneo del anillo graduado k[Xy, ..., X,], entonces A
es un anillo graduado (ver Apéndice C).

Ahora, sea M = €, ., M, un A-médulo graduado (Ver Apéndice C), y
f € A homogéneo. Definamos

Xp=A{peP"(R)|f(p) # O},

éstos son abiertos afines y forman una base para la topologia de Zariski
definida sobre P"(k). Sea B := {X/|f € A homogéneo y deg(f) > 0}. Para
cada Xy € B, definamos

M(Xy) = My

donde My denota el submdédulo de M localizado en f (M) que consiste de
los elementos de grado cero, (i.e.) elementos de la forma m/f", donde m es
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homogéneo de grado ndeg(f) donde deg(f) es el grado de f en A.

Si Xy C X, entonces I(V(f)) € I(V(g)), por el teorema de los ceros de
Hilbert (ver [3] Cap. 4. Sec. 4.2)

I(V(g)) = Rad(g)

donde Rad(g) es el radical del ideal de A generado por g. Por tanto existe
un entero n > 0y h € A homogéneo, tal que f* = hg. Por el principio del
buen orden sobre N podemos suponer que n es el minimo tal que f™ € (g).
Definamos

prxg = Mg — Mf

tal que (V) I € NU {0}
m h'm B h'm
g = glht — frl
Andlogamente que en la proposicion [3.27] se demuestra que M junto con
las aplicaciones

{prXg lg, f € A homogéneos}

es un B-haz y que A = Oy. Ademas, M tiene una estructura natural de
Ox-médulo, pues My es un A¢p-médulo y Apy = Ox(Xy).

Sobre una variedad afin Xy, M lx, = J\//[\(;) donde la segunda parte de la
igualdad denota el haz asociado al A(y-médulo My de la seccién anterior.
Asi, si M es finitamente generado y dado que A es un anillo Noetheriano,
enonces, My es un A y-médulo finitamente generado. Por tanto M es Ox-
coherente sobre X.

Sean M y N A-médulos Z-graduados y ¢ : M — N un homomofismo de
A-médulos homogéneo de grado 0 (ver Apéndice C). Sea f € A un elemento
no cero. Entonces, tenemos una aplicacion de A(y-modulos

@ My — Ny

tal que m/f' — @(m)/f' (V) | € Zso. Y asi, un morfismo de haces de Ox-
modulos

o: M — N.
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Proposicion 3.34. Sea () M- N () una sucesion exac-
ta de A-médulos graduados, ¢ y 1) homogéneos de grado 0. Supongamos que

o My = N; 'y 0 Ny — M|

son sobreyectivas (V) i € Z. Entonces

0 M-~ N 0

es una sucesion exacta de Ox-modulos.

Demostracion. Puesto que el limite directo es exacto (ver teorema A.17), es
suficiente demostrar que la sucesién de Ay-moédulos

ef vy
0 —— M) == Nij) —= M’ —=0

es exacta.

Sea m/f' € ker(ypy), entonces p(m)/f' = 0. Por tanto existe ¢ € Zs tal
que flo(m) = 0. Por la inyectividad de ¢, f'm = 0. Entonces, m/f! = 0.

Dado que 1pop = 0, entonces Im(ps) C ker(i¢). Ahora, sean/ f* € ker(iy),
entonces existe t € Zso tal que fl4p(n) = 0. Asi, f'n € Im(yp), por la so-
breyectividad de @, ... existe m € Migeg(p)deg(n) tal que o(m) = f'n.

Ast, m/f"° € My y op(m/ ) =n/ f°.

Seam//f* € M('f). Por la sobreyectividad de 1); existe n € Nygeq(y) tal que
(n) = m/, entonces (n/f%) =m'/f*. O

Sea M A-médulo graduado, N y T sub-médulos graduados de M, defi-
namos L
(N +T)(Xy) := Nipy + Tip).
Este es un A(p-submédulo de Myy. Ahora, si X, € X definamos una apli-
cacion
Ny +Tiy) = Nig) + Tig)

tal que s + 5" — s|x, + s'|x, son las restricciones de los haces N y T', respec-
tivamente.
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Entonces, N+T junto con estas aplicaciones es un B-prehaz.

Ahora consideremos el sub-médulo N + T, entonces por la proposicion
[C.11] N + T es un sub-médulo graduado de M y

N—FT:@(NZ‘—FTi).

ne”L

Ademés, tenemos que (N + 1) = Ny + T por tanto

—_——

N +T(X;) = (N +T)(X;).

As, Ny T =N +T.

Teorema 3.35. Sea M un A-mddulo Z-graduado. Supongamos que M es
coherente. Entonces,

—~

M= M
donde M’ es un A-mdédulo Z-graduado finitamente generado.

Demostracion. Consideremos un cubrimiento abierto afin de X, digamos
B = {Xf| tal que M|Xf es 0X|Xf—coherente} :

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que este cubrimiento es un
subconjunto cofinal de la base sobre X construida con los abiertos afines de

X.

Sea
S ={N C M|N es un A-submédulo graduado finitamente generado de M} .

En particular,

M=> N.

Nes

Podemos construir una cadena creciente de submédulos

Ny ©CNi+No C N+ No+Ns Coe
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Por la proposicién [C.11] tenemos que cada una de estas sumas es un sub-
moédulo graduado de M y ademas, cada uno de ellos es finitamente generado.

Ahora, si N < N’ médulos graduados, entonces la aplicacién inducida en
los haces es inyectiva N < N’ (ver la demostracién de la proposicién [3.34]).
Por tanto tenemos la siguiente cadena de Ox-mddulos

—_—~—

M§N1+N2§N1+N2+N3Q--~

Entonces, sobre cada Xy tenemos la cadena ascendente de Ay sub-médulos
Nigpy © (N1 + Na)py) © (N1 + No+ N3)p) © -+

Note que sobre los abiertos X; € B’ esta cadena se estaciona, pues My es
A(p)- médulo finitamente generado y A es un anillo Noetheriano. Ademds,
como éste es un subconjunto cofinal de la base, entonces la aplicacién sobre
los gérmenes, inducida por la inclusién de los submaodulos, es un isomorfismo.
Asi, la cadena de Ox-méddulos se estaciona.

Por tanto, podemos escribir M = Yoy Ni. Ademds, Y. N, € Si =
1,...,7. ]

—~—

Definicién 3.36. Para cada d € 7Z, definamos Ox(d) := A(d) (para la
notacién A(d) ver Apéndice C), el cual es un haz coherente sobre X, pues
A(d) es un A-mddulo graduado finitamente generado. Si F es un Ox-mdédulo,
entonces definamos

F(d) == F Q) Ox(d).
Ox

Note que las secciones de Ox (d) sobre un abierto afin X son precisamente
los elementos de grado d en Ay, y que si F es un haz coherente sobre X,
entonces por la proposicién [3.33], F(d) es un haz coherente sobre X.

Proposicion 3.37. Si M es un A-médulo graduado, entonces

V)deZ
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Demostracion. Sea f € A un elemento homogéneo no cero. Por la proposicién

3.33] N
M Q) Ox(d)(Xs) = My (XR) A(d

Agg)

donde la segunda parte de la igualdad es isomorfa al A(y-mddulo que consiste
de los elementos de grado d en M. Y por otra parte

]

Note que (A(d))(d) = A(d + d'), entonces por la proposicién anterior

——~—

tenemos que A(d)(d') = ( )(d'). Por tanto

Ox(d+d) = Ox(d)(d') = Ox(d) R) Ox(d).

Entonces, para un Ox-médulo F,

d) Q) Ox(d') = F (R Ox(d) (X) Ox(d)
Ox Ox Ox
=FQOx(d+d)
= ]—"(di d).

Ahora, definimos

= @Prx, F(d)

La estructura de A-médulo, estda dada por

I'(X,O0x(n ®r (X, F(d)) = T(X, F(n+d)).

Por tanto, I',(F) es un A-médulo graduado.

Sea S = k[X1, ... X,], entonces tenemos la graduacion sobre S = @, Si
dada por el grado de los polinomios. Ademés, S es finitamente generado por
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S1 como Sp-algebra. Entonces, I',(F) = F, sélo definiré la aplicacién ¢ con
la cual son isomorfos. La demostracion del isomorfismo se puede consultar
en el libro «Algebraic Geometry» de Robin Hartshorne [4], Cap. 11, Seccién
5, Proposicién 5.15.

Tenemos la graduacion sobre el anillo de coordenadas A = @®A; induci-
da por la aplicacion cociente. Sea f € Aj, es suficiente definir ¢ sobre los
abiertos Xy con f € A, pues éstos forman un subconjunto cofinal de los
elementos de la base.

Seam/f% € T.(F)(s), m € T(X, F(d)) para algin d. Consideremos f~¢ €
['(X},Ox(—d)), entonces por la graduacién de T'.(F), f~¢@m € T'(X;, F);

esto define la aplicacion

—_——

LU (F)(Xy) = F(Xp).

Entonces, si F es un haz coherente, por el teorema [3.35] F = M donde
M es un A-médulo graduado finitamente generado.
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Teoremas de anulamiento y
finitud

Para cada n € Z>g, PV (k) denota el n-espacio proyectivo, Xy, ..., X, las
coordenadas homogéneas para P"(k) y P"y, los abiertos afines de P"(k) de
la forma {X; #0} i=0,...,n.

4.1. Teoremas de anulamiento
Sélo enunciaremos el primer Teorema de Anulamiento, el cual se define

sobre una variedad afin X, pues éste es precisamente el corolario [3.22].

Teorema 4.1. [de Anulamiento I] Sea X es una variedad afin y F un haz
algebraico coherente sobre X. Entonces

HYX,F)=0(¥) q¢>0.

Lema 4.2. Sea X una variedad afin y U = {U;},.; un cubrimiento abierto
finito de X, donde U; es afin para cada i € I. Si F es un haz algebraico
coherente sobre X, entonces HY(U,F) =0 (V)qg > 0.

Demostracion. Consideremos [ = {X fj}je ; un refinamiento finito de U.
Definamos para cada p + 1-tupla iy, ..., %, de elementos de I
Uio...ip = Uio Nn...N Uip'

99
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Sea
B’io---ip = {UZOZP N ij|j € J}
puesto que Uj, . ;, es una variedad afin, entonces por el teorema [3.21] tenemos

que

Hq(/BiO“-ip? F Uio...z‘p> =0 (V) q>0.

Entonces, HY (U, F) = lf]q(ﬁ,}") (V) ¢ > 0 (ver proposicién [D.9]). Se sigue
del teorema [3.21] que H(5,F) =0 (V) ¢ > 0. O

Proposicion 4.3. Sea X una variedad algebraica, F un haz algebraico cohe-
rente sobre X y U = {U;},., un cubrimiento finito de X, donde U; es abierto
afin para cada i € I. Entonces, el homomorfismo

HYU,F) — HY(X,F)
es biyectivo (V) ¢ > 0.

Demostracion. Consideremos la familia B := {8*}__ , de cubrimientos finitos

de X de abiertos afines, donde

B = {Bja}jeja ’

para cada p + 1-tupla i, ..., 7, de elementos de I y para cada a € A

acA

Big.ip = {Uz‘o...z‘p N B;%j € Ja} )

(67

note que io..i

, € B. Entonces, por el lema [4.2]

ﬁq(ﬁio...ipay f

Uio...ip) =0 (v) q> 0.

Puesto que B es un subconjunto cofinal de todos los cubrimientos de X,
entonces H1(U,F) — HY(X,F) es biyectivo (V) n > 0 (ver teorema [D.10]).
O

Lema 4.4. Sea X C PV (k) una subvariedad cerrada de dimensién n. Enton-
ces, existe una subvariedad lineal W C PY (k) tal que

codimpn yW =n +1

(donde codimpn yW = N —dim(W)) y X "W = @.
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Demostracion. Por induccién sobre N.

N = 1. Entonces, X C P!(k). Por tanto dim(X) = 0, es decir X = {p},
p € P(k). Ahora, tenemos que

P'(k) = {Ja: 1] |a € K} U {[1: 0]}

Tenemos que Xy y X; son coordenadas homogéneas. Si p = [a: 1] pa-
ra algin a € k, consideremos W = V(X7) el punto al infinito, entonces
codimpzyW =1y WNV =@. Sip=[1:0], consideremos W = V(Xj),
entonces codimpW =1y WNX = @.

Supongamos que el lema se cumple para N — 1.

Ahora, elijamos © = [z : - -+ : zx] € X. Sea Q el conjunto de hiperplanos
en PV (k) que no contienen a z. Note que 2 # @, en efecto, tenemos que
x; # 0 para algin i. Entonces, V(X;) € Q. Ademas, Q C PV es un abierto

pues estd definido por {Zf\io a;x; # 0|a; € k}
Sea H € (). Tenemos dos casos:
i) Hh X =0
i) HNX # o
Ahora, dim(H) = N — 1 por tanto H = PN=1(k).
i) Por hipétesis n < N — 1, Entonces elijamos una subvariedad lineal

W C H de dimensién N — 1 —n. En particular, W C PV. Por la eleccién de
W, tenemos que W N X = &y codimpn W =n + 1.

ii) HNX C H. Primero note que HNX C H. En efecto, si HN X = H,
entonces H C X, pero dim(X) < N — 1 por tanto H = X, lo cual es una
contradiccién pues H € Q. Y ademas, dim(H N X) = r < n. En efecto, sino
HNX = X, entonces X C H, esto contradice la eleccion de H.

Ahora, aplicamos la hipdtesis de induccion. Entonces existe una subva-
riedad lineal
W C H=PV (k)
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tal que WN (HNX)=WNX =3y codimpn-1n)W = r + 1. Por tanto
N —1—-n<dim(W)

entonces, elijamos una subvariedad lineal W/ C W C PN=1(k) C PN (k) de
dimensién N — 1 — n. Entonces, W’ satisface el lema. O

Teorema 4.5. [de Anulamiento II] Sea X una variedad proyectiva de
dimensién n y F un haz algebraico coherente sobre X. Entonces,

H(X,F)=0 (V)i>n.

Demostracién. Supongamos que X es una subvariedad cerrada de PV (k).
Entonces, por el lema anterior existe W, salvo cambio de coordenadas pro-
yectivo supongamos que W = V (X, ..., X,,), tal que WNX = &. Entonces,

XCUyU...uU,

donde U; := PN y,. Asi, X esta cubierto por los n + 1 abiertos afines X N Uj;,
entonces por corolario [3.7])

H{X NV} 0 F)=0 (V) j>n

entonces por la proposicién [4.3] H/(X,F) = 0 para j > n. O

4.2. Teorema de finitud

Proposicion 4.6. Sea Y una subvariedad cerrada de una variedad algebraica
X,i:Y — X lainclusion y F un haz Oy-coherente sobre Y. Considere 1, F
la imagen directa de F sobre X. Entonces, i,F es Ox-coherente.

Demostracion. Tenemos una sucesioén exacta

P
Oy lury” - Oy vy —— Fluny —=0

sobre un conjunto abierto U C X y p, ¢ € N. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que U es un abierto afin.

Ahora, por la proposicién [1.46] y [1.45]

i.Oy |v” —=>1i,0y|y* w—*>i*.7:’U —0
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es exacta.
Ademas, por la proposicién [1.48] tenemos la sucesién exacta
Oxl[] ﬁ-i*Oyhjﬁ-O .

Por tanto induce una sucesion exacta
7
17 .
OXq|U ﬁ-l*(/)thj —0.

, « e, . . . .
Asi, la composicién ¥, 0@ es sobreyectiva. Por tanto, i,F|y es isomorfo a un
haz cociente de Ox|y?. Ahora, dado que U es afin, entonces por la proposicién
[3.32], . F|u es un haz coherente. O

En particular, 7,0y es un Ox-moddulo coherente sobre X.

Proposicion 4.7. Sea X una variedad algebraica, Y una subvariedad cerra-
da de X y F un haz Oy-coherente sobre Y, entonces

HP(Y,F) = H*(X,i,.F) (Y) p € Zso.
donde i : Y — X es la inclusion.

Demostracion. Para todo cubrimiento abierto U = {U;},.; v (V) p € N
tenemos que

cr,i.F) =[] .FUi,n...00,)
=15, F Uiy N...NU;, NY)
= CP(UNY,F)

donde U NY = {U; NY},,; es un cubrimiento abierto de Y, en particular,

para cualquier cubrimiento abierto afin. Ademas, por la casi-compacidad de
X, cada cubrimiento U se puede suponer finito. Entonces,

HPUNY,F) — H?(Y, F)
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es biyectivo (V) p > 0 (ver proposicién [4.3]). Entonces,
HP(X,i,F) = ling HP(U, i, F)
U afin
= lim H*UNY,F)
U afin
= lim H”(Y,F)
U afin

= O?(Y, F)

]

Proposicién 4.8. Sea X una variedad {F}},_; una familia finita de haces
de Ox-médulos y U = {U;},.,; un cubrimiento abierto finito. Entonces, para

todo p € Z>
oUu.@F) =P au. ).

jedJ jeJ

Demostracion. Este resultado se sigue de que para todo p € Z>

Cp(u’@Fj> = H @Fj(UiO Nn...NnU;,)

JjeJ 10,...,0p JEJ

=P Prw,n..nU;)
=P [] BEWi,n..00)

En lo sucesivo de este capitulo X denotara una variedad proyectiva,
R == ]C[Xo, cee 7Xn]
el anillo de polinomios en n + 1 variables sobre k y U; :=P% ¢ =0,...,n.

Escribimos
R=-@r,

deZ
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donde R4 son las componentes homogéneas de R, graduado por el grado de
los monomios. Por convencién R; = 0 si d < 0. Note que para cada d € Z,
Ry es un k-espacio vectorial.

Proposicién 4.9.

0 sid<0

L(P"(k), Opny(d)) =
(" (). O (@) {Riﬁdzo
En particular, I'(P"(k), Opn(y)) = k (ver definicién [3.36]).

Demostracion. Sea d > 0y f € I'(P"(k), Opny(d)), f # 0. Note que la
restricciéon de f a U; estd dada por un polinomio P;(Xy,...,X,) de grado d
el cual es independiente de i. En efecto, tenemos que

flo; = B/ X

donde P; es un polinomio de grado d + r; en las variables Xy, ..., X, sin
pérdida de generalidad podemos suponer que X; no divide a P;. Entonces,
sobre la interseccion U; N U;

PX] = P/ X}
en el campo de funciones racionales. De esto se sigue que
PX = PX]'

pero X; { P, entonces r; = 0, analogamente r; = 0. Por tanto P, = F;. O
Teorema 4.10. Sea n > 1 entero y considere d € 7, entonces

o HO(P"(K), Opn g (d) = R (¥) d.

» H'(P"(k), Opnry(d)) = 0 para 0 < i <n y (V) d.

o H'(P"(K), Opn sy (d)) = HOB" (k), Opn gy (—d —n — 1))* (V) d.

Demostracion. Ver [10], Cap. VII, Teorema 4.1, pag. 122. O
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Teorema 4.11. [de Finitud] Sea F un haz coherente sobre X. Entonces,
(V) i >0, H(X,F) es un k-espacio vectorial de dimensién finita.

Demostracion. Supongamos que ¢ : X < P"(k) es la inclusién canoni-
ca. Consideremos la imagen directa de F, i, el cual es un Opn(;)-médu-
lo coherente sobre P"(k), pues X es una subvariedad cerrada. Dado que
HY(X,F) = HI(P"(k),i,F) (ver proposicién 4.7) entonces, podemos supo-
ner X =P"(k)y F =i.F.

Tenemos que Opn;)(d) es un haz coherente (ver definicion [3.36]). Note
que para el caso F = Opngy(d) d € Z el teorema se cumple. En efecto,

tenemos que
. n+d
dzmde = ( )
n

(ver [3] Cap. 2, Ejercicio 2.36, Pdg 25). Y por el teorema [4.10]
D(F" (k). Opy (d) = R

Por hipétesis, F es coherente, entonces F = M, donde

M:@Mn

neZ
es un R-moédulo graduado finitamente generado. Sea {my,...,m;} un con-
junto de generadores. Sin pérdida de generalidad podemos suponer m, ho-
mogéneos de grado n, v = 1,...,t, respectivamente.

Entonces, existe un homomorfismo sobreyectivo de R-moédulos

t
p:L:= @R(—nr) — M
r=1

tal que asocia al elemento m,, el r-ésimo elemento de la base de L; donde

R(—n,) = @ R, _,, (ver ejemplo [C.6]).

nez

Sea N = ker(p), tenemos que N es un R-mé6dulo graduado (ver proposicién
[C.8]). Dado que L es libre y R es Noetheriano, entonces N es finitamente
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generado (proposicién [C.2]).

Entonces, la sucesion exacta de R-modulos

0 N L M 0

induce una sucesion exacta de haces coherentes

0 N L M 0.

e~

Por definicion R(—n,) = Opnx)(—n,), entonces

t
L= @ O]P’”(k)(_nr)
r=1

Ahora, demostremos el teorema por induccién descendente sobre 7. Dado que
la dimensién de P"(k) es n, entonces por el Teorema de anulamiento tenemos
que para i > n+ 1 H (X, F) = 0 para cualquier haz coherente F. Suponga-
mos que el resultado se conoce para i+ 1 y cualquier haz coherente. Entonces,
solo falta demostrarlo para .

Puesto que N es coherente, entonces por el corolario [3.26] tenemos su-
cesion exacta larga en cohomologia

entonces,

dimp H (X, F) = dimpIm(g) + dimgker(g)
= dimyIm(g) + dimgIm(f)
< dim H* (X, N) + dim, H(X, L)

Por hipétesis de induccién tenemos que dimy, H+' (X, N) < co. Ahora, por
la proposicién [4.8]

dimp H'(X, L) =Y _ dim, H'(X, Opn (i (—1,))

el cual es finito por el teorema [4.10]. Por tanto dim, H'(X,F) < co. O
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4.3. Una aplicacién: Teorema de Riemann-
Roch sobre curvas proyectivas

Sea X una variedad algebraica. Definamos el conjunto
¢:={Y C X :Y es subvariedad cerrada de X y codimx(Y) =1}

donde codimx (YY) := dim(X) — dim(Y). Considere Z (<), el Z-médulo libre
generado por ¢. A un elemento D € Z () se le llama Divisor de Weil y a
Z(s) el grupo de divisores de Weil, el cual denotaremos por Div(X).

Definicién 4.12. Sea D = ), nyY un divisor de Weil. Definimos el grado

de D como
deg(D) = Zny.
Y

Definimos 0 como el divisor tal que ny = 0 (V)Y € ¢ y lo llamamos el
divisor cero de X.

Definicién 4.13. Si en D, ny > 0 (V)Y € ¢ se dice que D es un divisor de
Weil efectivo o positivo y se escribe D > 0.

Para todo D € Div(X), definimos D > D’ si y sélosi D — D" > 0.
Note que > es un orden parcial sobre Div(X). En efecto, sean

D= nY D =>nY y D'=>nlY

divisores de Weil. Puesto que D — D = 0 por lo que D > D. Ahora, supon-
gamos que D > D' siy sélosi D— D’ > 0, esto implica que ny —nj > 0, por
tanto nfy —ny <0 (V)Y €¢.Si D> D'y D' > D", entonces ny —ny >0y
ny —nf >0 (V)Y € ¢ por lo que

" __ / / "
Ny — Ny, =Ny — Ny +ny —ny > 0.

Asi D > D".

El soporte de D = > nyY, denotado con supp(D), es

supp(D) := U Y

ny #0
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A tales Y se le llama componentes de D y a ny la multiplicidad de Y. Las
componentes Y de D con multiplicidad ny > 0 (respectivamente ny < 0) se
les llama ceros (respect. polos) de Dy > _onyY (resp. > —ny)Y)
es el divisor de ceros (respect. divisor de polos).

ny<0<

Si X es una curva, entonces los divisores primos de X son los conjuntos
que consisten de un solo punto. Asi, los divisores de Weil sobre X son de la

forma
> b
peX

Definicién 4.14. Un anillo R es llamado un anillo de valuacion discreta si
es un dominio de ideales principales y tiene un tuinico ideal primo no cero.

Una funcién v : k — Z U {oo}, k-campo, se llama valuacién discreta si

i) v es sobreyectiva.

1ii

v(ap) = v(a) +v(p).
(et 8) = man{v(a),v(8)}

El anillo R, = {o € k : () > 0} es un anillo de valuacién discreta. Este
es un anillo local con ideal maximal m, = {a € k : v(a) > 0}, en particular
R, es un DIP. A un generador 7w de m, se le llama pardmetro local y se
caracteriza por v(m) = 1 o por ser 7 irreducible.

1)
ii) v(a) = oo siy slosi a = 0.
1)
iv)

Inversamente, la valuacién discreta v se puede recuperar del anillo de va-
luacién discreta R, por la propiedad de la factorizacion unica: para o € k
y el parametro local 7, existe una tnica unidad v € R, tal que a = un™,
n € 7Z, entonces v(a) = n.

Definicién 4.15. Sea R un anillo local Noetheriano con ideal maximal m y
campo residual K = R/m. R es un anillo local reqular si
dimg(m/m?*) = dim(R)

donde dim(R) es la dimensién de Krull del anillo R.
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Definicién 4.16. Sea X una variedad algebraica. X es no singular o suave
en un punto p € X si el anillo local Ox , es un anillo local regular. X es no
singular si ésta es no singular en cada uno de sus puntos. X es singular si es
no no-singular. Un punto p el cual no es suave es llamado punto singular o
singularidad.

Ahora, en el resto de esta seccién X denotard una curva proyectiva suave.

Para cada p € X, Ox, es un dominio local Noetheriano con ideal maxi-
mal m, y campo de cocientes k(X). Puesto que la curva es suave, entonces
dim(Ox,) = dim(X) = 1. Asi, Ox, es un dominio de valuacion discreta con
funcién de valuacién discreta ord, (ver [1], Teorema A.8.5, Pag. 545).

Sea f € k(X). Entonces el divisor de Weil asociado a f se define como
div(f) = ord,(f)p.
peX

Mostremos que esta suma es finita. Dado que f € k(x), entonces f = h/g
tal que h, g € Ox,p; v ademads, por la definicién de la funcién de valuacién
ordy(h/g) = ord,(h) — ordy,(g). Por tanto, es suficiente considerar f € Ox .

Tenemos que V({ D=pU---Up,y[f€m,siysolosi f(p) =0.
Entonces ordy (f) =0 (V) p ¢ {pl, -+, pr}. Por tanto div(f) es un divisor
de Weil.

Denotemos con (f)o ¥ (f)eo €l divisor de ceros y el divisor de polos de
div(f), respectivamente. Entonces,

div(f) = (f)o = ()
Llamamos ord,(f) el orden de f en p y a div(f) divisor principal de Weil.
Sea D = [{U;, fi};e;] € CaDiv(X) y p € X. Tenemos que p € U; para

algiin ¢ € I. Defina el orden de D a lo largo de p como
ordy(D) := ordy(f;).
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Note que estd bien definida. En efecto, sea 7 € I tal que p € U;. Tenemos
que

Ordp(fi) = 0rdp<fj) A Ordp(fi) - Ordp(fj) =0
& ordp(fifj—l) =0
S fi fj_les una unidad en el anillo Ox,,
& [ e ox(U;Ny).

Sea {V},g;} otro representante para D. Entonces, ord,(f;) = ord,(g;) pues
fig; L€ 0% (U;NU;) (ver definicién de divisor de Cartier en la seccién 2.2).

Escribimos
Z ord,(D)p = Z ord,(D)p + Z ordy(D)p.
peX peU; p¢U;

Veamos que estas sumas son finitas o equivalentemente que f; es una unidad
en el anillo Oy, para casi todo p € X excepto una cantidad finita de puntos.

La finitud de la primera suma se deduce de que f; € m, si y sélo si
peV(f)={p1, - .p}. Entonces ord,(f;) =0 V)p & {p1,--- .0}

Ahora, p ¢ U; siy sélosip € X\U; = Z. Pero Z = {q1,- -+ ,qs}, entonces
p = q para algin t € {1,...,s}. Por tanto ) ord,(D)p es un divisor de
Weil sobre X.

Entonces, tenemos una aplicacién
¢ : CaDiv(X) — Div(X)
tal que D — 3 ord,(D)p.

Note que a cada divisor de Cartier efectivo, le corresponde un divisor de
Weil efectivo. Sea D = [{Uj, fi},;c;] efectivo. Sea p € X. Tenemos que p € Uj;
para algin i € I. Como f; € Ox(U;), entonces f; € Ox,p. Asi, ord,(fi) > 0.
Por tanto ) ord,(D)p es un divisor de Weil efectivo.

En este caso, para X una curva suave, tenemos que esta aplicacién es un
isomorfismo de grupos y que los divisores de Cartier efectivos (resp. princi-
pales) se corresponden con los divisores de Weil efectivos (resp. principales)
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(ver [4], Cap. II, Proposicién 6.11, P4g 141).

Definicién 4.17. Sea X una variedad proyectiva de dimension n y F un
haz algebraico coherente sobre X . Definimos la caracteristica de Euler de F

como
n

X(F) = (=1)dimH' (X, F).

=0

Esta suma es finita por el teorema de anulamiento [4.5] y x(F) < oo por
el teorema de finitud [4.11].

Proposicion 4.18. Sea X una variedad proyectiva de dimension n y

0 F g H 0

una sucesion exacta de haces algebraicos coherentes sobre X. Entonces,

X(9) = x(F) + x(H).

Demostracion. Del corolario [3.26] tenemos que existe una sucesién exacta
larga en cohomologia

”ﬁ.Hq(Xag>ﬁHq(‘X;H)ﬁHq+1(X7‘F>ﬁHq+1(X7g)ﬁ"'
y por el teorema [4.5] tenemos que

OﬁHO(XJJ:)ﬁHO(X7g>*HO<X7H)

H"(X,F)—H"(X,G) — H"(X,H) —=0

Ahora, sea F' un campo, sabemos del algebra lineal que si

0 Vi Va Vs Vin 0

es una sucesion exacta de F-espacios vectoriales de dimension finita, entonces

m

> (=1)'dimpV; = 0.

=1

Por tanto, x(G) = x(F) + x(H). O
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Teorema 4.19. [Riemann-Roch sobre curvas] Sea X una curva proyectiva
suave, D € Div(X). Denotemos el haz invertible asociado al divisor D con
Ox (D). Entonces,

X(Ox (D)) = deg(D) + x(Ox).

Demostracion. Sea D cualquier divisor sobre X y p un punto de X. Demos-
traremos que la férmula es cierta para D si y sélo si es cierta para D + p.
Esto es suficiente para demostrar el teorema pues cualquier divisor puede
obtenerse a partir del divisor cero 0 en un nimero finito de pasos por sumar
o restar un punto cada vez.

Sea p € X. Consideremos la inclusién canénica i : {p} — X. Por tanto
tenemos la sucesion exacta fundamental asociada a {p} (ver seccién 1.5)

0—=J,—=Ox —=i,0,—=0

donde i, O, es la imagen directa de O, bajo i. Note que Ox(—p) = J,. En
efecto, En la sub-seccién 2.2.1 definimos que para cualquier abierto U C X
tal que p e U

LU, O0x(=p)) =A{f € k"(X)|div(f) = p}.
lo cual implica que f(p) = 0. Entonces, f € I'(U, J,).

Ahora, sea f € I'(U, J,). Entonces, f(p) = 0, por lo que div(f) > p. Asi,
feT(U Ox(—p)).

Entonces, tenemos la sucesion exacta

O—>OX(—p) OX z*(’)p—>0 (1)

Dado que Ox(—p) es un haz invertible (ver seccién 2.2.1), entonces es un
Ox-moédulo coherente. Asi, por la proposicion [4.18]

X(Ox) = x(Ox(—p)) + x(i.O0,).

Como H(X,i,0,) = H(X,0,) para toda i > 0 (ver proposicién [4.7]) y
por el teorema de anulamiento [4.5]

H'(T({p},0,) =0
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para ¢ > 1. Entonces, sélo determinaremos dimiI'(X, O,). De la definicién
del haz O, (ver seccién 1.5), tenemos que para cada abierto U C X

k ,sipeU

0 , en otro caso

O,(U) = {
Por tanto, x(Op) = 1. Asi, x(Ox(=p)) = =1+ x(Ox) = deg(—p) + x(Ox).
Ahora, tensorizamos la sucesién exacta (1) con Ox(D + p), como éste

es un haz invertible y Ox (D) @y, Ox(D') = Ox(D + D') (ver proposicién

[2.39]), entonces tenemos la sucesion exacta

entonces,

X(Ox(D +p)) = x(Ox(D)) + x(1:0p)  (2).

Ahora, supongamos que el resultado se cumple para Ox (D), entonces
sustituimos en (2)

X(Ox(D +p)) = deg(D) + x(Ox) + 1
= deg(D + p) + x(Ox)

es decir el resultado se cumple para D + p.

Reciprocamente, supongamos que el resultado se cumple para D + p,
entonces sustituimos en (2) y obtenemos que

xX(Ox (D)) + x(ixO0p) = x(Ox(D +p))
= deg(D + p) + x(Ox)
=deg(D) + 1+ x(Ox)

Entonces,
X(Ox(D)) = deg(D) + x(Ox).



Apéndice A

Categorias y Funtores

A.1. Definicién de categoria

Una categoria C' consta de
i) Una clase de objetos Ob(C).

ii) Para cada par de objetos X,Y € Ob(C), un conjunto Homec(X,Y)
cuyos elementos se llaman morfismos o flechas f de X en Y denotados
con f: X — Y, decimos que X es el dominio de la flecha f y Y su
codominio.

Definamos dom(f) := X y cod(f) =Y.

iii) Para cada terna de objetos X, Y, Z € Ob(C) y para cada par de flechas
f: X —=>Yyg:Y — Z una operacién llamada composicion de f y g,
escrita como g o f, es una flecha de X en Z.

Ademas, esta ley de composicién satisface que: (V) f: X - Y, g:Y — Z,
h:Z—->Wyh:7Z—=X

a) ho(gof)=(hog)of.
b) Para todo objeto X € Ob(C) existe un morfismo 1x : X — X tal
que folxy=fylyxyoh =h.

Entonces escribimos

C = (Ob(C), Hom(C))

115
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donde Hom(C') := {Hom¢(X,Y)|X,Y € Ob(C)}. Si no existe confusién con
respecto a la categorfa podemos escribir Hom(X,Y) por Home(X,Y).

Cuando se conoce el tipo de flechas entre los objetos, nos referimos a la
categoria simplemente como la coleccion de objetos que la conforma.

Proposiciéon A.1. Para todo objeto X, existe un tinico morfismo 1y : X — X
tal que satisface la propiedad b). A este morfismo lo llamaremos morfismo
wdentidad sobre X.

Demostracion. Supongamos que existe h : X — X tal que foh=fy
hog=g (¥V)f,g € Hom(X,Y) y Hom(Z,X), respectivamente. Entonces,
en particular h =holx = 1x. O

Un morfismo f: X — Y es invertible o isomorfismo si existe g : Y — X
tal que go f = 1x y f og =1y, entonces decimos que los objetos X e Y son
isomorfos y escribimos X =Y.

Proposicion A.2. Con la notacion anterior, si f es un isomorfismo, entonces
g es uinico. Por tanto decimos que g es el inverso de f y viceversa, y escribimos

g=["
Demostracion. Supongamos que (I)h € Hom(Y,X) tal que ho f=1x y
foh=1y. Entonces
h = 1X oh
=(gof)oh
=go(foh)
=goly
=9
[l

A continuacién enunciaremos algunos ejemplos de categorias asi como la
notacion que en lo sucesivo de este apartado utilizaremos.

Ejemplo A.3. Set es la categoria de conjuntos. Donde

Ob(Set) = {S| S es un conjunto} y

Hom(Set) = {aplicaciones de conjuntos}
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Ejemplo A.4. Gr es la categoria de grupos. Donde

Ob(Gr) = {G| G es un grupo} y
Hom(Gr) = {homomorfismos de grupos}

Ejemplo A.5. Similarmente, denotaremos por An, Ab y Mod (A anillo)
las categorias de anillos conmutativos y con 1, grupos abelianos y A-moédulos
con los homomorfismos correspondientes, respectivamente.

Definicién A.6. Un preorden es un conjunto S junto con una relacion bi-
naria < en S tal que (¥)s, t,r € S

i) s <s.
ii) sir <sys<t, entonces r < t.

Ejemplo A.7. Un preorden (S, <) induce una categoria. Consideremos los
elementos de S como los objetos y (V)s, t € S definamos

{igg} sis<t
%) otro caso.

Hom(s,t) := {

Por la propiedad ii), podemos definir una operacién de composicion
Hom(s,t) x Hom(r,s) — Hom(r,t)

(ish irs) — ist o irs = irt
Note que esta composicion es asociativa. En efecto, sir < s <t < u, en-
tonces
Uty © (ist o irs) = Uy O byt = Iy
(Ztu o Zst) Olps = gy Olyrs = Uy
Sean s <t yr <s, asi igy 0lgs = lg € lgs O lps = Ups. POr lo que igzs es el

morfismo identidad sobre s.

Por tanto (S, Hom(S)) es una categoria.

Definicién A.8. Un objeto X en una categoria C' se dice terminal (resp.
inicial) si para cualquier objeto Y € Ob(C') (3) un tnico morfismo f : Y — X
(resp. g : X = Y).
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Asi, para X € Ob(C) terminal o inicial, Hom(X, X) = {1x}.

Proposiciéon A.9. Cualesquiera dos objetos iniciales (resp. terminales) en
una categoria C' son isomorfos.

Demostracion. Sean X, X' € Ob(C') ambos iniciales. Entonces, existen tni-

cos morfismos f: X =5 X' yg: X' — X. Ademds, gof=1xy fog=1x.
Por lo que X = X',

Andlogamente, si X y X’ son objetos terminales en C. O]

Definicién A.10. Un objeto cero en una categoria C' es un objeto que es
inicial y terminal en C.

De la proposicién anterior deducimos que cualesquiera dos objetos cero
en una categoria C' son isomorfos.

Por lo tanto, si C' posee objeto cero, lo denotamos con 0. Adema&s para
cada par de objetos X, Y de C existe un tnico morfismo de X en Y que se
factoriza a través de 0, (i.e.) la composicién de las flechas X — 0 — Y, y lo
llamamos morfismo cero.

Ejemplos:

e Ab posee objeto cero, el grupo trivial {0}. Y el morfismo cero entre dos
grupos abelianos G — G’ es el que envia a cada g € G a0 € G'.

e An. El anillo trivial {0} es el objeto cero en esta categoria.
e Mody (A anillo) posee objeto cero, el A-médulo trivial {0}.

En los sucesivo C' y D denotan categorias, a menos que se especifique
otra cosa.

A.2. Definicion de Funtor

Decimos que F : C' — D es un funtor contravariante (resp. covariante)
si:
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i) para cada X € Ob(C), asigna un objeto F(X) € Ob(D).
ii) a cada morfismo f € Hom¢(X,Y) le asocia un morfismo
F(f) € Homp(F(Y), F(X))
(resp. F(f) € Homp(F(X), F(Y)))
iii) (V) g € Home(Y, Z)
Flgof)=F(f)oFl(g)
(resp. F(go f) = F(g) o F(f))
iV) .F(lx) = 1]-'(X)-

Ejemplo A.11. SeaY € Ob(D). Definamos Ay : C — D como Ay (X) ==Y
(V) X € Ob(C) y (V) f € Home(X, X') Ay(f) :=idy. Entonces Ay satis-
face ambas definiciones, por tanto podemos considerarlo como un funtor co-
variante 6 contravariante. Este funtor se conoce como funtor constante sobre
C con valor en'Y .

Ejemplo A.12. Sea F : Ab — Set tal que
(G, +)— G
(G,+)—= (H,+)—G—H

este funtor recibe el nombre de Funtor de olvido.

A.3. Transformaciones naturales

Sean F, G : C'— D dos funtores covariantes (resp. contravariantes). Una
transformacion natural ¢ : F — G, es una coleccién de morfismos

vy F(X) = G(X)

uno para cada objeto X € Ob(C) tal que para cualquier morfismo f : X — Y
el siguiente diagrama conmuta

F(X) - g(X)
f(f)t lg(f)

FY)—=G(Y)
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(resp. el siguiente diagrama conmuta)

Py

F(Y)—=6(Y)
F(f)l jg(f)

F(X) ——=G(X)

Ahora, consideremos solo funtores contravariantes de una categoria fija C' a
otra fija D.

Sean a: F — Gy (8 : G — H transformaciones naturales.
Definamos o« : F — H como la coleccion de morfismos

{(Boa), =P o0a X €ObC)}
donde la composicién entre 8, y o, es la composicién definida en D.
Proposiciéon A.13. «a o [ es una transformacion natural.

Demostracion. Dado que a y [ son transformaciones naturales, entonces

(V) f: X = Y tenemos que a, o F(f) =G(f)oa, y By oG(f) =H(f) o B,.
Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

F) Z u(y)
f(f)l H(S)

Fx) %9 x)

|

]

Sea F' : C'— D otro funtor y v : H — F’ una transformacién natural.
Entonces por la asociatividad de la composiciéon en D tenemos que

vo(foa)=(yof)oa
Para cada funtor F, definamos
17: F = F

como la coleccién {17, := 1rx)|X € Ob(C)}. Por la propiedad del mor-
fismo identidad 1r(x) sobre cada objeto X de C, tenemos que 1r es una
transformacién natural.
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Ademas, para todo funtor G’ y (V) v/ : F — G’ transformacién natural,
1r o0+ =+'. Anédlogamente o/ o 1 = o para todo funtor H' y para toda
transformacién natural o' : F — H’'. Por tanto 1£ es el morfismo identidad
sobre F.

Asi, la coleccién de funtores contravariantes de C' en D junto con las
transformaciones naturales definidas sobre ellos forman una categoria.

Analogamente, la coleccion de funtores covariantes de C' en D forman una
categoria.

A.4. Conos y Limites

Sean F : C' — D un funtor covariante (resp. contravariante), un cono pa-
ra F es un par (Y, p) donde Y € Ob(D) y pu : Ay — F es una transformacion
natural de funtores covariantes (resp. contravariantes) (ver ejemplo [A.11]).
Y es llamado el vértice del cono.

Consideremos conos para un funtor fijo F (covariante 6 contravariante).

Definicién A.14. Un morfismo de conos (Y, ) — (Y, 1) es un morfismo
g:Y =Y tal que 'y og = pux (V)X € Ob(C). Denotemos este morfismo
por ¢, indicando que esta determinado por el morfismo g.

Usando la notacién de la definicién anterior, sea (Y, ") otro cono para
F y un morfismo de conos ¢y : (Y, 1) — (Y, u").

Consideremos g’ og: Y — Y.

Note que @goq: (Y, ) = (Y”, 1) es un morfismo de conos. En efecto,
tenemos que p'y 0 g = pux y p'y o ¢’ = p'y. Entonces

pyo(dog)=(uxog)og
=y og
Definamos ¢, 0 @4 1= @goq.

Por la asociatividad de la composicion en D, esta composicion definida
sobre los morfismos de conos es asociativa.
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Ademas para cada cono (Y, ) sobre F, tenemos el morfismo

Ply - (K M) — (Y7 :U’)

dado por el morfismo identidad sobre Y. Por la definiciéon de la composicién
en D, éste es el morfismo identidad sobre (Y, u).

Por lo que el conjunto de conos para un funtor fijo F y los morfismos
definidos sobre ellos forman una categoria. Denotaremos esta categoria con
Cono(F).

Tenemos que los objetos terminales en una categoria son tnicos salvo
isomorfismo. Entonces, si Cono(F) tiene un objeto terminal, decimos que éste
es el cono limite para F. En particular, por la definicién de la composicién en
Cono(F) los vértices de cualesquiera dos objetos terminales en esta categoria
son isomorfos.

Definicién A.15. Sea (S, <) un conjunto parcialmente ordenado. Un dia-
grama en una categoria C' de tipo S es un funtor contravariante F : S — C
y el cono limite para F, si existe, es llamado el limite del diagrama F.

El par (S, F) recibe el nombre de sistema inverso y el vértice del limite del
diagrama JF, si éste existe, limite inverso o limite proyectivo de este sistema
inverso, el cual denotamos con

Jm F (s)

ses
o simplemente lim F'(s) y a los morfismos que definen la transformacién na-
tural en el limite del diagrama los llamamos aplicaciones naturales del limite
IMVerso.

Note que si S C S, entonces S’ es parcialmente ordenado con la res-
triccién del orden parcial definido sobre S. Sea F :S — C un funtor con-
travariante. Definamos una aplicaciéon de S” — C' de la siguiente manera:
s+ F(s') yivy — F(ipy). Dado que F es un funtor contravariante, enton-
ces esta aplicacion también lo es. Por tanto decimos que F induce un funtor
contravariante sobre S’ y lo denotamos con F'|s/. Asi, podemos considerar el
limite inverso de este sistema

Jim F(s).

s'eS’!
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Sean {fs},cq Y {1y }yco las aplicaciones naturales de los limites lim F'(s)
y @f(s’), respectivamente. Dado que para toda s',t' € S tal que s’ <t/
tenemos el diagrama conmutativo

Hyt

lim F (5),cs " F(#)
gt l}—(is’t’)
F(s')

Asf, lm F(s)ses junto con la coleccién de aplicaciones {ui[s € 5"} es un cono
para F|s . Entonces, como (@ F(s'), ') es un objeto terminal en C'ono(F|s/)
tenemos que existe un tnico morfismo h en C', tal que el siguiente diagrama
conmuta

lim F(s) = F(s') (1)

T,
R

l'gl]:(s’)

A.5. Construccion del limite inverso
Costruiremos el limite inverso en la categoria de conjuntos.

Sea I un conjunto parcialmente ordenado. Sea F : [ — Set un funtor con-
travariante. Definamos E,, 1= F(«) ysi o < B fop := Fliag) : Es5 = E, (ver
ejemplo [A.7]).

Sea Y el subconjunto del producto

1=

ael

que consiste de los elementos © = (24)acr, Ta € E, tal que z, = fos(2p)
(Ma, €1 con a < p.

Consideremos las proyecciones del producto {7, } restringidas a Y, enton-
ces por la construccion de Y, tenemos que para o < (3 el siguiente diagrama
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conmuta
5
y " By
Ta lfaﬁ
Eq
Asi la coleccién 7 := {m,|, },c; es una transformacion natural de Ay

a F. Por tanto (Y, 7) € Cono(F). Mostremos que este cono es un objeto
terminal en Cono(F). Sea (Y, u) € Cono(F). Para cada o € I tenemos un
morfismo u, : Y’ — FE,. Entonces, por la propiedad del producto, existe un
unico morfismo g tal que para cada « € I, el siguiente diagrama conmuta

v B
| He
gv )
H Ea — Ea

Note que Im(g) CY
En efecto, sea ¢y € Y’ entonces g(y') = (24)acs € Im(g). Sia <

= (ma 0 9)(y)
= ta(y)
= (fap o ) (y')
= (fap o (w50 9))(y')
= fal?(xﬂ)

Por lo que ¢g(y') € Y. Ahora, por la conmutatividad del diagrama [2],
g1 (Y, 1) = (Y, ) es un morfismo de conos. Ademads, por la unicidad de g,

¢4 es tnico. Por tanto (Y, 7) es el cono limite para F.
Ast, Y =lim E, y {7aly }aes sus aplicaciones naturales.

Note que esta construccion es valida para la categoria de grupos abelianos,
anillos y médulos sobre un anillo fijo.

A.6. Limite directo

Un conjunto directo es un conjunto parcialmente ordenado (D, <) tal que
si A\, p € D, entonces (3) v € D tal que A < vy u < v. Un subconjunto F
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de D se dice cofinal, si para cada A € D (3) v € FE con A < v. En particular,
cualquier subconjuto cofinal es un conjunto directo.

Supongamos que para cada A € D tenemos un conjunto M, y si A < p
tenemos aplicaciones
f#/\ : M)\ — MM

tal que satisfacen las siguientes condiciones
1. f)\)\ - Zd

2. fl/uofu)\:fu)\ para)\gugy.

Entonces, llamamos a F := {M), f\,} un sistema directo. Note que esto es lo
mismo que definir un funtor covariante de la categoria definida por el sistema
directo a la categoria de conjuntos.

Decimos que un conjunto M junto con una coleccion de funciones

{gr: My — M}, op

las cuales satisfacen que si A < p, entonces gy = g, o fu es el limite
directo del sistema directo F, si para todo conjunto M’ con aplicaciones
{95 : My — M'}, ., tal que g = g, 0 fux (V) A < p, tenemos que existe una
aplicacion ¢ : M — M’ tal que (V) A € D el siguiente diagrama conmuta

AN
9n
M-Z-=M
y escribimos
M = hgq M.
xeD
Consideremos la unién disjunta ], M. Definamos una relacién ~ so-
bre esta unién disjunta, dada por x ~ y si y sélo si x € My, y € M, y (3)
veDcon A<v, u<vy fiz) = fo.(y).

Note que ~ es una relacién de equivalencia. Ademas,
[T M/ ~= lim M,
\eD AeD

(ver [7] Appendix A, Direct limits).
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Proposicion A.16. Con la notacion anterior, sea 2 un subconjunto cofinal
de D. Entonces

lig M)y = @ M.

xeD reE
Demostracion. Es suficiente demostrar que en cada clase de equivalencia de
li_n}/\e p M existe un conjunto indizado por un elemento de E.

Sea A € Dy x e M,, dado que F es cofinal existe u € E tal que \ < pu,
entonces x ~ f\(x). O

Teorema A.17. Sean F = {M, : fun}, F' = { M} : ,/m} y F'={M}: I
sistemas directos indizados por el mismo conjunto A y aplicaciones

{oa} : Fl=F y {h}: F—=>F'

tal que (V) A € A
M//\ (2N M)\ [N M;\/
es una sucesion exacta. Entonces, la sucesion obtenida en el limite
ling M3~ ling My —> limg MY
es exacta.

Demostracion. Ver [7] Apéndice A, Teorema A.2. O



Apéndice B
Geometria algebraica

Para determinar si una aplicacion entre variedades es un morfismo, usa-
remos el siguiente resultado de geometria algebraica.

Proposicién B.1. Sea f : X — Y una aplicacion entre variedades. Sea {V;}
una coleccién de abiertos afines tal que Y = |JV;. Sea {U;} un cubrimiento
abierto de X tal que:

i) f(U;) €V
ii) Si f. envia Oy (V;) en Ox(U;)
Entonces f es un morfismo de variedades.
Demostracion. Ver [8] Cap. I, Proposicién 6, pdg 30. ]

Las condiciones i) y ii) en la proposicién anterior, implican que si f|y, es
un morfismo de variedades, entonces f es un morfismo.

Proposiciéon B.2. Si f : X — Y es cualquier morfismo de variedades, sea
Z = f(X). Entonces Z es irreducible. Por tanto una subvariedad cerrada de
Y.

Demostracion. Ver [8], Cap. 1, Secc. 8, Proposicién 1. O

Teorema B.3. Sea f : X — Y un isomorfismo de variedades y V C X
una subvariedad. Supongamos que f(V') es una subvariedad de Y. Entonces,
flv:V = f(V) es un isomorfismo de variedades con inversa f~*|.

127
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Demostracion. Tenemos que f|y es un morfismo de variedades, ademads es
inyectivo y sobreyectivo. Consideremos f~!| s, es también un morfismo de
variedades. Ademds f~!|soy o flv =idyv y flv o f~ ) = idsv). Por tanto
es un isomorfismo de variedades. O]

Corolario B.4. Con la notacién del teorema. Si V es abierto ¢ cerrado
irreducible en X, entonces fl|y es un isomorfismo de variedades.

Demostracion. Si'V es abierto, entonces f(V') es una subvariedad abierta de
Y.

Si V' es cerrado irreducible, entonces f(V') es cerrado y por la proposicién
[B.2] es irreducible, por tanto una subvariedad cerrada de Y. O

Proposicién B.5. Sea (X,7T) un espacio topolégico. U = {U;},.,; un cubri-
miento abierto de X, para cada i € I un haz F; sobre U; y para cada i, j € I
un isomorfismo de haces

wij o Fi

vinu; — Filuinu;
tal que

i) para cada i ; = idg,

ii) (V) 4, J, k € I pix = ;i 0 @;j sobre U; N U; N Uy,

Entonces, existe un tinico haz F sobre X, junto con isomorfismos

P F

u; — Fi
tal que para cada i, j ©; = @;; 0 1; sobre U; N U;.

Entonces, decimos que se obtiene de pegar los haces F; via los isomorfis-
mos ;;. [Ver [4] Ejercicio 1.22]

Proposicién B.6. Sea ( F-f.g- Y.y () una sucecion exacta

de haces sobre X . Entonces
0—TI'(U,F)—=I(U,G)——=T(U,H)

es una sucesion exacta (V) U C X abierto.
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Demostracion. ¢, es inyectiva pues ¢ lo es. Ahora, demostremos que

Im(p,) = ker(¢y).

Tenemos que
Imyp = kery.

En particular, Im(y, ) C Ime(U) = ker(¢,,).
Sea s € ker(y, ). Entonces, 1, (s) = 0, por tanto ¢,(s,) =0 (V) pe U.

Asi,
sp € ker(¢,) = im(ypp)

por la exactitud en los gérmenes. Entonces, existe (¢, V) € F, tal que

(D, V) = {0y, (¢9), V; )

= Sp
(ie.) (3) W, € V,NU con p € W, tal que

o, (EP)], = sl -

Entonces, (t®) V,) = (t®), W,) € F, (V) pe U.

Escribamos
U=JWw,
peU
Tenemos t®) € F(W,) y Pw, (tP) = $ly, - Ahora, (V) p, g € U.

Pwpnw, (t(p) |mewq) = Pw, (t(p)) |mewq
= 5|mewq
= Pw, (t(q)) |mewq

= Pwpnwy (t(q) |anwq )

por la inyectividad de ¢, entonces . Dado que F es un

= @ |anWq

haz, entonces (3) t € F(U) tal que t|, = t®). Por tanto, t, = (t®,W,).

¢ | WpnWe



130 Geometria algebraica

Entonces,

(V) p € U. Por lema [1.11] ¢, (t) = s. O



Apéndice C
Algebra conmutativa

Proposicién C.1. Sean {4;},.;, {Bi};,c; v {Ci},c; colecciones de grupos
abelianos y, {¢; : A; = Bi},c; v {ti : Ai = B;},.; colecciones de homomor-
fismos de grupos tal que para cada i € I la sucesion

es exacta. Entonces,

es exacta para cada 1 € 1.

Demostracion. Se sigue de componer las proyecciones de [[ A; y [[ B; con
©; Y ¥; respectivamente, para cada ¢ € [ y utilizar la propiedad universal del
producto. [

Teorema C.2. Sea A un anillo Noetheriano, M un A-mddulo finitamente
generado. Entonces, M es Noetheriano.

Demostracion. Ver [7], Cap. 1, Secc. 3, Teorema 3.1. ]
Corolario C.3. Sean A y M como en el teorema anterior. Si M = (my,...,my).

Entonces, existe un entero positivo q tal que M es isomorfo al conticleo de
un homomorfismo

p: AT — AP

131
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Demostracion. Tenemos un homomorfismo de A-mdédulos sobreyectivo
f:AP - M

Dado que A es Noetheriano, entonces por el teorema anterior AP es noethe-
riano. Asi, ker(f) es A-submddulo finitamente generado (i.e.) (3) ¢ € N tal
que ker(f) es isomorfo a un cociente de A?. Consideremos

Al — T fer(f) —— AP
donde 7 es la proyeccion candnica e ¢ la inclusién candnica.
Note que I'm(iom) = ker(f), entonces
M = AP /Im(p)
donde p =iom. O

Lema C.4. Sea A un anillo, S C A un conjunto multiplicativo. Sea Ag la
localizacion de A con respecto a S. Si

0 M M’ M 0
es exacta, entonces
00— A QA M —As Q4 M —= Ag @4 M" ——=0
es exacta.
Demostracion. Ver [7], Cap. 2, Secc. 4, Teorema 4.5. ]
Sea GG un semigrupo abeliano con elemento identidad 0.

Definicién C.5. Un anillo graduado (o G-graduado) es un anillo A junto
con una descomposicion en suma directa de R como grupo aditivo

R=Pr

i€G

tal que RZRJ Q RiJrj (V) Z,] €.
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Sea R = @, Ri un anillo graduado. Un R-médulo graduado es un R-
modulo M junto con una descomposicion en suma directa

M= M
1€G

tal que RZMJ Q MH—j (V) Z,j eG.

Un elemento m € M es homogéneo si m € M; para algin i € G e i es
llamado el grado de m, el cudl denotaremos como deg(m). Tenemos que todo
elemento x € M puede ser escrito de manera tnica en la forma

donde m; € M; y solamente un nimero finito de m; # 0; m; es llamado el
término homogéneo de m de grado i.

Ejemplo C.6. Sea M = @, ., M; un R-médulo graduado. Definamos
M(j) = @ M
i€q

entonces, M(j) es un R-mdédulo graduado igual a M pero con distinta gra-
duacion.

Definicién C.7. Un submdédulo N C M se dice submédulo homogéneo (o
submdédulo graduado) si para cada n € N implica que cada término ho-
mogéneo de n estd en N o equivalentemente N = @, _(N N M;).

Para un submoédulo homogéneo N C M definamos N; := N N M; para
cada i € G. Entonces
N =N

icq
Sean M y N R-mdédulos graduados. Un homomorfismo de R-médulos
p: M — N
se dice homogéneo de grado i si, (V) j € G, ¢; := @[, : Mj — Njy.

Proposicién C.8. Sea ¢ : M — N homogéneo de grado i. Entonces, ker(p)
es un R-médulo graduado.
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Demostracion. Sea m = Y m; € ker(yp). Supongamos m # 0, entonces
(3) jo € G tal que my, # 0. Tenemos que p(m) =73 ., p(m;) =0. En
particular,

p(mj) ==Y o(m;)
J#jo

puesto que ¢ es de grado i, entonces ¢(m;,) € Niij,. Ademads,

—ZSO(mj) € ZNj+i = Z N;j

J#jo J#Jo J#jo+i
pero

Nj0+i N Z Nj - 0
J#jot+i

pues N = @,.; N;. Entonces, ¢(my,) = 0. Asi, sucesivamente con cada
término homogéneo de m. [l

Definicién C.9. Sea R un anillo graduado. Un ideal I de R se dice ho-
mogéneo si lo es como R-submdédulo de R.

Proposicion C.10. Sea R un anillo graduado e I un ideal homogéneo de
R. Sea S = R/I yp: R— S la proyeccién canénica. Entonces, S tiene una
graduacion natural por S; = p(R;).

Demostracion. Sea s € S, entonces s = r + I para algun r € R. Tenemos
que r = .1, 1; € R;. Entonces,

s =p(r) = > p(r)

Note que

p(R:) (D p(R;) = {0}

i#]
En efecto, sea p(r;), r; € R;, un elemento en la interseccién. Entonces

prs) =) plry),

i
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por tanto p(r; — Zi# r;) = 0 implica que 7; — Zi# r; € I, puesto que I es
homogéneo, entonces r;, r; € I. Asi, p(r;) = 0. Ahora,

p(Ri)p(R;) € p(RiR;) C p(Rit ).
]

Proposicién C.11. Sea R un anillo G-graduado, M = ., M; R-mdédulo
graduado y N, T R sub-médulos graduados de M. Considere el sub-médulo
N +T. Entonces, N +T es un submodulo graduado de M y, con la notacion
de la definicién [C.7],
N+T =0 +T).
ieG

Demostracion. Sea m = Y ._.m; € M tal que m € N + T. Entonces,
m=n+tdonden € N yt & T. En particular, podemos escribir de manera
tnica n =), . m; tal que mj € M;.

Ahora, m —n =3, _.(m; —mj) =t € T, pero T es homogéneo, entonces
m; —m; € T para cada i. Y dado que N es homogéneo, entonces m;, € N
para cada i. Asi, m; € N +T. Por lo que N + T es un sub-mddulo graduado
de M. Por tanto,

N+T =N +T1)n M.
i€G

Note que NNM;+TNM; C (N+T)NM;. Ahora, como M;N} ., M; = {0},
entonces (N +T)NM; CNNM;+TNM; =N,;+T,. N



Apéndice D
Cohomologia

En esta seccion se definiran algunos conceptos bésicos de cohomologia
como complejo de cocadenas, cohomologia de un complejo, morfismos de
complejos y se mencionara la nociéon de homotopia.

Definicién D.1. Sea A un anilloy C := {C"},_, yd :={d; : C" — C""'},_,
una familia de A-mdédulos y una familia de morfismos de A-mddulos respec-
tivamente. Se dira que estas colecciones son un complejo de cocadenas de
A-maddulos si la sucesion

di—1

ce ... O di O+l dit1

es semiexacta, es decir, d; o d;_y = 0 (V) i € Z. Nos referiremos al complejo
formado por (C,d) como (C*,d) o simplemente C* si no existe confusion con
los morfismos.

Definicién D.2. Se define el i-ésimo grupo de cohomologia asociado al com-
plejo C* como

H'(C*) = ker(d;)/Im(d;_,) (V)i€Z .
Ahora, consideremos sélo complejos de cocadenas de A-mddulos.

Definicién D.3. Sean (C*,d) y (D*,d') dos complejos, sea r € Z. Un mor-
fismo de complejos

0 (C*d) — (D*,d)

136



Apéndice 137

de grado r es una sucesién de morfismos de A-médulos ¢* : C* — D' tales
que para todo 1 € 7 el siguiente diagrama conmuta

Cz‘ ' Ditr (*)

di L ld{i+r
i+1

Ci e i
D

En un diagrama méds complejo ¢ y ¢! se ilustrarian de la siguiente forma:

i b i S citr b i
N:
] Di DiJrl L Di+r = Di+1+r -
d & & &

i—1 i+1 itr

donde la condiciéon de conmutatividad del cuadrado anterior se traduce a
pedir conmutatividad en el rombo central.

En lo sucesivo consideraremos morfismos de complejos de grado 0.

Sea ¢ : (C*,d) — (D*,d") un morfismo de complejos de cocadenas. Por
la conmutatividad del diagrama (*) tenemos un morfismo de grupos definido
sobre los grupos de cohomologia

H'(p) : H(C*) — H(D*)

tal que Z — ¢’(z) para cada z € ker(d;) donde ~indica la clase del elemento
en el grupo cociente.

Definicion D.4. Una sucesion de complejos de cocadenas

¥

C.L‘D.ﬁE.

se dice ezacta si ' o @' =0 (V) i € Z. Si ademds, la sucesién

P

0 c*—2- D E* 0

es exacta, entonces decimos que es una sucesion exacta corta.
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Definicién D.5. Un morfismo entre dos sucesiones exactas cortas de com-
plejos de cocadenas

¥

0 c° %~ De Ee 0 ¥ 0 cC DY FE 0

consiste de morfismos de complejos ¢ : C* — C , 1 :D* = D'y¢: E* - E°
tal que el siguiente diagrama es conmutativo

0 ce D E* 0

ook

0 C D E 0

es decir, cada cuadrante del siguiente diagrama conmuta para todo i € Z

Definicién D.6. Dos morfismos de complejos
0,1 (C*d) — (D*,d)

se dicen homotopicos si existe una sucesion de morfismos de A-moédulos
{hi},cp donde h; : C* — D! tal que ¢' — " = d]_; o h; + hyy1 o d; pa-
ra todo indice 1.

En un diagrama, la situacién se ilustra como sigue:

di_2 Ci_l di_1 Cl d; Ci_H dig1 CH_Q dig2

i—1 i i i it i+1 7 i+2 it+2
|l ||
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Proposicién D.7. Sean ¢, ¢ : (C*,d) — (D*,d’) dos morfismos de comple-
jos de cocadenas homotopicos. Entonces,

Hi(p) = Hi(v) : H(C*) — HI(D*) (V)€ Z.

Demostracion. Dado que ¢, 1) son homotdpicos, entonces existe una coleccién
de morfismos de A-médulos {h;},., donde h; : C* — D! tal que para todo
indice i y para todo z € ker(d;),

¢'(2) = U'(2) = (di_y 0 ha)(2).

Por lo que ¢i(z) = ¢i(z). O

Proposicion D.8. Dada una sucesion exacta corta de complejos de cocade-
nas de moédulos sobre un anillo A

0 c* De* E* 0

Existen homomorfismos ¢ tal que la sucesion

oo — HPY(E*) 2~ H?(C*) — H?(D*)

H?(E®) _ 0 HPH(C®) — -

es exacta, y tal que dado un homomorfismo de sucesiones exactas cortas de
complejos de cocadenas

0 c* D* E* 0

Lo

0 C D E 0

el diagrama

HP(E®) — H"(C*)

L

HY(E") —— HP (O

conmauta.
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Demostracion. Ver [16] Cap. 5, Proposicién 5.17, Pag. 174 . ]

Sea X un espacio topolégico y U = {U;},.; un cubrimiento abierto de
X. Considere cualquier cubrimiento abierto B de X. Para cada n entero no
negativo y para todo s = (ig,...,i,) € I"", definamos

B, :={UsN B|B € B}
donde Us = Uio N UZn
Proposiciéon D.9. Supongamos que B es un refinamiento de U y que

HY(B,, F

v,) =0
(V) se I, n>0y (V) ¢ > 0. Entonces,
HYU,F)— HYB,F)

es biyectivo (V) ¢ > 0.
Demostracion. [12], Proposicién 5, pag. 222. ]
Teorema D.10. Sea F un haz sobre X. Con la notacion anterior, suponga-
mos que existe una familia

{Ba}aeA

de cubrimientos de X tal que

i) Para todo cubrimiento B de X, existe o« € A tal que B < B* (i.e.) B*
es un refinamiento de B.

ii) HY(BS, F
q > 0.

v,) = 0 (V) s € I""! para todo n entero no negativo y (V)

Entonces, § §
HYU,F) — HY(X,F)

es biyectivo (V) ¢ > 0.

Demostracion. Las condiciones i) y ii) nos permiten utilizar la proposicién
[D.9], entonces tenemos las biyecciones

HYU,F) — HY(B, F)
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(V) ¢>0,ac A

Ahora, de la condicién i) deducimos que la familia

{Ba}aeA

es un subconjunto cofinal de los cubrimientos abiertos de X. Entonces,

H(X,F) = lim HY(B", F)
acA
= H'(U, F)
(ver proposicién [A.16]). O

Proposicion D.11. Sea X un espacio topoldgico. Sea

0 F F F' 0
una sucesion exacta de haces sobre X . Entonces, la sucesion

0 —> F/(X) — F(X)

F(X) —— H'(X, F") —

HY(X,F)—=HY(X,F)

es exacta.

Demostracion. Ver [11], Cap. 5, proposicién 2.15. O






Bibliografia

[10]

[11]

BowmBIERI, ENRICO; GUBLER, WALTER. Heights in Diophantine Geo-
metry. Cambridge University Press(2006).

BrepOM, GLEN E.. Sheaf Theory. Springer-Verlag New York
Inc.(1997).

FurroN, WILLIAM. Algebraic Curves An Introduction to algebraic geo-
metry. (2008).

HARTSHORNE, ROBIN. Algebraic Geometry. Springer-Verlag New York
Inec.(1977).

KEMPF, GEORGE R.. Algebraic Varieties. Cambridge University
Press(1993).

Lruis-PUEBLA, EMILIO. Algebra Homoldgica, Cohomologia de Grupos
y K-Teorfa algebraica clasica. Sociedad Matemdtica Mezicana(2005).

MATSUMURA, HIDEYUKI. Commutative Ring Theory. Cambridge Uni-
versity Press(1986).

MUMFORD, DAVID. The Red Book of Varieties and Schemes. Springer,
2 edicion(1999).

OO0STEN, JAAP VAN. Basic Category Theory. BRICS Lecture se-
ries(1995).

PERRIN, DANIEL. Algebraic Geometry An Introduction. Springer-
Verlag New York Inc.(2008).

Liu, QING. Algebraic Geometry and Arithmetic Curves. Ozford Gra-
duate Texts in Mathematics(2002).



[12] SERRE, JEAN-PIERRE. Faisceaux Algebriques Coherents. Annals of
Mathematics(1955) pp. 197-278.

[13] SHAFAREVICH, IGOR R.. Basic Algebraic Geometry 2. Springer-Verlag
New York Inc.(1994).

[14] SILVERMAN, JosepH H. HINDRY, MARC. Diophantine Geometry.
Springer-Verlag New York Inc.(2000).

[15] UENO, KENJI. Algebraic Geometry 2: Sheaves and Cohomology. Ame-
rican Mathematical Society(2001).

[16] WARNER, FRANK W.. Foundations of Differentiable Manifolds and Lie
Groups. University of Pennsylvania(1983).



