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Matriz de transferencia en problemas 1D en materiales 2D

Resumen

Desde el descubrimiento del grafeno de manera tedrica en la década de 1940, hasta su obtenciéon
de manera experimental en la primera década del ano 2000; se han estudiado diferentes materiales
que cumplen con caracteristicas similares y se les ha denominado como materiales bidimensionales.
Hoy en dia, estos materiales son una realidad, y, han sido de gran interés desde el punto de vista
fundamental, como lo pueden ser el tunelaje de Klein, anti tunelaje de Klein, refracciéon negativa,
entre otros, y, desde luego, desde lo aplicado, como puede ser en que tengan una alta conductivi-
dad térmica, flexibilidad, permeabilidad o impermeabilidad, anisotropia o isotropia, entre muchas
otras caracteristicas exoticas. Esto nos lleva a pensar en una posible revolucién tecnolégica con
dispositivos mas veloces, flexibles, duraderos, con mayor capacidad de almacenamiento, etc. En la
actualidad existen varios materiales bidimensionales como lo son el siliceno, los dicalcogenuros de
metales de transicion, grafeno en bicapa, fosforeno, etc. Existen caracteristicas comunes en muchos
de ellos, sobre todo en el caracter de los portadores de carga que vienen dados por sus hamiltonia-
nos, estos caracterizan a los portadores de carga en sus puntos de alta simetria, estos hamiltonianos
son similares desde el punto de vista matematico y por lo tanto se pueden tratar de la misma ma-
nera; como son, la monocapa de grafeno, siliceno y los dicalcogenuros de metales de transicion.
Debido a estas similitudes, en este trabajo se obtienen expresiones matematicas cerradas generales
para cada tipo de hamiltoniano, en las cuales se puede calcular el coeficiente de transmision y
los estados acotados. El método que ha funcionado en el calculo de estas expresiones para estos
sistemas con dispersion cuadratica, es el conocido como método de matriz de transferencia. Sin
embargo, estas expresiones no se pueden utilizar en estos materiales débido a la diferencia en su
estructura matematica, por lo que en estos materiales no se pueden definir las diferentes matrices
de transferencia existentes para los materiales semiconductores. En este trabajo también se analiza
la continuidad de los estados de transmision perfecta con los estados acotados como en el caso de
los semiconductores. Expresiones que existen en los materiales convencionales que son sistemas

con dispersion cuadratica, pero no en los materiales bidimensionales.
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Abstract

Since the theoretical discovery of graphene in the 1940s to its experimental realization in the
early 2000s, different materials with similar characteristics have been studied and are referred to
as bidimensional materials. Nowadays, these materials are a reality and have been of great in-
terest both from a fundamental point of view, such as Klein Tunneling, Anti-Klein Tunneling,
negative refraction, among others, and from an applied perspective, such as their high thermal
conductivity, flexibility, permeability or impermeability, anisotropy or isotropy, and many other
exotic features. This leads us to consider a potential technological revolution with faster, flexi-
ble, durable devices with greater storage capacity, etc. Currently, there are several bidimensional
materials such as silicene, transition metal dichalcogenides, bilayer graphene, phosphorene, and
others. Many of these materials share common characteristics, especially in the nature of charge
carriers determined by their Hamiltonians. These Hamiltonians characterize the charge carriers at
their points of high symmetry and are mathematically similar, allowing them to be treated in a
similar manner; examples include monolayer graphene, silicene, and transition metal dichalcogeni-
des. Due to these similarities, this work derives general closed-form mathematical expressions for
each type of Hamiltonian, which can be used to calculate the transmission coefficient and bound
states. The method that has been effective in calculating these expressions for systems with qua-
dratic dispersion is the well-known Transfer-Matrix Method. However, these expressions cannot
be applied to these materials due to the transfer in their mathematical structure, meaning that
different transfer matrices for semiconductor materials cannot be defined in these materials. This
work also examines the continuity of perfect transmission states with bound states, similar to the
expressions found in conventional semiconductor materials with quadratic dispersion, but not in

bidimensional materials.
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Notaciones

Operador diferencial matricial

Coeficiente matricial del término de segundo orden
Coeficiente matricial del término cruzado de primer or-
den

Coeficiente matricial del término de primer orden
Coeficiente matricial del término lineal

Matriz de transferencia total

Matriz de transferencia asociada

Matriz de transferencia de coeficientes

Matriz de transferencia de scattering

Forma lineal asociada de la matriz T

Velocidad de Fermi

Momento lineal

Vector de matrices de Pauli

Matriz unitaria

Indice de espin (o = +1)

Indice de valle K(n =1) y K'(n = —1)

Energia de interaccion espin érbita

Diferencia de energia potencial entre sub-redes
Componente up del espinor

Componente down del espinor

Potencial electrostatico dependiente de =

Vector de onda en direccién x

Vector de onda en direccién y.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Los materiales bidimensionales se caracterizan por tener un espesor muy pequeno del orden de
muy pocos atomos, sin embargo a pesar de sus dimensiones han demostrado tener caracteristicas
muy exoticas como el caso de la monocapa de grafeno. La monocapa de grafeno es mas fuerte
que el acero y ha demostrado tener altas conductividades térmicas y eléctricas [1,2]. A diferencia
de los semiconductores comunes, sus portadores de carga tienen caracteristicas cuantico relativis-
ta [3], lo que nos da una gran gama de posibles aplicaciones debido a que no solo aprovechamos
el movimiento de los electrones, también podemos aprovechar el movimiento de los huecos, ya sea
para la generacion de corriente o para almacenar informacién. En la actualidad existen varios ma-
teriales bidimensionales algunos de manera tedrica y otros sintetizados de manera experimental,
cada uno con sus caracteristicas y propiedades particulares [4]. Algunos de estos materiales tienen
un hamiltoniano similar [5-7], el cual nos caracteriza a los portadores de carga en sus puntos de
alta simetria. Desde el punto de vista matematico son hamiltonianos similares, s6lo con algunos
términos adicionales que impactan en su parte cinética o energética, sin embargo se pueden tratar
de la misma manera. En este trabajo se realiza una generalizacion para el caso de la monocapa de
grafeno, siliceno y los dicalcogenuros de metales de transicién (TMDs) que tienen un hamiltoniano

similar, los portadores de carga que impactan en este hamiltoniano son del tipo Dirac (cudntico
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relativistas) [3], a diferencia de semiconductores comunes [8]. En el caso de los materiales con-
vencionales, los portadores de carga son electrones tipo Schiodinger y para encontrar expresiones
matematicas cerradas se utiliza el método de matriz de transferencia. Segun el tipo de matriz de
transferencia que se utilice, transfiere diferentes propiedades a través de un potencial. Para definir

estas matrices se parte de la ecuacién de Sturm-Liouville en su forma matricial [9]:

L() (o) = LB - O 4 P(e) P + V(o) 2

+W(z)-F(z) =0, (1.1)

donde L(z) es el operador diferencial matricial, B, P, Y, y W son los coeficientes matriciales que
pueden depender de z. Por lo que cualquier sistema que se pueda escribir de esta manera, se puede
tratar con la ecuacién de Sturm-Liouville; la estructura de la expresion anterior da la posibilidad
de manejar muchos problemas de propagacion de excitaciones elementales. En los semiconductores
normales, con esta expresién se definen varios tipos de matrices como lo son [9]: Matriz total;
este tipo de matriz transfiere la amplitud del campo y la derivada del campo de un punto de la
estructura a otro punto, su forma es:
F(a: 2) F(a: z)

=M(a: z 2) - , (1.2)
F(a:2) F'(a: z)

donde, o es un dominio que puede ser finito o semi-infinito, F es el campo y F’ es la derivada
del campo, cabe mencionar que como F es un vector de N dimensiones, M es la matriz total de

dimension 2N x 2N, zy es la evaluacion en algun punto arbitrario.

Matriz asociada; esta matriz transfiere la amplitud del campo y su forma lineal asociada de

un punto a otro de la estructura:

Fla:z Fla: 2z
( ) =T(a: 2, 2) - ( ) , (1.3)
Aa: z2) Aa: z)

donde F es la amplitud del campo, A es la forma lineal asociada, T es la matriz asociada. La
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forma lineal asociada esta dada por:
Ala:2)=P(a:z2)-Fla:2)+B(a:2) - F(a:2). (1.4)

Matriz de transferencia de coeficientes; esta es la matriz que mas se utiliza en la literatura,
transfiere los coeficientes asociados a las soluciones de un punto de la estructura a otro, tiene la

forma:
a(ad) =K(d,a) - ala), (1.5)

donde, a(«) es el vector formado por los elementos a;(«) y K es la matriz de transferencia de coefi-
cientes. De acuerdo a su forma, se puede ver que esta matriz transfiere el conjunto de coeficientes
a; de a a o/. Matriz de scattering; esta matriz relaciona las ondas que entran a las que salen,

tiene la forma:
a
=S(R; L) - 7 (1.6)

aqui, los superindices +/— se refieren a las ondas viajando hacia la derecha/izquierda, a* es

igual que en la matriz anterior, sin embargo S relaciona los extremos de la estructura. Aunque en
los materiales bidimensionales se pueden estudiar de la misma manera, partiendo de la ecuacién
de Sturm-Liouville, hablamos de 2 situaciones completamente distintas, como son el grado del
hamiltoniano que describen estos materiales o el hecho de que en los convencionales, para tener
estados acotados debemos tener bien claro si la perturbacién que tenemos es un pozo o una barrera
para tener estos estados y en el caso de los materiales bidimensionales no es necesario invertir esa
polaridad ya que uno atrapa electrones y el otro atrapa huecos, por mencionar algunas. R. Pérez-
Alvarez et. al. [8], realizan un andlisis con los electrones de Schrodinger aplicando algunas de
las matrices antes descritas, los autores encuentran una expresion analitica, compacta y cerrada
a través de un potencial arbitrario para el coeficiente de transmision, los estados acotados y la

continuidad entre ellos. Las expresiones que se derivan en el trabajo mencionado son: Para estados
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acotados:

k1 Moy + ko My + kikoMyg + Moy = 0. (1.7)

Para la probabilidad de transmision:

Aky ko (22)
T — mi , (18)
(ko My + ky Mao)? + [k1ka Mo — Moy ]?

donde k; y ks son los vectores de onda en las dos regiones semi-infinitas y M;; son los elementos de la
matriz de transferencia, m, y ms son las masas de los electrones afuera y dentro de la perturbacion.
Se debe mencionar que aunque los autores mo lo mencionan, para derivar esta
expresion se utilizo la matriz de transferencia total. Los estados de transmisién perfecta
por electrones de Schrodinger son aquellos que tienen una energia E, > maz(V7, V5) de tal manera
que T'(E,) = 1. Vi 5 son los potenciales en los medios semi infinitos y E, es la energia de la onda.
En el articulo [8] los autores examinan este comportamiento con potencial y masa constantes, es
decir que m; = mg =m, V), =V, = Vi v ki = ke = k por encontrarse en el mismo medio, de tal
manera, la Ec. (1.8) se puede escribir como:

4k?
= 1. (1.9)
k2[Myy 4+ Mag)? + [k2 My — Moy ]?

Si se cambia alguno de los parametros, por ejemplo la profundidad del pozo, la F, cambiara,
decrecerd, por lo que existe un valor para este parametro de tal manera que E, = 1} y en este caso
k = 0 por estar en la interfaz del pozo de potencial. En este caso, el denominador de la Ec. (1.9)
debe ser cero; comparando con la Ec. (1.7) para los estados acotados, se puede ver que My, debe
ser igual a cero, esta condicién es consistente con la aparicién de un estado acotado, Mo, = 0 de
la Ec. (1.7). Hasta donde nosotros sabemos, no existe un tratamiento similar para los materiales
bidimensionales, es decir, para electrones tipo Dirac. En el siguiente capitulo indagaremos mas
sobre el uso de la ecuacién de Sturm- Liouville en los hamiltonianos que describen a los materiales

bidimensionales.
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1.2. Materiales bidimensionales

Grafeno

En los ultimos anos el estudio de los materiales bidimensionales ha sido de gran interés cientifico.
Desde el descubrimiento de manera teérica de un material que tuviera una relacién de dispersion
lineal a mediados de siglo pasado [3,10], hasta su descubrimiento en la parte experimental en
el ano del 2004 a partir del grafito mediante exfoliacién micromecéanica [11] Fig. 1.1, material al
cual se le denominé grafeno, que es un nanomaterial de carbono bidimensional del grosor de un
atomo, que a pesar de ser tan fino y ligero, es un material sumamente resistente. Tiene propiedades
exOticas como su alta elasticidad, alta conductividad tanto térmica como eléctrica. Aplicaciones en
la ingenierfa médica, el efecto Hall anémalo debido a la existencia de los huecos [12] siendo uno de
los materiales mas estudiados en la ciencia actual [13-20]. Otro aspecto interesante, es que, debido
a su estructura y sus puntos de alta simetria Fig. 1.2 los electrones tienen un comportamiento

cuantico relativista [3]. Los vectores que se utilizan para generar la red del grafeno son:

Figura 1.1: Fotografia de una hojuela de grafeno con un grosor aproximado de 3 nm sobre una
oblea de oxido de silicio [17].
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Figura 1.2: Estructura de bandas del grafeno. En la ampliacién se pueden apreciar los llamados
conos de Dirac [21].

R V3 a
a = (7%5), (1.10)

_ V3 a
ay = (7@—5). (1.11)

Y los vectores para el espacio reciproco son:
- 27 2w
bh = (—,— ), 1.12
' (\/§a a ) (112)
- 27 2T
by = | —,—— ). 1.13
? (\/ga a ) (1.13)

Podemos ver la celda unitaria y la primera zona de Brillouin en las siguientes imagenes. Para

Figura 1.3: En la figura se muestra en a) la celda unitaria, los puntos rojos y azules representan
los 4tomos de carbono de las dos redes. En b) la primera zona de Brillouin del grafeno.
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estudiar las propiedades del grafeno se puede utilizar el hamiltoniano efectivo tipo Dirac [5]:

~

H=vpr -p+ V(2] (1.14)

donde, vp ~ 10°m s™! es la velocidad de Fermi, 7 = (74, 7,) son las matrices de Pauli, V(z) es el
potencial dependiente de =, p = (p.,py) es el vector de momento, el cual lo consideramos como

Dy = —ih%, py = hky, y I es la matriz identidad de 2 x 2.

Siliceno

Hasta el ano de 2007, se creia que el grafeno reemplazaria al silicio en el mercado de la electréni-
ca. Pero no fue asi, principalmente por los costos de la produccién en masa del grafeno, ademas de
no tener un gap intrinseco. Sin embargo, abrié la pauta para el estudio de otros materiales parecidos
en estructura y dimensiones, como fue el caso del siliceno [22-24] (material isoestructurado como
el grafeno, pero con base de silicio). Al tener un gap natural ha sido el enfoque para todo el estudio
electrénico, las primeras estructuras que se observaron fueron sobre sustrato de plata, a diferencia
del grafeno, se sintetizé por deposiciones de vapores quimicos, al no tener en la natruraleza un
alotropo como en el grafeno, que es el grafito. En ese mismo ano, se pudo sintetizar este material
bidimensional [25,26], que cuenta con una estructura parecida a la del grafeno. El encontrar otro
material con caracteristicas exodticas a bajas dimensiones, abrié la puerta para la investigacion
de la existencia de otros materiales bidimensionales parecidos, como es el caso del estaneno, el
germaneno, el fosforeno entre muchos otros [27]. Su estructura vista desde arriba es similar a la del
grafeno, pero si tenemos una vista lateral es diferente, tiene una pequena distorsion en la horizontal
de los atomos, creando 2 capas. El silicio es un elemento quimico metaloide, de niimero atomico
14 y perteneciente al grupo 14 o IV de la tabla periddica. El silicio es el segundo elemento mas
abundante en la corteza terrestre, ademas de que es un buen semiconductor, por lo que tiene una
gran presencia en la electrénica. El silicio tiene una estructura electrénica 1s2,2s2,2p%, 3s? y 3p?,
que es similar a la del carbono, por lo que es posible crear una red hexagonal en forma de panal

de abeja, estructura conocida como siliceno, similar al grafeno. El silicio tiene una hibridacién
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(paw) ABieu3l

Figura 1.4: Relacién de dispersién del siliceno, para el valle K (a) espin up y (b) espin down.

méas préxima a sp® a diferencia del carbono que su hibridacién es sp?, esta diferencia favorece a la
aparicién de una ondulacién o flexion en las laminas del siliceno, creando un gap natural en dicho
material. Es importante mencionar que este material no se encuentra en la naturaleza como en el
caso del carbono, por lo que su sintesis es artificial [28]. La exploracién de este material es debido
a sus aplicaciones electrénicas ya que por su estructura contiene un ancho de banda prohibida [28]
a diferencia del grafeno que su ancho de banda es cero. La estructura del siliceno permite que
sea sensible a la interaccién con el sustrato, superficie quimica y acoplamiento espin-orbita, per-
mitiéndole una gran variedad de aplicaciones novedosas, tales como bits topoldgicos, sensibilidad
cudntica, magnetorresistencia gigante [28] que es un efecto mecdnico cudntico que se presenta en
estructuras de peliculas delgadas compuestas de capas alternadas ferromagnéticas y no magnéticas
que se pueden utilizar en los discos duros de las computadoras, lo que implica una revolucién en
la tecnologia de semiconductores [29]. La relacién de dispersién del siliceno cambia dependiendo
del indice de valle o del espin, como se muestra en la Fig. 1.4. Para estudiar las propiedades del

siliceno se puede utilizar el hamiltoniano efectivo tipo Dirac de baja energia [6]:
H = vp(peTe — nPy7y) — (0nl'so — AL) T, + V (2), (1.15)

donde, vp ~ 0.5 x 10°ms™! es la velocidad de Fermi, 7 = (7;,7,) son las matrices de Pauli,
V(z) es el potencial dependiente de z, I'sp es la interaccién espin drbita, A, es la diferencia de

energia potencial entre las 2 subredes, ¢ = 41 es el indice de espin del electréon y n = +1 es
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CoCoCo-C- G5 Gg! A.

Figura 1.5: En la parte superior es una vista de la estructura cristalina del siliceno, donde se muestra
la celda unitaria. En la parte inferior se muestra una vista lateral de la estructura cristalina en la
cual se puede apreciar la distorsién en la vertical por el tipo de enlaces sp? — sp® que se presentan
en siliceno [30].

el indice de valle. Podemos observar que su hamiltoniano tiene algunos términos no contenidos
en el hamiltoniano del grafeno, sin embargo su estructura es similar, por lo que, en principio,
matematicamente, se pueden manejar de la misma manera. En la Fig. 1.5, se muestra la celda
unitaria del siliceno representada mediante dos subredes triangulares que contienen 2 atomos de

silicio formada por los vectores a; y as. Los vectores que definen la celda unitaria son:

. 1 V3
a = a(§,7>, (1.16)

ay = a( ! \/§> (1.17)

2%

Con una separacién atomica de a ~ 3.86 A [31]. La red reciproca también es una red hexagonal

tipo panal, con los vectores unitarios:

b= 2" (1, ﬁ) , (1.18)

a 3
- 2T \/§
bp=— | -1, — |. 1.1
2 a ( ) 9 ) ( 9)

En la primera zona de Brillouin Fig. 1.6 se deben destacar los puntos de alta simetria K y K’.
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Figura 1.6: Primera zona de Brillouin del siliceno. Se muestran los vectores en el espacio reciproco
bl y bg.

TMDs

Los calcogenuros son una serie de compuestos quimicos que contienen un anién formado por un
elemento anfigeno (grupo 16) y un elemento metal de carédcter electropositivo. En el caso del oxigeno
estos derivados son denominados 6xidos, siendo el término calcogenuro empleado para referirse a
los sulfuros, seleniuros y teluros. Los dicalcogenuros de metales de transiciéon son materiales que
presentan una estructura laminar en un apilamiento de tricapas con grosor de apenas 3 atomos.
Los atomos dentro de una tricapa estan ligados por uniones covalentes, pero las sucesivas tricapas
interactian entre si principalmente mediante fuerzas de Van der Waals. Cada tricapa consiste
de un plano de atomos de metal de transicion entre dos planos, superior e inferior, de S, Se
o Te. Los dtomos metdlicos se ordenan en forma de una red hexagonal [32]. A diferencia del
grafeno, estos materiales son semiconductores del tipo MXs, donde la M es un dtomo del metal
de transiciéon (como Mo o W) y X es el calcogenuro (como S, Se o Te) [33], por lo que proveen
una alternativa natural al problema del grafeno. El mas estudiado de los TMDs es el Disulfuro de
Molibdeno (MoS,). Los TMDs exhiben un bandgap directo, un fuerte acoplamiento espin-6rbita
y propiedades favorables en el drea de la mecanica, la electrénica y la optoelectronica, siendo una
de las razones por la cual existe tanto interés en el estudio de estos materiales [33, 34]. Poseen
caracteristicas especiales en areas de conversion de energia y nanotecnologia como por ejemplo la

superconductividad, suelen ser materiales muy estables, resistentes, poseen una gran movilidad de
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carga y pueden absorber y emitir grandes cantidades de luz (fluorescencia) [32,33], al igual que
el grafito los TMDs estan formados por monocapas unidas entre si por fuerzas de Van der Waals,
formando multicapas, las monocapas de TMDs tienen propiedades distintas a la de la monocapa
de grafeno, estas van desde el cardcter metdlico a semiconductor [33]. En el caso de los TMDs, la
relacion de dispersion no es simetrica como en el caso del siliceno, por lo que varia en las cuatro

combinaciones posibles del espin y del indice de valle, ver Fig. 1.7. El TMD ma&s usado en la

(A2} ABisul

(p@) RBieu3l
(pa@) RBieu3l

Figura 1.7: Relacién de dispersiéon del MoSs. En el inciso a) el indice de valle es K espin up, en

el inciso b) el indice de valle K espin down, en el ¢) el indice de valle es K’ espin up y en el d) el
indice de valle es K’ espin down.

actualidad es el MoS, [33], la monocapa de este material tiene un gap directo, sin embargo en
multicapas tiene gap indirecto. Las monocapas poseen un alto rendimiento cuantico, emitiendo
gran cantidad de luz [33], por lo que su aplicacién directa es en nanotecnologia como transistores,
LEDs y detectores [35]. La primera zona de Brioullin para el MoSs la podemos ver en la Fig.

1.10. Para estudiar las propiedades de los dicalcogenuros se puede utilizar el hamiltoniano de baja
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TABLA PERIODICA DE LOS ELEMENTOS

Grupo 1

. . Gases nobles . Metales de transicion
Numero Masa
atémico atémica i .
. Halogenos Alcalinotérreos
g No metales Metales alcalinos
quimico

. Metaloides Lantanidos

. Otros metales . Actinidos

Nombre

24

Laurencio Rutherfordio Dubrio. Sesborgio ohrio Hassio Meitnerio Darmstatio Roentgenio Copernicio

57 w9 58 Mol 55 W09 60 w2 @ 047 & 1503 € 120 e 1572 5 1589 66 125 67 1649 68 173 69 183 70 W0

La Ce Pr Nd Pm Sm Eu Gd Tb Dy Ho Er Tm Yb

ntano. Praseodimio Neodimio  Promtio Samario Gadolinio Terbio Disprosio Holmio. Tullo terbio

Figura 1.8: Tabla periddica de los elementos quimicos. En el grupo 16 podemos apreciar los anfige-
nos con los cuales se forman los calcogenuros [36].

Figura 1.9: Estructura cristalina de un dicalcogenuro. En la imagen se puede apreciar que la capa
del metal de transicién se encuentra entre dos capas de anfigenos [37].

Figura 1.10: En a) se muestra la celda unitaria del MoSs, el punto rojo representa una inversién
del centro. En b) tenemos una vista superior del MoSs, los puntos azules representan atomos del
molibdeno y los verdes los del azufre. En ¢) se muestra la primera zona de Brillouin [38].
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energfa como [7]:
H = /UF(pa:')?sz + pyTy) + AZTZ + (FSOnaz - FSOnzazTZ) + V(l’), (120>

donde, vp ~ 5.3X10° ms™! es la velocidad de Fermi, 7 = (7, 7,,7,) son las matrices de Pauli,
V(z) es el potencial electrostitico dependiente de x, 4I'gp =~ 150 meV es el efecto spin 6rbita,
2A, =~ 1.66 eV es la diferencia de energia potencial entre subredes, o = +1 es el indice de espin del
electrén y n = +1 es el indice de valle. Podemos ver que este hamiltoniano tiene algunos factores
que no se encuentran en los hamiltonianos ni del grafeno ni del siliceno, sin embargo su estructura
matematica es la misma, por lo que, en principio, se puede trabajar de la misma manera que los

anteriores.

1.3. Motivacion

En el caso de los semiconductores, a partir de la ecuacién de Sturm-Liouville se definen una
serie de matrices de transferencia y con ellas se deducen expresiones matematicas cerradas para el
calculo de propiedades de sumo interés como son los estados acotados, el coeficiente de transmisién
y la continuidad entre ellos. En particular, no conocemos un tratamiento de la misma indole para
el caso de los materiales bidimensionales. Por lo que nos es interesante saber si se pueden derivar
expresiones del mismo tipo en estos materiales, y méas aun, debido a lo similar de algunos de sus
hamiltonianos, definir expresiones generales para los estados acotados, el coeficiente de transmisién

y la continuidad entre ellos.

1.4. Objetivos

Establecer el método de matriz de transferencia en materiales bidimensionales con electrones

tipo Dirac desde el formalismo de Sturm-Liouville. En particular:

= Analizar cudles matrices de las mencionadas anteriormente se pueden definir en el grafeno,

siliceno y los TMDs.
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= Encontrar expresiones matematicas analiticas y cerradas para el calculo de estados acotados

y probabilidad de transmision en los materiales tales como el grafeno, siliceno y TMD'’s.

= Deducir expresiones generales para los estados acotados y la probabilidad de transmision, que
se puedan utilizar en cualquier material bidimensional que tenga hamiltonianos matemati-

camente similares.

= Demostrar e ilustrar numéricamente en casos concretos, la continuidad entre las energias de

los estados acotados y las energias de los estados de transmisién perfecta.



Capitulo 2

Matriz de transferencia

En este capitulo procederemos a analizar la ecuacién de Sturm-Liouville y su relaciéon con las

matrices de transferencia en materiales bidimensionales.

2.1. Sturm-Liouville y matrices de transferencia

Existe una gran variedad de exitaciones elementales en heteroestructuras de materiales, pueden
ser por ejemplo, ondas magnéticas, elasticas, actsticas, fenémenos con electrones tipo Schrodin-
ger, electrones sin masa, etc. Estos sistemas se pueden modelar como si fuesen varias ecuaciones
acopladas en las cuales existe una continuidad entre las interfaces de los medios semi infinitos
y la perturbacion. Por lo que es esencial plasmar métodos generales para la solucién de dichos
problemas, un método de gran potencia es el conocido como método de matriz de transferencia;
en el caso de los semiconductores existe un tratado muy extenso para definir los tipos de matrices
de transferencia que se pueden definir en este tipo de materiales [9], en este trabajo se parte de
la ecuacién de Sturm-Liouville y se definen una serie de matrices de transferencia, con diferentes
caracteristicas y propiedades. Para visualizar estas matrices, consideremos un campo que puede
estar descrito por N amplitudes, definamos un vector F(x) puesto que en los materiales bidimen-
sionales, s6lo son relevantes las coordenadas x y y, siendo sus N componentes las amplitudes. De

esta manera, una gran cantidad de problemas de fisica de gran interés, se pueden describir por un

15
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sistema diferencial ordinario de segundo orden que se puede escribir de la forma:

L(z) - F(z) = i[B(x) ' % +P () - F(z)] + Y(z)- dtlch)

+ W(x)-F(z) =0, (2.1)

donde L(x) es el operador diferencial matricial, B, P, Y, y W son los coeficientes de los términos

en nuestra ecuacion diferencial de segundo grado.
De esta ecuacién en el libro [9] se definen las siguientes matrices.

1. Matriz de transferencia total, comtinmente se escribe como M (« : x, xg). Este tipo de matriz

transfiere las amplitudes y las derivadas desde un punto zy a un punto z.

Fla:z Fla: zg
( ) = M(a:x,x0) - ( ) , (2.2)
F'(a: ) F'(a: )

2. Matriz de transferencia asociada, comtinmente se escribe como T'(« : x,xy). Transfiere la

amplitud del campo y su forma diferencial lineal

=T(a:x,x) - : , (2.3)

3. Matriz de transferencia de coeficientes, denotada por K(a/, ). Esta matriz es una situacién

. . . . . . . / ’ /

completamente distinta ya que involucra dos zonas distintas en el dominio a y o/, ademés «
la podemos calcular analiticamente por ejemplo en la situaciéon planteada con anterioridad, si

conocemos las bases Fj(a : z) y Fj(a : 2').

Fla:x)= Zaj(oc)Fj(oz LX), (2.4)
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F(o:2)= Zaj(o/)Fj(o/ LX), (2.5)

J

Aqui la sumatoria sobre j va desde 1 hasta 2N. Si consideramos un a(«) de tal manera que sea el

vector formado por los a;(«). Entonces podemos definir:

a(d) = K(d/,a) - a(a). (2.6)

Entonces, esta matriz transfiere los coeficientes a; del dominio o al dominio o'

Si hablamos de un material continuo, de tal manera que los dominios oy o/ continuos, tomando
en cuenta que « esta en el lado izquierdo y o’ en el lado derecho de la interface en z; y considerando
los puntos xg < x; < x donde x pertenece al dominio de « y x pertenece al dominio de o y como
la forma lineal A es continua en la interface de los dominios, la matriz de transferencia asociada

tiene la propiedad de la cadena es decir.
T(xg,w0) = T(a : xy, 1) - T : 21, x0). (2.7)

Sin embargo, para la matriz total esto no se cumple en general, sélo si la derivada F' es continua
por lo que podemos usar una matriz de cople C'(z1) para eliminar la discontinuidad de F’ en el

punto .
M(z2,20) = M(c : x3, 21 +0) - C(z1) - M(a: 21 — 0, x). (2.8)

De esta manera tenemos la continuidad para la matriz de transferencia total. Para definir estas
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matrices se utiliz6 una base F;(z), consideremos Fy(x) y Fy y otra base con ¢1(x) y 2(z).

Fi(z) = anti(z)+ aapa(x), (2.9)
Fo(z) = anti(z) + agihs(z), (2.10)
NP (z) = |F(2) F(2) (2.11)

= |ant(z) + a121(x) + anhe(r) + azths(z))

a11 Aa12
= |i(x) tolz)|
Q21 Q22
_ N(w)(x)~ ain a2 7
ag1 A2

M) (2, 20) = N(x)-[N(xo)] ™
ailr aig 11 Q12

a1 Q22 Q21 A22

Se puede hacer lo mismo para la matriz de transferencia total y de la misma manera, no depende
de la base, caso diferente a la matriz de coeficientes en la cual si depende de la base. En general,

los diferentes tipos de matrices de transferencia tienen algunas propiedades elementales.
Matriz de transferencia total.

1. Sixg < 21 < oo y tanto su base F como su derivada F’ son continuas en el punto z;, entonces

tiene la propiedad de la cadena.
2. El determinante [detM(z, zq) = 1]
3. M(z,z) = Ihy.
Matriz de transferencia asociada.
1. Si z < x1 < 79, la matriz asociada tiene la propiedad de la cadena.

2. T se relaciona con M mediante otra matriz de relacién como:
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T(x,20) = R(z) - M(z,30) - R(o) " (2.12)

3. T(x,z) = Ihy.

4. Comunmente el determinante det[T'(x, z¢)] es una constante igual a la unidad.
Matriz de transferencia de coeficientes

1. La matriz de transferencia de coeficientes K depende de la base.

2. Si escogemos para el domino L/R una base, y T es canénica en z;/x,., entonces en el esquema

de K(R, L) = T(x,,x).
3. El determinante de K depende de la base que se escoja y del sistema diferencial propuesto.

4. Si L y R concuerdan en x; = x, = x entonces T = I, y por lo tanto:

K(R,L)=[Q(R:z)] " Q(L: ). (2.13)

5. Asumiendo que la regién M esta descrita en términos de una base conocida. Entonces la

matriz de transferencia de coeficientes tiene la regla de la cadena:

K(R,L) =K(R, M) -K(M,L). (2.14)

Cabe resaltar que esta matriz relaciona los dominios, mientras que la matriz total y la asociada
relacionan posiciones locales. En el caso de los materiales bidimensionales, no se pueden definir
estas matrices, ya que los hamiltonianos son de un orden distinto, ademas de que hablamos de

electrones sin masa, por lo que tenemos que tratarlos con cuidado.
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2.2. Ecuacion de primer orden y su matriz de transferencia

La ecuacién de primer orden que nos interesa en su forma general se escribe:

d dF(z)
L P(aE) + V(@)

+ W(2)F(z) = 0, (2.15)

donde F(x) es una matriz con dos filas y una columna. P(z) y Y(z) son matrices de dos columnas
y dos filas. La hermiticidad exige que entre P(z) y Y(z) exista la relacion P(z) = —Y'(z).
Realmente la ecuacién (2.15) no es una ecuacién, sino un sistema de dos ecuaciones diferenciales
acopladas de primer orden. Llamemos F;(z), Fa(x) a dos soluciones linealmente independientes de

(2.15). Entonces, cualquier solucién se puede escribir como.

F(z) = aiFi(2) + aoF»(2) = (Fl(a:) Fz(a:)) Zl : (2.16)

Si evaluamos en el punto arbitrario zg, tendremos que

F(zo) = a1F1(xg) + asF2(x0), (2.17)

" Z(Fl(azo) FQ(ggo))_lF(wo) (2.18)

a2

Sustituyendo en la ecuacion original

F(r) = (Fl(x) Fg(x)) (Fl(xo) Fg(xo))_ F(zo), (2.19)
F(x) = M(z,x0)F (), (2.20)

con:

M(z, o) = (Fl(x) FQ(ZL‘)) (Fl(xo) FQ(;{;O))_I. (2.21)



2.2. ECUACION DE PRIMER ORDEN Y SU MATRIZ DE TRANSFERENCIA

21

Esta es la matriz de transferencia para la ecuacién (2.15), esto es asi cualquiera sea la forma de la

ecuacién mencionada. La diferencia entre un caso y otro estard en la forma de las matrices P(x),

Y (z) y W(z) y por lo tanto en las soluciones LI.

2.2.1. Matrices P(x), Y(x) y W(x) constantes

Si las matrices P(z), Y(z) y W(x) son constantes, la ecuacién (2.15). Adopta una forma més

simple:

dF(x)
22\ F(z) —
C I + WF(z) =0,

donde,
C=P+Y.
Las soluciones LI se buscan poniendo F(z) = Fe'®” (F es una matriz columna de 2 x 1).

7],

Fp

(igaC + W)F = 0.

Por componentes:

(1¢.C11 + Wh1) Fuy + (ig.Cha + Wia) Fp = 0,

(1q2Co1 + Wa1) Fy + (iqeCoz + Wap) Fp = 0.
De aqui que los dos valores posibles de ¢, se obtengan de la ecuacién:

(1g:C11 + Wi1)(igCaa + Wa2) — (ig,Cra + Wi2)(iq,Co1 + War) = 0,

—qidet(C) + 1q, (C11 Wag + Cou Wiy — C19Way — CoyWia) + det(W) = 0.

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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Capitulo 3

Resultados

En este capitulo se realizaran los calculos para deducir las expresiones de nuestro interés para los
materiales bidimensionales, asi como un tratamiento en la continuidad de los estados de transmisién

perfecta con los estados acotados.

3.1. Hermiticidad

En la Mecanica matricial, en donde todos los operadores son matrices, una matriz hermitiana
es simplemente una matriz para la cual la transpuesta del conjugado complejo (sus elementos) es
igual a la matriz original. Un operador hermitico tiene la propiedad de que sus autovalores son
nimeros reales. Primero comprobemos la hermiticidad en las ecuaciones de movimiento de los

materiales de interés.

3.1.1. Grafeno

Analicemos el caso general del grafeno. Tomemos la expresién de su hamiltoniano (1.14) y

tomemos en cuenta sus eigenvalores:

~

Hip(z) = Ey(x). (3.1)

23
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Realizando un cambio de notacién ya que en esta linea de trabajo es mas comun utilizar F'(x) en

vez de ¥(z).
HF(z) = EF (x). (3.2)
Reescribiendo el hamiltoniano:

ve(T-p)F = (E-V(2))F, (3.3)

Vp(Tepe + Typy)F = (E—V(2))F. (3.4)

Considerando el problema en una dimension sobre el eje x, podemos escribir la funcién de onda

F(z,y) = F(x)e™, (3.5)
Fz) = Fu(@) , (3.6)
FD(Q?)

de tal manera que podemos escribir el hamiltoniano como:

il (d—> + ik, +(E - V(x)) =0, (3.7)
10 t i 0 Fp Fp
0o < 0 k F F
ihvr oy ! “VyE-vay| 7| =o, (3.8)
40 —ky 0 )| \Fp Fp
oo kyF. F,
i || = |+ " || +E-ven| "] =0 (3.9)
ay —kyFy Fp
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donde los subindices U y D se refieren a las componentes up y down respectivamente. Por lo que

tenemos que:

dF
(E —V(2))Fy + ihvp (d—; + kyFD) =0, (3.10)

dF,
En su forma matricial.

0 ihv E E—-V(z thupk B 0
4 di vl (z) Py vl = . (3.12)
a

ihvp 0 FD —ihUFky E— V(l’) FD 0

Donde podemos ver cuales seran los coeficientes de la ecuaciéon matricial de Sturm-Liouville.

B(z) = 0. (3.13)
0 1

Px)+Y(z) = thup . (3.14)
10

W | E- V(z) ihvpk,
(z) = : (3.15)
—ihvpk, E—V(z)

Como se ha mencionado anteriormente, requerimos que se tenga hermiticidad y lo podemos com-

probar de la siguiente manera.
Pi(z) + Y (z) = —ihvp = —(P(x) + Y(x)), (3.16)

por lo tanto es una matriz anti-hermiteana.

oL E—-V(z) ihvpk, B
Wi(z) = = W(z), (3.17)
—ihvpk, E—V(x)

por lo que si es hermiteana.
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Para el caso del siliceno, tomemos su hamiltoniano (1.15) y encontremos de la misma manera

los coeficientes de la ecuacion de Sturm-Liouville.

FU FU
E = [vp(peTe —npy1y) — (0nl'so — A,)7 + V(2)] ,
Fp Fp
= ZFL"UF d_ - any - [UnFSO - AZ] + V(QZ)
T 1 0 i 0 Fp 0 -1/ \ Fp
, d | Fp , —iFp Fy Fy
= ihvp . — inky — [onlso — A,] + V(x) ,
T\ Fy iFy —Fp Fp
dfp k,F F, F,
= thup aw | | T — [onl'so — A,] v + V(x) v ,
% —ﬁkyFU —FD FD
o _ pk, F, F F,
= ijhup @ ~ D — [onl'so — A}] Y + V() Y 5
% + nky Iy —Fp Fp
EFU Zhvp% - ZFLUFT]]C FD FU FU
= ‘ ! — [onT'so — A;] + V() :
EFD Zhvp% +ihUF77]€yFU —FD FD
.. dFp .
EFy = zhvpd— — thvpnk,Fp — [onl'so — A, Fy + V(z) Fy, (3.18)
x
dF,
EFp = z'thd—U + ihvpnk, Fy + [onTso — A.) Fp + V(2) Fp. (3.19)
x
En su forma matricial:
0 dhvrp) 4 [ Fu V(z)—onl'so + A, — E —ihvpnk, Iy 0
thvp 0O dx Fp ihvpnk, V(z)+onl'so — A, — FE I'p

(3.20)

Fy
Fp
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Por lo que al comparar con la forma de Sturm-Liouville, tenemos que:

B(z) = 0,
01
Y(z)+P(z) = —ihvp :
10
W) — E—-V(z)+onlso — A, ihvpnk,
—thvpnk, E—-V(z)—(onl'so — A,)

Y al comprobar la hermiticidad de las matrices, tenemos que:

0 1

Y'(2) + Pl(2) = ilwp = —(Y(z) +P(v)),
10
por lo que es anti-hermiteana.
E—-V(z)+onl'so — A, thvrpnk
wil = | 7 o - W),
—ihvpnk, E—V(z)— (onl'so — A,).

siendo una matriz hermiteana.

27

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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3.1.3. TMD'’s

En el caso de los dicalcogenuros, el hamiltoniano esta dado por (1.20), encontremos los coefi-

cientes de la ecuacion matricial de Sturm-Liouville:

F d (0 1 0 —1 F 1 0 F
T = il o + ik, o N v
Fp T 1 0 i 0 Fp 0 -1/ \ Fp
1 0 FU FU
+ 1—‘5’07720-z - 1_‘507720-2 + V($) ) (326)
0 —1 Fp Fp
d | F —iF F
= thup nzd— P + ik, b + A, v
T\ Fy iFy —Fp
Fy Fy Fy
+ FSOnzO-z - FSOanz + V(ZE) ) (327)
FD —FD FD
, 0.4 + k,Fp A.Fy Fy — Fy V(z)Fy
= Zh’UF + Fso?]ZO'Z +
0. 2L — k, Fy —A,Fp Fp+ Fp V(z)Fp
(3.28)
Por lo que tenemos:
. dFp
EFy; = thup nzd— + kyFD + ALFy + V(l’)FU, (329)
x
. dFy
EFD = ZhUF nzd— — k'yFU — AZFD + QFSOWZUZFD + V(%)FD (330)
x
En su forma matricial.
0 ihven. | d [ Fu A, +V(x)—E ihvpk, Fy 0
_ + =0.
thvpn, 0 dz Fp —ihvpk, —A, +2lgon,0, +V(z) — FE Fp

(3.31)
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De tal manera que los coeficientes para la forma de Sturm-Liouville son:

B(z) = 0, (3.32)
01
Y(z)+P(z) = ihvpn, : (3.33)
10
A, +V(x)—F thvpk
W(z) = (@) Fy . (3.34)
—ihUF]{Zy —AZ + Qrso’f]zO'Z + V(ZL’) —F

Para comprobar su hermiticidad.

01
Y'(2) + Pl(x) = —iliwpn, o = —(Y(2) + P(x)), (3.35)

donde podemos ver que es anti-hermiteana.

Wi(a) = A, +V(z)—E ihvpk, W) (3.36)
—ihvpk, —A, +2lgon,0, +V(z) — FE

donde podemos ver que es hermiteana.

3.2. Matriz de transferencia

Ahora encontremos las matrices de transferencia para nuestros materiales bidimensionales, para

ello comencemos con encontrar las soluciones linealmente independientes.

3.2.1. Grafeno

Teniendo los coeficientes de la ecuacion de Sturm-Liouville, sustituyendo en la ecuacién (2.29)

cuando V' (z) = V4.

—qz(R*vE) +igqe(=h*viky + Wvpky) + (B = Vo)* = Wopky] = 0,
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q2 _ (E — VO)Q - (hUFky)Q
r (ﬁ’UF)Q ’

V(E = Vo) = (huek, )

. = =+ 3.37
e hUF ( )
De la misma manera podemos escribir los demés vectores de onda.
G+ =7q,
_E-W
N hUF
E
k=—
FLUF’
1
= 2 _ 2
ko= o VE? — (hopk, )2
Reutilizando la expresién (2.25).
0 q.hv E—-Vy ihvpk F
"+ R “1=o (3.38)
Qxth 0 —’ihvpky E— VE) FD
Separando las expresiones,
(E — Vo)Fy + hwp(g, + ik,)Fp =0, (3.39)
hvp(qm — Zlfy)FU + (E - V())FD = 0. (340)
Tomando Fyy = 1y resolviendo la ecuacion (3.42) para Fp,
hvp(—q, + ik
Fp = Wrds - iky) (3.41)

E -V

Tomando en cuenta que ¢, puede tomar los dos signos como se escribe en la ecuacién (3.37).

1 , Fi(x
F = _— . ezl:zqa:a; _ 1( ) ) (342)
—UF(EEH{/J(:Z ) Fy(z)
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Estas son las soluciones linealmente independientes para el caso del grafeno, para encontrar la

matriz de transferencia, retomemos la expresién (2.21),

M(z,z0) = (Fl(a:) Fg(x)) (Fl(xo) FQ(xO))l. (3.43)

Al sustituir las soluciones linealmente independientes en el caso del grafeno.

@ g _ TE-VoT g _
M (e 20) = cos [gz(z — mo)] + ¥ sin [gu(z — zo)] it sin (g (2 — 2o)]
i) sin g, (@ — xo)] cos [qo (¢ — xo)] — 3 sin [gz(x — x0)]
(3.44)
En esta expresion para M pueden comprobarse ciertas propiedades:
« M(z,z0)M(zg,2) = 1. (3.45)
- det M(z,xg) = 1. (3.46)

- Los elementos en la diagonal son reales, y fuera de ella son imaginarios puros. Aunque estas
propiedades fueron para un caso especifico, se pueden generalizar ya que al tomar un potencial
arbitrario, se puede describir dicho potencial como una secuencia de este potencial, por lo que

dichas propiedades se mantienen en la secuencia.

3.2.2. Siliceno

Teniendo los coeficientes de la ecuacion matricial de Sturm-Liouville, sustituimos los elementos

en la expresién (2.25),

— @z (R*v}p) + ige[hwp (ihvpn) + hop(=ihvpn)] + (B = V0)* = (onT'so — A.)* = (hwrk,)?] = 0.

(3.47)

V(E—=Vp)? — (onlso — A,)? — (waky)Q‘

x:j:
4 h’UF

(3.48)
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Los demads vectores de onda en el caso del siliceno son:

1
2 2 2
= %[E — (onl'so — AL)7],
1
(]2 = 7202 [( _VO)Q - (OnFSO _AZ) ]7
Vg
1
ky = — /2 — (onTs0 — A.
wa\/ (onl'so )

Retomando la expresién (2.25).

(1¢,C + W)F =0, (3.49)
0 hvrq, E—-Vo+onl'so — A, ihvpnk, Fy 0
- =0.
hvrq, 0 —ihvpnk, E—Vy— (onl'so — A,) Fp
(3.50)

Lo que nos lleva a 2 ecuaciones.

[E —Vo+onl'so — AZ] Fy+ th(qx + inky)FD =0, (351)

hp(qe — inky) Fu + [E — Vo — (onl'so — A.)] Fp = 0. (3.52)

Despejando Fp de la ecuacién (3.54) y tomando a Fyy = 1,

hop(—q. + ink,)

Fp = . 3.53
P E-Vy—(onls0 — A, (3:53)
Recordando que ¢, puede tomar valores positivos y negativos.
1 .
F(z) = i, (3.54)

hvp (iQI +7;’I7ky)
E-Vo—(onT'so—Az)
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Para encontrar su matriz de transferencia tenemos que:

M(z,x0) = (Fl(x) Fg(x)) (Fl(xo) F2(x0))_1. (3.55)

Por lo que al sustituir la expresién (3.54),

eiqzx e—iqzx
M(z,xo) = , .
Twr (gz+inky) 1z T —Twr(gz—inky) e—iqwz
E—Vo—(onT'so—Axz) E-Vo—(onl'so—Az)
-1
e4zo e~ W0
. . ) (3.56)
Twr (gz+inky) eiqxazo —wp(qe—inky) e—i(ha?o
E-Vo—(onT'so—Az) E-Vo—(onl'so—Az)
Qe —iQzT
E—%—(Unrso—Az) et e =T
M(ZL‘, l’o) = - . ;
2FL”Uqu hwr (qu+inky) IR —hwp (qz—inky) o~
E-Vo—(onT'so—Az) E-Vo—(onl'so—Az)
o hwp (gz—inky) e—i‘hﬂio _e—iQa:JCO
E—-Vo—(on'so—Az) (3 57)
_ hwr (gz+inky) eiquﬂo eiqzzo
E-Vo—(onl'so—Az)
Al hacer las operaciones necesarias:
M (z,zq) =
: [E=Vo—(onlso—Az)] 3.58
1 [ gz cosqu(x — o) + nkysin ¢, (x — xo) ) For sin g, (x — xo) ( )
— 2 2
Qy . hvr(gz+k;) . - . . . o
(Vo (orTee—AD) Sl o (x — x0) @x €OS @ (T — x0) — nkysin g, (x — x9)

Tomando en cuenta la conservacién de momento en y, g, = k, y simplificando ¢>.

cos ¢u (v — 7o) + ™ sinq, (v — xo) ¢ (E_VO)_LE)J"FSO_AZ) sin ¢, (x — x
Mz 20) = ( )+ ( ) Fora ] ( ) (3:50)

i[(E_VO)—;EZrZFzSO_AZ)] sin QJ:(CC - ZE()) COS Qx(x - IO) - % sin QJ:(CC - ZE())

Es facil observar las similitudes que tenemos con la matriz de transferencia del grafeno, también

podemos ver que esta matriz tiene las mismas 3 propiedades enumeradas en el caso del grafeno.
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3.2.3. TMDs

Retomando la ecuacién (2.29) y haciendo lo propio como en los casos anteriores:

4z =
L V(E = Vo)(E =V — onl'so) — onl'so(E = Vo — A:) + Au(onl'so — Az) — (hurky)?
hUF ’
\/(E — Vo —onl's0)? — (onl'so — A,)? — (hvrk,)?

==

h’UF

En este caso los demas vectores de onda, estan dados por:

k= o5 [(B = onls0)” = (0nTs0 = A.)’),
Uk
1
¢* = 57 [(E = Vo —onl's0)* = (onl'so = A.)%),
Uk
1
ko = Fop (B —onl'so)? — (onl'so — A,)? — (hvrk,)?.
VF

Retomando la ecuacién (2.25),

0 hvrq, E—-V)) —A, thupk B
whords ) [ B =10 m “| =0 360
nhvpq, 0 —ihvpk, (E—Vy)+ A, — 20050 Fp
Separando las expresiones,

(B — Vo — A)Fy + hwp(ng, + ik,)Fp = 0, (3.61)

hwp(ng. — ik,)Fy + (E — Vo — 20nlso + A,)Fp = 0. (3.62)
Cuando Fy; = 1 nos lleva a la solucién.

hvp(—ng, + ik

(E—Vo—onl'so) —onl'so + A,
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Las soluciones linealmente independientes son.

1 .
F(z) = eHit®, (3.64)
hwr (Engz+iky)
(E—=Vo—onl'so)—(onlso—Az)

Para la matriz de transferencia.

eiqzx efiqzx
M(z,z9) = , ,
Twr (192 +iky) eltzr hwp (ngz —iky) P
(E=Vo—onl'so)—(onl'so—Az) (BE=Vo—onl'so)—(onl'so—Axz)
—1
e4zTo e~ 1zTo
| | (3.65)
Twp (ngz+iky) eltzTo  _ T (nge —iky) —iqzT0
(E-Vo—onl'so)—(onl'so—Az) (E=Vo—onl'so)—(onl'so—Az)

Realizando las operaciones necesarias:

M(xa iUo) =
COS Qz(x _ $0) + % sin 0a (l‘ _ xo) i[(E_VO_UnFstF)%ianFSO_AZ)] sin Qx(x _ xo)
. 2 . .
oo ) s a) S 0e (7 = 00) €08 o — o) — 2 singu (w — o)

(3.66)

Utilizando la relacion de dispersion para llevarla a la misma forma de las expresiones del grafeno

y siliceno, tenemos que:

M(x,xy) =
€08 ¢z (x — @) + L sin g, (z — o) z’[(Efvofanrﬁgvop)r;]imrsof&)] sin ¢, (@ — o)
i Etomensolbonlso B | sin g, (v — o) 008 g — o) — L sin g, — o)

(3.67)

Donde podemos ver que la forma es idéntica a las anteriores y con un sélo juego en los valles,

podemos recuperar a los otros materiales.
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3.3. Estados acotados

Los estados acotados son aquellos donde la particula se encuentra confinada, por lo que hay una
probabilidad de 1 que se encuentre en esta region. Para encontrar una expresion para los estados
acotados, tomemos un potencial como el descrito en la Fig. 3.1 en cada uno de los materiales de
nuestro trabajo (grafeno, siliceno y TMD’s). En la figura podemos apreciar un potencial arbitrario
unidimensional V' (z) con un ancho D y un vector de onda ¢,, en las zonas de los extremos podemos
ver V1, Vo, k.1yk.o que son los potenciales y los vectores de onda respectivamente. Podemos observar
como llega una onda a la perturbacién generando estados acotados de huecos, ademads, en (a), se
presenta un estado de transmisién perfecta para huecos cuando T'(Ey, k) = 1. En (b) ese estado
se convierte en un estado acotado para huecos, podemos observar que si D aumenta, se atrapan

mas estados.

(a,) V(ZE), Qm(x)

V27 kIQ

~———D ——==  T(E, k,)=1

NN\

Hole state of perfect
transmission

(b) V(x), gz ()

|

Vi, kz1 \_/

Hole bound state

Figura 3.1: Potencial unidimensional V(x) en la regién D, acotada por los potenciales V; y Vj
constantes. g, (z) es el vector de onda en la perturbacién arbitraria y k.1 y k.o los vectores de onda
de las regiones de los extremos.
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3.3.1. Grafeno

Para este potencial, podemos escribir las soluciones en las diferentes regiones de la siguiente

manera;
.
1 ik 1 ik
A ‘ e* + B A e para 1 < xq,
hwp (kz1+iky) s hwp (kz1—iky)
1™ v 1™ W
F(x) = M (z,21)F (1), para o <z <my (3.68)
1 ik 1 ik
C _ et 4+ D A e~ "T  para T > Xo,
s hp (kzotiky) s hwp (kga—iky)
L 27T EV, 27T EW

donde 1 y x5 son las posiciones donde comienza la perturbacion, por lo que xo — 21 = D, $1 y S

son los signos en las dos regiones, sgn es la funcién signo:

E— 2
E— 2
b = \/( ﬁvFVQ) ~h (3.70)

s1 = sgn(E — V), (3.71)

sy = sgn(E — V). (3.72)

Aqui se considera que k, = g, es decir, que el momento se conserva la direccién en el eje y. Para
la continuidad de F'(z) en el punto x; y s, se obtienen un par de ecuaciones para los coeficientes
A, B, C y D. Para los estados acotados, se requiere que A = D = 0 para que sea de cuadrado
integrable. Para verificar la continuidad de la onda, se tienen que resolver las siguientes ecuaciones
simultaneas.

eiklxl e—iklwl

A | +sB | = Fla), (3.73)
1 thékj\—i/_'fky) ezklcm -5 hwg (gil‘;llky) efzklxl
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e’ikzxz 6*7;"32-/32
M(l’g—, $1+)F<£L‘1—|—) = C ) + D ) . (374)
hUF(k12+Zky) eik:zgxz —3 hUF(kIQ_Zky) e—ik’gxg
2T EW 2T FEW
Combinando estas 2 expresiones:
eiklxl e—iklxl
M(l‘g—,l’l—i—) A ) +B ) =
s fWF(kOC""ka) eik1x1 —3 h'UF(kzl_'ka) e*iklxl
1™/ FE—w; 1 E-V
eikgfl‘g e*ik2$2
¢ ( ) D ( )
hop (keo+iky) ikuoms o Twp(ke2—iky)  —ikoms
E-Vv, © 27 g, ¢

(3.75)

Si se cambian los argumentos por el ancho de la barrera por (x — x1) v (z — z2) y se sustituye

A =D =0y ademas se evalian en el empalme, se tiene que:

1 1
M(zs—, 21+)B —C . (3.76)
. h’UF(kl‘l —iky) S ﬁUF(k‘ZQ-‘rik:y)
1™ E-w 27TE-W,

Realizando la multiplicacién se obtiene la siguiente expresion:

hp(ky1—ik
My — M1281ngly) 1
( : =C ( .k (3.77)
h’UF k?z1—i]€ h'UF kz2+i]€
My — Mops1——5=5—* R R

Lo que nos lleva a resolver por el determinante con la siguiente expresion.

hp (kz1—iky)
M11 — M1231T1U 1
o i | =0 (3.78)
hp (ke —ik g (kyotik
My — Mo, Eivl Sy EiVQ -
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Al realizar las operaciones matematicas pertinentes, se obtiene la siguiente expresion para los

estados acotados:

Mllh’UF(k’xQ + Zk‘y)(E — ‘/1) — Mlghzl)%(k‘xl - Zk’y)(k’xg + Zky) (379)

+Moshvp(kyy — iky)(E — Vo) — Mo (E — Vi)(E — V) = 0. (3.80)

En el caso mostrado, en los cuales las regiones de los extremos son iguales V; = Vo = V y
kyy = ke = ks

hUF(E — V)[(MH -+ Mgg)kz -+ i(MH — Mgg)ky] — MlghQU%kz — Mgl(E — V)2 = 0, (381)

E-V
(MH + Mgg)kx + i(MH — Mzg)k'y — W(Mlg + M21) = 0. (382)

donde las M son los elementos de la matriz de transferencia.

3.3.2. Siliceno

En el caso del siliceno, para encontrar los estados acotados, tenemos que tener en cuenta el
cambio del espin, esto se debe a que el gap varia si el indice de valle y el espin son contrarios,
tomemos los potenciales mostrados en la Fig. 3.2. Se puede observar que cuando tenemos un cambio

en el espin el gap aumenta. Como en el caso del grafeno, para encontrar los estados acotados,

Kt Ky
i, - Y >

v T AL,

AL Z A :/ ,,,,,,,,, ATMUQ o, L4
VAVAV, A VAVAV,

Figura 3.2: Barrera de potencial electrostatica en el caso del siliceno para el valle K, V{ es el alto de
la barrera, E, es el band gap, k, es el vector de onda afuera de la barrera. En a) espin up y b) espin
down. Se puede apreciar la diferencia provocada por el band gap en las diferentes componentes de
espin.
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tenemos que:

1 1

A eilka1thyy1) 4 B e~ karthyy) — Pz, 4),
ﬁ’UF(k‘Il-i-niky) —h’UF(k‘z1—7]ik:y)
E-Vi—(onl'so—Ay) E-Vi—(onl'so—Az)
(3.83)
1 — 1 N
M(zy—, 214+)F(z1+) = C eilka2thyy2) 4 e~ ikazthyyz)
ith(kngrr]iky) *th(kx277]iky)
E—-Va2—(onl'so—Az) E-Va—(onT'so—Az)
(3.84)

De igual manera como en el caso del grafeno con A = D = 0 para que la funcién de onda sea de

cuadrado integrable.

1 1
M(zo—,21+)B =C : (3.85)
—hvp (ke1—nky) ihvp (ke tnky)
E—Vi—(onTso—A.) E-V;—(onl'so—A:)
—hwp (kg1 —niky)
My + My E—Vlf(an}so—yﬁz) — L (3.86)
—twp (ko1 —niky) g (kea+niky) ’ '
My + Moo Efvli(oansofyAz) EfVQFf(a;FSOEAZ)
—}LL’UF(k;vl_nik. )
My + My E,Vl,(gnpsofAz) 1 —0. (3.87)
(kz1+niky) T (ke2+niky)
(

My + M22E7rwp

—Vi—(onl'so—A:) E-Va—(onl'so—A:)

Resolviendo este determinante, nuestra expresion para estados acotados en siliceno es:

My hwp(ky + inky)(E — Vo — (onlso — A,)) — Myoh*v3 (ko + inky ) (ko — ink,)
+M22FL’UF(k’x1 — Z?’]ky)(E — Vé — (O‘?]FSO — Az)
—Mgl(E — ‘/1 — (O?]FSO — Az))(E — Vé — (U’I]FSO — Az)) = O

(3.88)



3.3. ESTADOS ACOTADOS 41

De igual manera como en el grafeno, tomando el caso donde V) = Vo =V y kyy = ko = ks

h’l}F(E — V — (O’??FSO — Az))[(MH + MQQ)kI + Z?](MH — Mgg)ky]

— My (Fwpk)? — My (E =V — (onTso — A.))* =0,

. E-V
(Mll + MQQ)kx + ZT](MH — Mgg)]{?y — W(M12 + M21) — (M12 — Mgl)(anrso — Az) =0.

(3.89)
Retomando la expresién del grafeno para fines comparativos:
. E-V,
(Mll + Mgg)kx =+ Z(Mll — MQQ)ky — hv <M12 =+ Mgl) = O (390)
F

Donde nos podemos percatar que de la expresion obtenida para el siliceno, es posible llegar a la del

grafeno, lo inico que debemos es hacer cero las cantidades que no estdn presentes en el grafeno.

3.3.3. TMDs

Para los estados acotados en los TMDs, aunque no son simétricos como en el caso del siliceno,
el valor del gap intrinseco es muy grande en comparacién a los otros pardametros que lo pueden
aumentar o disminuir, por lo que podemos tomar el potencial de la Figura 3.3. En este caso, de la
misma manera como en los casos anteriores, resolvamos las ecuaciones en la interfaz utilizando la

matriz de transferencia:

1 4 1 .
A el(kfx1+kyy1) + B efz(kx1+kyy1) _ F(l'1+)
)
Twp (ka1 +iky) —hvp (T]kg;1—iky)
E-Vi—onl'so—(onl'so—Az) E—-Vi—onlso—(onl'so—Az)
(3.91)
M(JZQ—, a:1+)F(x1+) =
1 . 1 .
C ez(k12+kyy2) + D e_l(kIQ“l‘kny).
thvp (nkzo+iky) —hp (nkze—iky)
E_VZ_UUFSO_(OWFSO_AZ) E—VQ—U??Fso—(O'nrso—Az)

(3.92)
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KT

A
£
Eg

/\ /\

Figura 3.3: Barrera de potencial electrostatico en MoSs para el valle K espin up (K 1). V; es la
altura de la barrera, F, es el band gap. A diferencia de los materiales anteriores, en este caso,
tenemos parabolas en vez de los conos.

Con A=D=0.
1 1
M(zy—,21+)B e | . (3.93)
—hvp (Nky1—ky) hwp (nkgo+iky)

E-Vi—onl'so—(onl'so—Az) E-Va—onl'so—(onl'so—Az)
—hvp (nke1—iky)

Mll + M12 E_VI_UT]FSO_(UT]FSO_Az) _ 1 (3 94)
—hvop (nkz1—iky) T (nkaoa+iky)

May + Mas E-Vi—onl'so—(onl'so—Az) E—-Va—onl'so—(onl'so—Az)
—hvp (nke1—iky)

Ml]_ + M]_2 E—VI_U"]FSO_(UUFSO—Az) 1 _ O (3 95>
—hwp (kg1 —iky) hwp (nkea+iky)

Ma1 + Mas E-Vi—onl'so—(onl'so—A:) E-Va—onlso—(onl'so—A:)
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Al resolver por determinante, tenemos nuestra expresion para estados acotados:

Miyhvp(nkes + Zky)(E —Vi—onl'so — (onl'so — A.))
—Myo(hvp)? (nke + iky)(Nkyo — iky)
+M22hUF(T]k’x1 — Zl{?y>(E — ‘/2 — O'T]FSO — (O'T]FSO — Az)>

—Moy (E = Vi —onl'so — (onl'so — AL))(E — Vo —onl'so — (onl'so — A,)) = 0.

(3.96)
Y en el caso particular de que V) = Vo =V y kyy = ko = ks
h’UF[E -V - U?]Fgo — (U?]FSO — Az)][(Mll + M22>77kz + i(Mll — Mgz)ky]
—Mlz(hUFk’)Q — Mgl(E — V — O'??FSO — (0'77FSO — Az>>2 = O,
(3.97)
, E—-V —onl’
(M + Mag)ky + in(Miy — Maa)k, — Fiom 10 (Mia + Ma)
onl'so — A,
- (M5 — M5) = 0.
hon (Mo 21)
(3.98)

Expresion que al compararla con las expresiones para el grafeno y el siliceno, es facil ver que se

pueden recuperar dichas expresiones a partir de esta misma.

3.4. Probabilidad de transmision

Para calcular la probabilidad de transmision, partimos de la definicién

rout

i

in
Jz

T = , (3.99)
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donde j™ es la densidad de corriente de probabilidad de entrada y j2“* es la densidad de corriente

de probabilidad de salida a la perturbacién, ambas en la direccién x. Por lo que tenemos que

encontrar las expresiones para la densidad de entrada y de salida. En general, tenemos que:

j = vpF*oF. (3.100)

En nuestro caso:

je = vrF o, F. (3.101)

3.4.1. Grafeno

En el caso del grafeno, para calcular la probabilidad de transmisién, tenemos lo siguiente.

1

F,,=A ethie, (3.102)
hop (kg1 +iky)
17 E_v;
i = A2 (1 5 rwp(kwliky)> 01 1 (3.103)
r — 1= g - ’ '
E-Vi 10 51 ﬁvp(écil‘j;lky)

| 5 hwp (ke +iky)
];n _ UFA2 <1 51 )‘wp(kxliky)) E-1 , (3104)
E-V; 1
o 251hv2FA2kx1
in _ | 3.105
a s (3.105)
1 .
Fou=C ek (3.106)
59 hwp (kz2+iky)
E-V;
x E-V; 10 5o hwp (ke2+iky)

E-V;
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hvp (k'zz -‘rik‘y)

you W —1q 52 -
Jot = vpC? (1 = F%ﬁ@ ky)‘) El " ; (3.108)
. 232711}2 02]{3 2
out F T
_ . 3.109
= (3.100)
Sustituyendo (3.105) y (3.109) en (3.99) la expresién resultante es:
SQk’xQ(E — Vi) C 2
T'= ————— | — 3.110
Slkazl (E — ‘/2) A ( )

Para encontrar una expresion para este material, primero encontremos una solucién para %.

Mll M12 1 1 A Ceik?D
' ’ = ' , (3.111)
Moy My, S1 Fop (ko tiky) giﬁlky) —3S1 fop (ka1 —iky) (gil‘;lmy) B C'ss fop(hay tiky) %ﬁ;:lky) etk2D

donde D es el ancho de la barrera; por lo que el problema a resolver se transforma en el siguiente

sistema de ecuaciones:

A(Myy + Myasy hwp (ke1 + iky) hwop(kp — Zky)) _ kD,

)+ B(Myy — Missy

E -V E -V
hvp (ke + ik hvp(ky — ik hvp (kg +iky) |
A(Mm + Mays, F<E _1 i y>) + B(M21 — Mays, F(E _1 i y)) = Csy F<E _2 v y)e kD),

(3.112)

Después de un tratamiento matematico, se tiene que:

251kkan [M11M22 - M12M21]
Mllsgk(kxg + Zky) — M128182]€y(k11 + kmz -+ Z(kwl — kxg)) — Mglkz + MQQSlk(kIQ — Zky)
(3.113)

c
A
Aqui podemos utilizar que el det [M(x,x¢)] = 1,

281k‘k‘$1

- My sok(kyo + iky) — MiosiSaky (ke + kao + i(key — ku2)) — Mork? + Mogsik(kpo — iky)
(3.114)

¢
A
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por lo que la expresion para la probabilidad de transmisién es:

. 4S2k2]€z1]€z2
— —51(E ) :
(£ —W)
| Mi182k(kpo + tky) — Mygsysoky(kyr + kyo + i(kp1 — ku2)) — Moy k? 4+ Magsik(kye — Z.ky>|2'

(3.115)

En el caso particular de que los potenciales en los extremos son iguales V) = Vo =V vy kyy = ko =

k.

482

T = .
|kw (M1 + Mao) + ik, (Myy — May) — k(M2 + ]\421)|2

(3.116)

Acomodando los elementos reales de los imaginarios de la matriz en nuestra expresiéon para la

transmision:

1
T = . 3.117
[3(Mi1 + Moo)]? + [55= (M — Mas)ky — 520 (| Mia| + [ M )2 (8:117)

3.4.2. Siliceno

En el caso del siliceno, para su probabilidad de transmisién

jout
T= (3.118)
jo = vrFToxF, (3.119)
in = A% 20zh (3.120)
Je T EE TV~ (onlso — A '
22 h
G = Chiry k (3.121)

E—‘/Q—(O'nrso—Az).
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Sustituyendo en la probabilidad de transmision:

2

o

932E

p - k2 BE=Vi= (onlso = A4.) O (3.122)
kwl E— ‘/2 - (UnFSO - Az) A
Para encontrar una expresién para la razén de C/A:
My, M, 1 1 A 1 Ceik2d
= (& N
hop (ke1+1iky) —hwp (ka1 —niky) hop (kea+niky)
My, My, E—VlF—(a;F:oEAZ) E—Vlf(anll“sg—yAz) B E—VQF—(J;FZOEAZ)
(3.123)

h’l)F(kml + UZ]C ) h’UF(kzl — nlk ) ;
Al My + M y B(M,-M y _ (eikad
( O 7y vy N § A TR E -V (onlso — A o

(3.124)

A (M21 M hop (ke + niky) hwp (kg1 — niky) ) _

E— Vi — (onso — Az>) B <M21 MR T (giTso — A
h/UF(kx2 + Ulky)
E — ‘/2 — (O’T}FSO — Az)
(3.125)

Ceikgd

Realizando el cociente de %.

T —
ARvE kel

|hvp[(Miiksoys + Masky172) + inky (Miyy — Magya)| — Mioh?v%(kyy — inky) (kso + inky) — Maiy17y2|?
(3.126)

En este caso 3 = E — V] — (onl'so — A,) y 72 = E — Vo — (on'so — A.). En el caso de que

4
T =

5
[Mll + MQQ] + ’l?’] [Mll — MQQ] :—z — Z—iM12 E_V_(‘Z;Fso—Az) _ éM21 E*V*(%’ZESO*AQ
(3.127)
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Separando la parte real e imaginaria de los elementos de la matriz en la expresion para probabilidad.

T =
1

2
[ﬁ(Mn + Mzz)] + [i <777fy(M11 — Mag) — E=V (| Mag| + | My |) — 22522 (

hvp hvp

Mio| — |M21|)>]2.
(3.128)

De igual manera como en el caso para los estados acotados, de la expresién encontrada para el

siliceno, se puede recuperar la expresién para el grafeno.

3.4.3. TMDs

Para la probabilidad de transmision en los TMDs. Tenemos que hacer los mismos calculos que
en los casos anteriores, lo que nos lleva a una expresion idéntica que para el siliceno, sdlo cambiando

lo que definimos como v, y 7s.

T —
ARPvEkz [l

|hvp[(Miikeoys + Maske17v2) + inky (Miiy — Masya)] — Mioh?v% (ke — inky) (ke + inky) — Maiy17y2|?

(3.129)

Enestecasoyy = E—Vi—onl'so—(onl'so —A,) y 72 = E—=Vo+onl'so — (onl'so — A, ). Podemos
ver que a partir de esta expresion podemos recuperar las expresiones tanto para el siliceno como
para el grafeno, por lo que podriamos decir que son casos particulares de esta misma, ademas se
puede observar que segiin el material que se quiera investigar, estos factores entran directamente
a la expresion en la parte que afectan. En el caso de que los potenciales de las zonas semi infinitas

sean iguales Vi, = Vo =V y kyy = ko = ks

4
T = 5
. k hopk? (E—=onl'so)—(onl'so—Az)
(Mg + Maz)n + i(Myy — Mzz)ﬁ ~ B(F—onTs0)— (o s0—A0)] Mo — ! SOhUFk: =0 Mo,

(3.130)
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Separando la parte real de la imaginaria.

T =
1

2
[ﬁ(Mn + Mzz)] + [% <777fy(M11 — Mag) — E=22150 (| M| + | My |) — FE50=5<(

hvp hvp

Mio| — |M21|)>]2.
(3.131)

3.5. Estados acotados en general

De acuerdo con lo visto en cada uno de los materiales bidimensionales, podemos escribir de

forma general la funcién de onda en las diferentes regiones de la siguiente manera:

1 ' 1 .
A 61]61(93*551) + B @*Zkl(xfxl), para x S xq,
Up— Up—
F@) =4 Me.z)F(). para @y Sa<a,  (3132)
1 . 1 ;
C etk2(@=e2) 1 D e" W) para x> 1y,
\ U+ Ug+

Es importante remarcar, que para cada material, tanto el vector de onda como los coeficientes del
espinor adoptar su forma particular. Para encontrar la expresién para estados acotados, debemos
hacer los coeficientes A = D = 0, esto con la finalidad de tener una funcién de onda de cuadrado
integrable. Al evaluar en las interfaces ©+ = x; y * = x5 e igualar las expresiones resultantes,

tenemos que:
1
BM =C , (3.133)

realizando las multiplicaciones con los elementos de la matriz de transferencia e igualando a cero

My + Mypu;— -1 B 0
- . (3.134)

Moy + Masui— —wuay C 0
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Para la solucién no trivial, resolvamos el siguiente determinante.

My + Mu; - —1
=0, (3.135)

Moy + Maguy—  —ugy

al resolver esta expresion por determinantes:

—M11u2+ — M12U1_U2+ + M21 + M22U1_ = O, (3136)

M11U2+ — M22u1_ + M12U1_U2+ - M21 = 0.

De esta expresion podemos llegar a cualquier material bidimensional, si queremos un caso parti-

cular, lo inico que debemos hacer es adaptar el coeficiente del espinor.

3.6. Probabilidad de transmisiéon en general

Para la probabilidad de transmision debemos calcular el cociente:

rout

Ja

yin
Jz

T —

(3.137)

)

donde j™ y jo son las probabilidades de densidades de corriente de las ondas de entrada en la
regién semi-infinita izquierda y de salida de la regiéon derecha semi-infinita respectivamente. Para

la probabilidad de densidad de corriente de entrada:

. T 01 1 , T
=t (1 () al 7| orAP@ + ).
1 O U1+

(3.138)
Realizando de manera similar para la probabilidad de densidad de salida:

2 = vr|C P (uzy + (o)), (3.139)
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Por lo que el cociente nos queda como:

2

T =

Uy + (uy)’ 'O (3.140)

Ury + (urg)? A

A

Para obtener el cociente %, debemos evaluar F(x) en las interfaces, es decir en x = 21 y = .

11 A 1
M =C . (3.141)

Uiy U B U
Lo que nos lleva a un sistema de dos ecuaciones.

(MH + M12U1+>A -+ (Mu + Mlgul_)B = C, (3142)

(M1 + Masuq ) A+ (Mo + Miguy—)B = us, C.

Resolviendo el sistema y despejando lo que es de nuestro interés, tenemos que:

c_ Uiy — - (3.143)
A Myugy — Mauy— + Migugyur— — Moy

Al sustituir en nuestra expresion para la probabilidad de transmision.

+ o 2
T Yt + (u2y) ‘ [ury —up| (3.144)
= : 5 .
urg + (u1s)" [ Myyugy — Mosuy— + Migugui— — M|
Si suponemos que las regiones semi-infinitas izquierda y derecha ug, = w1y = uy yus. =u;- = u_
son iguales, esta expresion toma la forma de:
2
Uy + (UJF)T ‘M11u+ — MQQ’LL, + M12’LL+U, — le‘z,
2
Jus = u-| (3.146)

pu— 2 .
|M11U+ — MQQU_ + M12U+U,_ — M21|

De esta expresion podemos llegar a cualquier material bidimensional, si queremos un caso parti-

cular, lo inico que debemos hacer es adaptar el coeficiente del espinor.



52 CAPITULO 3. RESULTADOS

3.7. Estados de transmision perfecta

En el proceso de transmisién tenemos una parte propagante y una parte discreta, en ambas
partes se tienen varios estados de gran interés como los estados de resonancia Fano [39,40], estados
cuasi ligados [41], estados de transmisién perfecta [8,42] que son los que a nosotros nos interesan.
Estos estados se distinguen porque tienen la particularidad de estar en la parte propagante y
tener una probabilidad de transmision perfecta, ademas, se ha demostrado que para materiales
convencionales al variar uno de sus parametros como puede ser el ancho o el alto de la barrera, estos
estados se vuelven estados acotados dentro de la perturbacién [8], en los materiales convencionales
que son los tridimensionales los cuales son estudiados con electrones tipo Schrodinger también se
ha demostrado su continuidad [42]. Nosotros estamos interesados en el estudio de estos estados
para materiales bidimensionales, en los casos de grafeno, siliceno y TMDs. Para el estudio de
estos estados de transmisién perfecta, utilizamos uno de los métodos matematicos por excelencia
utilizados para el estudio de excitaciones elementales que es el conocido como método de matriz
de transferencia. Existe una gran gama de matrices de transferencia para el estudio de dichas
excitaciones en materiales convencionales [9], sin embargo, ninguna de estas matrices es idéntica
a la que se utiliza en los materiales bidimensionales porque en los convencionales son electrones
masivos y en los bidimensionales son sin masa, la mas parecida es la matriz de transferencia de
coeficientes, sin embargo en este caso lo que se transfiere son las componentes del bi-espinor.

Retomemos la expresion del articulo [8] que es la Ec. (1.8) de dicho trabajo.

4k2
=1. 3.147
k2[ My + Mao]? + [k2 Mg — Moy]? ( )

Si se cambia alguno de los parametros, por ejemplo la profundidad del pozo, la E, cambiara,
decrecera, por lo que existe un valor para este parametro de tal manera que £, = V; y en este caso
k = 0 por estar en la interfaz del pozo de potencial. En este caso, el denominador de la expresion
anterior debe ser cero; comparando con la expresién para estados acotados del mismo articulo [8],
se puede ver que My, debe ser igual a cero, esta condicién es consistente con la aparicion de un

estado acotado. En el caso de los materiales bidimensionales es muy distinto debido a que estos
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estados no sélo aparecen en esa region, el vector transversal juega un papel importante en estos
materiales, ademds aparecen estados acotados sin importar si es una barrera o pozo, porque se

pueden estar confinando electrones o huecos.

3.7.1. Grafeno
Partiendo de nuestra expresion para estados acotados.
M11u2+ — M22U1, + M12U1,U2+ — M21 =0. (3148)

En el caso del grafeno los coeficientes son:

 hop(tk, + iky)

U T (3.149)
Tomando un sistema en el cual los potenciales de los extremos son iguales, es decir que:
U+ = U42 = U4 (3150)
hvp ) h*vF 2
F[(MH + MQQ)kI + Z(MH — Mgg)]{?y] — F(l{? )(Mlg + Mgl) =0. (3151)
Utilizando la relacién de dispersion para el grafeno.
E = thvp|k|, (3.152)
hv .
TF[(Mll + MQQ)]{II + /L(Mll — MQQ)k'y] — M12 — MQl = 0 (3153)
Haciendo uso de los elementos de la matriz de transferencia del grafeno.
Ky E-V, .
2k, hvp cos g, D + 2i—=hvp sinq, D — 2E1 sinq, D = 0, (3.154)
qz hUFq:z:
k2 E—-—VWE
k,cosq,D +i |2 sing, D — ( 0) sing,D| = 0. (3.155)

0o h2v3.q,
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Simplificando con la relacién de dispersion del grafeno:
kyqz cos q.D + i [k; — kq} sin ¢, D = 0. (3.156)

Para tener estados acotados, debemos exigir que el vector de onda k, sea imaginario, por lo que

hagamos k, — ik,.
Koz €Ot @D + k2 — kq = 0. (3.157)

En el caso del vector de onda ¢,, este puede ser o real o imaginario puro, en el caso de que sea

imaginario puro, hacemos q, — ta,.
Kyl coth a, D + k; — kg =0. (3.158)
Por lo que los estados acotados estaran dados por dos regiones.

Koz €Ot @uD + kI — kq =0 (E —Vp)? > (hopk,)?, (3.159)

Kol cOth g D + k2 — kg = 0 (E —Vp)? < (hopk,)?. (3.160)

Para analizar la relacién que existe entre los estados acotados y los de transmision perfecta, reali-
zamos un programa numérico que varia el ancho de la barrera para calcular tanto la transmisién
como los estados acotados. En este caso usamos un tamano de celda de la misma dimensién que
la distancia inter atémica en el grafeno a = 0.142 nm, un vector transversal de k, = 0.05 ™! y un
potencial de V, = 0.1 eV. Para ver cudles de los estados propagantes se han convertido en estos
acotados, tomemos nuestra expresiéon para la probabilidad de transmisién (3.146) y utilicemos los

coeficientes del grafeno (3.149), eso nos lleva a la siguiente expresion.

4k?2
T , : _ - (3.161)
|(Mi1 + Maz)ky +i(Miy — Mao)ky — 77=(Mia + M)
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Tomando los elementos de la matriz de transferencia del grafeno y sustituyéndolos:

|2k, cos q. D + 2ik [q—i‘ - g};‘;ﬁ] sin ¢, D|?
1
T cos? qzD + k?:q% [kk2 — kq] sin ¢, D’
1
T 11— sin? quD + kg,lqg [kk2 — kq] sin® ¢, D’
1

T = - —
1+%(ﬂ:|k‘| — +|q|)?sin” ¢. D

(3.162)

Si realizamos un programa numérico para graficar nuestra expresion para la probabilidad de trans-

mision variando el ancho de barrera. En la Figura (3.4) podemos ver la transmisién contra la

c 1 l 1
s T 1T T—A f
g " 5 Fo Ey I Eu E
gos— 0.51
5
~ | (@)D =50 (b) D = 80a
o5 0o % s
c 1 ' 1
S AN
2 | E;y o
§, 0.5 0.5}
C
E ' (c) D = 110a [ (d) D = 1408
L | L L | L
07 0.5 o %3 0.5 0
Energy (eV) Energy (eV)

Figura 3.4: Gréficas para la expresion (3.162) con k, = 0.05 a™', V5 = 0.1 eV, a = 0.142 nm; en las
graficas los anchos de la barrera son en a) 50 a, en b) 75 a, en ¢) 100 a y en d) 140 a. Los estados
de transmision perfecta son los marcados por Fy,.

energia, en cada uno de los incisos se varia el ancho de la barrera y se puede observar la evolucién

de los estados de transmisién perfecta, la expresion que se gréfica es la (3.162), podemos ver que
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D = 110a D =
| |

L g ! I ! I ! I I 3 | !
0.2 01 O 0.1 0.2 0.2 -01 O 01 0.2
Energy (eV) Energy (eV)

Figura 3.5: Graficas de las expresiones trascendentes (3.159) y (3.160). Tenemos k, = 0.05a™ ", Vj =
0.1 eV,a = 0.142 nm; en a) tenemos un ancho de barrera de 50 a, en b) un ancho de barrera de
75 a , en ¢) un ancho de 100 a. y en d) un ancho de 140 a. La interseccién con la linea horizontal
determina la energia del estado acotado.

entre mas ancha es la barrera, se atrapan mas estados, volviendose estados acotados. En la Figura
(3.5) podemos ver las dos regiones de la funcién trascendente contra la energia. Los circulos repre-
sentan el cruce de la funcion con el cero. Por nuestro analisis es un estado acotado, estas Figuras
son dentro de la barrera de potencial. Se puede observar que entre mas grande sea el ancho de la
barrera, mas estados se confinan. En la Figura (3.6) se puede observar graficamente la continuidad
entre los estados de transmision perfecta y los acotados. En este caso, ademas, se varia el vector de
onda transversal. Se puede observar que entre mayor es el vector de onda, menor es la energia a la
que se confinan loes estados de transmisién perfecta. En la Fig. 3.6 podemos ver como los estados
de transmisién perfecta se vuelven en los estados acotados, por lo que no cualquier estado en el
propagante se vuelve un estado acotado, sélo aquellos que cumplen la condicion de ser estados de

transmision perfecta en la parte propagante.
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senes? :-.:-:-:;:..t:r -0-4.
. —Ey
E —E, | 06
§ ) _Et3 0.8}
o
Lﬁ -
" ky = 0.05a7(a) 1.0 k, =0.1a""(b)
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L) LX)
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"Ll

Energy (eV)

" k,=015a"*(c)| 1.2 k,=0.2a7'(d)
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D (a) D (a)

Figura 3.6: Energia contra el ancho de barrera para 3 estados, por debajo de la linea a trazos son
estados de transmision perfecta, por arriba son estados acotados. Los parametros son los mismos
de la Fig. 3.4, en este caso se varia el valor de k,.

3.7.2. Siliceno

De igual manera como lo hicimos en el grafeno, partiremos de nuestra expresion general para
los estados acotados 3.137, utilizaremos los coeficientes como estan escritos en la expresién para
el siliceno 3.54, de la misma manera como en el caso del grafeno, tomemos el caso particular en el

cual los medios semi-infinitos tienen el mismo potencial y dentro de la perturbacién V(z) = V5.

Myhp (ke + nik,)(E — Vo — (onlso — A.)) — Myh*vi(k, — nik,) (k. + nik,) (3.163)
+Mashvp(ky — niky)(E — Vo — (on'so — Ay))

—M21<E — ‘/0 — (O’?]FSO — Az))(E — VE) — (0'77F50 — Az)) = 0
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Utilizando los elementos de la matriz de transferencia en el siliceno Ec. 3.59.

E(E — ‘/0) — (O’?]FSO — AZ)2

2,2
v,

kaQy cOb qu D — i | K] + = 0. (3.164)

Para ver los estados acotados, tenemos que exigir que el vector de onda k, sea imaginario puro,
asi que k, — 1k,.

E(E —Vy) — (onl'so — A;)?

2,,2
vz,

= 0. (3.165)

Ke(Qqz cot q. D — k; -
En el caso del vector de onda ¢, tenemos dos posibilidades, que sea real o imaginario puro, en el
caso de que sea imaginario q, — Q.

E(E — %) — (UT]FSO — Az)2
h?v%

= 0. (3.166)

K30l COt (i D — k‘; —

En el caso del siliceno las regiones para los estados acotados serian:

E(E —Vy) — (onl'so — A;)?

2,,2
v,

ReQy cot QzD - kz - = 07 (E - ‘/0)2 > (UTIPSO - Az)2 + (hUFky)2a

(3.167)

E(E —Vy) — (onl'so — A;)?

2,,2
v,

= 0, (E — %)2 < (O’nrso — Az>2 + (hUF]{Zy)z.

KypOy COt iy D — k; -

(3.168)

En el caso de la probabilidad de transmisién para el siliceno, retomamos nuestra expresion general

(3.99), tomando en cuenta que los coeficientes para el siliceno estan dados por la ecuacion (3.54).

T =
Qfl’l)sz 2
E—Vp—(onlso—Ay)
h21)2 . v E—-Vy—(onI’ —Az 27
[E—Vo—(UWFFso—Az)]2 [MH T MQQ]kx - Zn[MH o MZQ]ky — k2Ms E—Vo—(gﬂlliso—ﬁz) o ) (ﬁZFSO )M21

(3.169)
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T 4
— .
[Mll + MQQ] + [Mll - MQQ] ]]i—z - ]I:—iMlg E—Vo—(Zf]Iliso—Az) — ile E_VO_(;ZESO_AZ)
(3.170)
Utilizando la matriz de transferencia del siliceno 3.59.
T =
4
) k3 _ —\o — Lz - —\0 —Lz — g Ay : 2
2 cos gD + z[Qﬁ . k;z; E_VO_(?]?SO_AZ) E-Vo (h:)?ll;so A.)  [E=Vo—(onlso gvgzkx\/{ﬁ( nCso—A )]] sing, D
(3.171

B 1
B D+ k3 k2 (E=V0)2=(onl'so—Az2)% | D 27

cos gz +1 e Yen 702 rnds Sin g,
B 1
= - ’

cos? ¢, D + @ [kg _ % _ (E*Vo)zfzggzgsofAz)Q} sin? g, D
B 1
— 5 :

1 —sin?q,D + @ [kg - 7<32_2 _ (E_VO)Lg%ZZgSO_AZ)Q] sin? ¢, D

T_ 1
R L A e
(3.167)

En esta expresién podemos ver que si despreciamos las cantidades que no entran en el grafeno,
recuperamos su expresion, por lo que podemos decir que el grafeno es un caso particular del siliceno.
Para observar si los estados de transmision perfecta son los que se vuelven estados acotados como
en el caso del grafeno, realizamos un programa numeérico para seguir algunos de estos estados en
el continuo hasta dentro de la perturbacion, en este caso se tomé un a = 20 nm como referencia

para los anchos. Una energia de referencia Fy = 18.1 meV, un potencial de la misma magnitud
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de la energia de referencia (V5), un vector de onda vertical k, = 0.2 a, el efecto spin 6rbita de
I'so = 3.9 meV, una diferencia de energia entre las sub-redes de A, = 1.9 meV y las componentes
tanto del spin como el valle up n = 1,0 = 1, con lo que obtenemos la siguiente grafica.

En la Fig. 3.7 podemos observar que la tendencia en el siliceno se mantiene como en el grafeno,

ap=20nm
Vo = 10 melV
n-Kl

Fgo =39meV
0 iy A, = 19meV

o by b)

o by

Energy (meV)

060 80 100 120

Figura 3.7: Energia contra el ancho de barrera para 3 estados, por debajo de la linea a trazos son
estados de transmisién perfecta, por arriba son estados acotados. Los parametros utilizados son:
a=20nm, Fy = 18.1 meV,Vy =10 meV,k, = 0.2 a,I'sp = 3.9 meV, A, = 1.9 meV. En la Figura
tenemos el valle K, en a) tenemos espin up y en b) tenemos espin down.

lo inico que cambia son los rangos de energia. En esta figura podemos ver la continuidad entre los
estados de transmision perfecta y los acotados. Se puede observar que con espin down, se confinan

primero los estados, no es necesario que el ancho sea tan grande.

3.7.3. TMD’s

De la misma manera que en los materiales anteriores, retomemos la ecuacién general para los

estados acotados (3.137) tomando en cuenta que las soluciones linealmente independientes son
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distintas, por lo que los coeficientes estan dados por la expresion (3.64).

hUF
(B —onl'so) — (onl'so — Az)
FLUF
My + Map)nk, +i(Myy — M)k, — K M| — Mgy = 0.
{( 11 + Mag)nk, + i(Miy 22)ky (E — onls0) — (01Ts0 — A) 12} 21
(3.166)
Ahora tomamos la matriz de transferencia para los dicalcogenuros 3.67.
kQ hUF (E — Jnrgo) - (O’nFSO - A )
2nk, cos ¢z D +1i |2n—< — Z}sin D
" : { an (B —onlso) — (onl'so — A.) nhvrg, E
E —onl'so) — I'so — A)|[(E —Vy — onl I'so — A, )
y {[( onl'so) — (onl'so )11[2(1}2(] 0 —onl'so) + (onl'so )]} Sing,D = 0,
Yz
E—onl E—Vy—onl'so) — Fso — A,)?
koo c0t D + i {ki—( 71L& = Vo = onls0) = (onl's0 = 2.) } —0.
h?v%
(3.164)

De la misma manera que en los materiales anteriores, para poder tener estados acotados, debemos
exigirle al vector de onda k, que sea imaginario puro, por lo que hacemos un cambio de variable
de tal manera que k, — ik,.

(E—onl'so)(E — Vo —onl'so) — (onl'so — A,)?
h?v%

Ke(s cOt gz D + k,‘; — = 0. (3.165)

Y para encontrar las dos regiones para los estados acotados, el vector ¢, puede ser real o imaginario

puro q, — Q.

(E—onlso)(E — Vo —onlso) — (onl'so — A,)?
h?v%
(E—Vo—onlso)? > (onlso — A.)? + BPopk?,
E — onlso)(E — Vo — oil's0) — (01T's0 — AL)?
( onl'so)( 0 h;UZ so) — (onT'so ) _o, (3.166)
2

(E—Vo—onl'so)? < (onL'so — A.)* + Bopk?. (3.167)

Kz Ot gz D + k; — =0, (3.166)

K0 coth o, D + kz -

Para la probabilidad de transmisién recuperamos nuestra expresion general (3.146) con los coefi-
cientes pertinentes para los dicalcogenuros (3.64). Al realizar las operaciones necesarias, podemos
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llegar a nuestra expresién para la transmision.

1
T =

1
= E r E—V, r r A)?2 E r E—V, T r A)2 (3:167)
14 1‘21{12 {kﬁ—( —onl'sQ)(E— u;;;ﬂgok(an 0=Az) +k.1:q.7:} {ki_( —onl'so)(E— o;;ﬂv‘%ok(on 0=Az) —kmqm] sin2 g, D
. E—onl’ E-Vo—onl'so)—(onl'so—Az)?

En este caso, podemos definir como 3, = k] — (E=onlso)( OnhfngSO) (onls0=B2)" _ g, v B =
k2 — (E—onl'so)(E—Vo—onl'so)—(onl'so—A:)? + kuq

2,2

Y nh2vy, T4z
1

T = - 3.167
T5 i’ 4D (3167

Para analizar las expresiones para estados acotados y probabilidad de transmision, se realizé un
programa numérico para ver si sigue la tendencia de que s6lo algunos de los estados propagantes se
pueden convertir en discretos, que de hecho, son los llamados estados de transmision perfecta, en
este caso se tomaron diferentes pardmetros debido al cambio en el rango energético del material,

los cuales fueron; Vo =1¢eV,k, =0.2 a7, Tso = 3.75 x 1072 eV, A, = 0.83 V. Podemos ver que

-600F " ®
___-800 b) _w "
> & L]
w L J
= -900 - pm- %~ — - e 2o _ T Nl
; -900 = 281nm
o Vo=1eV
Q n-KlI
UC_I_1 200 -1200F 5o = 3.75X1072 eV

A, =083eV

40 44 48 52
D (a)

Figura 3.8: Energia contra el ancho de barrera para 3 estados, por debajo de la linea a trazos son
estados de transmisién perfecta, por arriba son estados acotados. Los parametros utilizados son:
a=281nm 'Vy=1eV,k,=02a ', Tgo=375x10"2eV,A, =0.83 V.

en la Fig. 3.8, se mantiene lo que habiamos visto en los materiales anteriores. Los estados que se



3.8. TRANSMITANCIA Y SEMITRAZA DE LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA 63

vuelven estados acotados, son los estados de transmision perfecta. Podemos observar que como en

el caso del siliceno, con el espin down se confinan los estados antes que con el espin up.

3.8. Transmitancia y semitraza de la matriz de transferen-
cia

En el caso de los materiales bidimensionales, también podemos encontrar una relaciéon entre la

probabilidad de transmision y la semitraza de su matriz de transferencia.

3.8.1. Grafeno
La ecuacién de Sturm-Liouville para electrones tipo Dirac, se puede escribir como:

dF (x)
dx

P(x) + Y(x)] + W(x)F(z) = 0. (3.168)

En el caso del grafeno los coeficientes estan dados por:

B(z) = 0. (3.169)
01

P(z)+Y(z) = ilwp . (3.170)
10

E—-V(x) ihvpk
W(z) = (@) S (3.171)
—thvpk, E —V(x)

Las soluciones de un problema unidimensional de eigenvalores, se transfieren a lo que llamamos
la matriz de transferencia, que bajo este contexto, transfiere las componentes Fyy v Fp del bi

espinor de la funcién de onda; por lo que las columnas de la matriz de transferencia constituyen

las soluciones linealmente independientes de los eigenvalores del problema, a saber:

0 hv d | M E—-V(x thvpk M
F d_ 11 + ( ) Fhy 11 _ 0 (3172)
x

ihUF 0 M21 —ihUFky E— V(CC) Mgl
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Lo que nos lleva a 2 ecuaciones por cada columna tomada de la matriz de transferencia, es decir:

M21

ihUF —+ (E — V(%))Mﬂ + ’ihUFkyMgl = 0, (3173)

L dMy :

ZhUF —+ (E — V(%))Mgl + ZhUFk'yMll = 0, (3174)

. Mo .

ihvp o + (E — V(x)) Mg + ihvpk, M = 0, (3.175)
M

ihvp——2 + (E — V() My + ihvpk, Myy = 0. (3.176)

Tomando la segunda y la tercer expresion para armar la traza de la matriz de transferencia:

d E—-V(x
_[Mll + MQQ] = (M11 — Mgg)k’y + Z—()(M12 + le). (3177)
dx hvp
En el caso del grafeno:
E—V(z)
_ ' 3.178
silel = = (3178)

Por lo que nuestra expresion se puede escribir como:

d .
%[MH + MQQ] = (MH — Mgg)ky -+ Z’q|(M12 + le). (3179)

Ahora dividimos nuestra expresion por 2¢, vy lo multiplicamos por la unidad imaginaria.

i d 1“11 + MQQ 1 -ky |q’
qz dx 2 2 qu ( H 22) o qz ( 2 21) ( )

Definiendo una funcién con la semitraza de la matriz de transferencia.
1
f(x) = §(M11 + Mys). (3.181)

Retomando la probabilidad de transmisién en el caso del grafeno

4k
T = ‘ z . . (3.182)
|(My1 + Mao)ky + i(Myy — Mao)ky — %(MIZ + My)|
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Facrorizando el 4k? Tenemos:

1
T = . (3.183)

%(Mn + My) + % i%(Mn — M) — 82%(]\412 + Mmﬂ

Comparandola con (3.181), podemos escribir la probabilidad de transmisién como:

1
T = . (3.184)

2
2 1| df(z)
@) + gt | %2

Debemos tener en cuenta, que la ecuacion se tiene que evaluar en el extremo derecho de la pertur-

bacién, con lo cual:

Q= ka, (3.185)
S1 — S92, (3186)
lg| — |&|. (3.187)

3.8.2. Siliceno

En el caso del siliceno los coeficientes estan dados por:

B(z) = 0. (3.188)
0 1
Y(z)+P(z) = —ihvp : (3.189)
10
E—V(z)+onlso — A, ihornk
W(z) = (z) +onl'so i . (3.190)

—thvpnk, E—-V(z)— (onl'so — A,).
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Lo que nos llevara a las siguientes 4 expresiones:

—ihUF%Mgl +[E=V(x)+ (onT'so — A,)| My + ithvpnk,Ms = 0, (3.191)
—ith%Mn +[E =V (x) — (onl'so — A,)| My — ithvpnk, My, = 0, (3.192)
—vad%Mm +[E = V(@) + (0mTs0 — D) Mys + ihwgnky Mas — 0, (3.193)
—ith%Mlg +[E =V (x) = (onl'so — A,)|May — thvpnk, Mz = 0. (3.194)

De la misma manera como en el grafeno, tomamos las 2 expresiones que nos forman la traza de la
matriz de transferencia.
d
_d_q,‘[MH + MQQ] = n(Mll — Mgg)ky (3195)
i

“Hon (B = V(@) + (onTs0 = A:)) Moy + (B = V(z) = (o150 = A2)) Mo

Analogamente como en el caso del grafeno, multiplicamos por la unidad imaginaria y dividimos

entre 2q,.
1 d M11 —+ M22 - n ky
4. dz { 2 ] - ZQ[MH M) 0 (3.195)
1
_2hqu [(E -V (z))+ (enT'so — AL)|Ms + [E — V(z) — (6nl'so — A,)| Ms1].

Multiplicando el segundo término del lado derecho de la igualdad por su conjugado y usando la

relacién de dispersion del siliceno.

1 d M11+M22 .n ky |q[2 hUF
T TN — M| — M 3.195
qxd:v[ 2 ] i5Mn 22]% 2 (B —V(z)) — (0ls0 — A,) " 12 (3.195)
L (E=V(@)~(onlso=A)
- 21-
2(]:1? hUF

Llevando la expresion de la probabilidad de transmisién a la misma forma como en el grafeno:

1
T = .

1 i1 _ ky _ k2 I _ 1 E-(onl'so=Az)
5[Ma1 + Mao] + 02 [Myy — Mo T 2k E—(onFso—Az)Mm T Fom My,

(3.194)
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En la interfaz entre los medios semi infinitos y la perturbacién.

ky = qu, (3.195)

k| = |ql. (3.196)

Retomando la ecuacién que propusimos para la semisuma de la traza Ec. (3.181).

T ! | (3.197)

2
2 _1 | df(®)
F2(2) + 2 [ da ]

3.8.3. TMDs

En el caso de los TMDs, tomando los coeficientes de Sturm-Liouville, tenemos las siguientes 4

expresiones.
—vand‘;\é” +[(E - V() — A)My, + ihvpk, My =0, (3.198)
—van% +[(F = V(2) — onTs0) — (onTs0 — ALY Mar — ifivogky, Myy =0, (3.199)
—vandi\é” +[(E = V(z)) — A]Myy + ilwpk, My = 0, (3.200)
—ihvpn% +[(E—=V(z) —onlso) — (enl'so — A,)|May — ithvpk, My = 0. (3.201)

Realizando transformaciones como en los casos anteriores, podemos escribir las expresiones que

forman la traza, de la siguiente manera.

i d | My + My ) nk,
= TR — My — M
qx dx |: 2 :| Z[ 1 22] QQ:U
k|? hv
_77| | F Mo + L[(E —V(z) —onl'so) — (onl'so — A.)|Ma;.

2q, (E—=V(x)—o0onlso)— (onl'so — A,) 2q,hor

(3.200)
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Llevando la expresién para la transmitancia a la misma forma:

T 1
= 5 -
. k hv k|2 E—onl'so)—(onl'so—A,
%[MH + M| +i[ My — MQ?ET:Z B (E_UUFSO)_{UWFSO_AZ) mkz‘ My — - Sgi)ivp(k: = )an

(3.200)

De la misma manera como en los casos anteriores, en la interfaz:

ky = qu, (3.201)

k| — |q|. (3.202)

Podemos escribir la probabilidad de transmisién de la misma manera que en los casos anteriores:

1
T = . (3.203)

2
1| df(=@)
f2<$> + 2(x) |: dr ]

qz

Por lo que podemos ver que las expresiones que se derivan para la traza, son de caracter universal
como sucede en el articulo titulado Transfer matrix in one dimensional problems reportado por los

el Dr. M. E. Mora y R. Pérez en 1985 [43], ain cuando en ese articulo es para sistemas periédicos.



Capitulo 4

Conclusiones

Aplicamos el método de matriz de tranferencia en materiales bidimensionales para una barrera

de potencial, adaptamos la ecuaciéon de Sturm-Liouville para los hamiltonianos tipo Dirac.

= Encontramos expresiones para una matriz de transferencia del bi espinor para el grafeno, el
siliceno y los TMDs. Dichas expresiones mateméaticas son inicas ya que no tienen equivalente
en el caso de las matrices de transferencia defindas para el caso de problemas de Schrodinger,
estas expresiones podran ser utilizadas para cualquier investigacion futura en la cual se

puedan aprovechar las caracteristicas de dichas matrices.

» Utilizamos las matrices de transferencia para encontrar en cada uno de los casos mencionados
anteriormente, expresiones para los estados acotados y la probabilidad de transmision en el

caso del grafeno, siliceno y el disulfuro de molibdeno.

= Encontramos expresiones generales para los estados acotados y la probabilidad de transmisién

para cualquier material bidimensional que tenga un hamiltoniano matematicamente similar.

= Utilizamos las expresiones de los estados acotados y la probabilidad de transmision para
definir los estados de transmision perfecta y demostrar tanto analitica como numéricamente

la continuidad entre estos estados y los estados acotados.
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Trabajo a futuro

El método como tal desarrollado en la tesis para los hamiltonianos de primer orden, se puede
adaptar para el borofeno y los TMDs con estructura de bandas inclinada o 1T’-TMDs. Debido a
que tienen hamiltonianos similares a los estudiados en este trabajo. Asimismo, se puede aplicar
el formalismo de Sturm-Liouville y la matriz de transferencia a hamiltonianos de segundo orden
como el fosforeno y la bicapa de grafeno.

Por ejemplo, el hamiltoniano a bajas energias del borofeno se puede escribir como [44]:
H = Ve TaPe + VyTyPy + Ut[px7 (41>

donde 7, y 7, son las matrices de Pauli, I es la matriz unitaria de 2 x 2. El hamiltoniano describe
un cono anisotrépico de Dirac en 2D que se describe con 3 constantes v,, v, y v; que son las
velocidades en las direcciones x, y y la inclinacién en la direccién z respectivamente [44]. En el

caso de la bicapa de grafeno, el hamiltoniano a bajas energias esta descrito por [45]:
H=-—— - +V(2), (4.2)

donde ¢, y g, son los vectores de onda en las direcciones x y y respectivamente, m es la masa
efectiva y V' (x) representa el potencial electrostédtico. Para este hamiltoniano, en principio se podria
aprovechar toda la gama de matrices de transferencia que se definen en sistemas 1D basados a

semiconductores.



Productos académicos

A continuacion se muestra una lista con las publicaciones que surgieron del trabajo de la

presente tesis.

= M. Ibarra-Reyes, R. Pérez-Alvarez & 1. Rodriguez-Vargas, Transfer matrix in 1D Dirac-like
problems, J. Phys: Condens. Matter 35, 395301 (2023).

= Presentacion de un trabajo titulado Continuidad entre estados de transmision perfecta y
estados acotados en grafeno, presentado en el taller de Fisica de la Materia Condensada y

Molecular en el ano 2023.

» Un articulo casi terminado con los resultados del siliceno y los TMD'’s.
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Abstract
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The transfer matrix method is considered to obtain the fundamental properties of 1D Dirac-like
problems. The case of 1D problems in monolayer graphene is addressed. The main
characteristics of the transfer matrix are analyzed, contrasting them with the ones corresponding
to 1D Schrodinger-like problems. Analytic expressions for the transmission coefficient and
bound states are obtained. The continuity between bound states and states of perfect
transmission is demonstrated in general, and in particular showed for the case of single
electrostatic barriers. These findings in principle can be extended to 2D materials with
Hamiltonian similar to monolayer graphene such as silicene and transition metal

dichalcogenides.

Keywords: transfer matrix, 1D Dirac-like problems, bound states, states of perfect transmission

(Some figures may appear in colour only in the online journal)

1. Introduction

One dimensional systems are quite relevant from both the fun-
damental and technological standpoint. The properties of these
systems for different elemental excitations can be obtained
through the so-called transfer matrix method. There are sev-
eral treatises documenting the transfer matrix method for dif-
ferent elemental excitations [1-7]. For instance, Griffiths and
Steinke [1] used the transfer matrix to study matter, mechan-
ical and electromagnetic waves in locally periodic media. The
transfer matrix used in this treatise was the so-called trans-
fer matrix of coefficients, which relates the coefficients of the
waves in a region of the periodic media with the coefficients of
the waves in other region of the periodic media. This matrix in
conjunction with the Bloch’s theorem allows to obtain import-
ant physical quantities such as the transmission coefficient and
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bound states. In the same fashion Yeh [2] used the transfer
matrix of coefficients to study the propagation of optical waves
in layered media. Pereyra ef al [3, 4] also used the transfer
matrix to develop a theory for finite periodic systems obtain-
ing important physical properties. In this treatise the authors
deal with matter waves, specifically Schrodinger electrons,
and a transfer matrix that transfers the wave function from one
point of the system to another. In addition, the finiteness and
periodicity are fully incorporated in the theory without any
need for Bloch functions and reciprocal space. Markos and
Soukoulis [5] also implemented the transfer matrix to study
Schrodinger electrons in ordered and disordered systems, and
the propagation of electromagnetic waves in photonic crystals
and left-handed materials. In recent times, the transfer matrix
has been used to analyze bound states for Schrodinger elec-
trons in squeezing potentials [6]. In particular, it was found
non-trivial bound states for derivative Dirac’s delta function
potentials. A more robust treatise of the transfer matrix method
was developed by Pérez-Alvarez and Garcia-Moliner [7]. With

© 2023 IOP Publishing Ltd
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