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PRESENTACION

Este segundo volumen de Investigacion e Innovacion en Matematica Educativa (IIME)
incluye la primera parte de los trabajos presentados en la XIX Escuela de Invierno en
Matematica Educativa. Los trabajos son: Grupos de Discusion, Experiencias Didacticas,
Laboratorios y Avances de Investigacion. La segunda parte de los trabajos se presentara
como un numero especial del volumen 3 de IIME.

Las responsables de este volumen agradecen a las siguientes comisiones del Comité
Organizador de la XIX EIME su trabajo y el acceso a la informacién a fin de que dichos
trabajos pudieran ser reunidos en este volumen.

Grupos de discusion: Jos¢ Armando Albert Huerta y Ruth Rodriguez Gallegos
Experiencias Didacticas y Avances de Investigacion: Carolina Carrillo Garcia, José
Ivan Lopez Flores y Blanca R. Ruiz Hernandez

Laboratorios: Evelia Reséndiz Balderas.
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PROPUESTA DE ACTIVIDADES PARA UN ACERCAMIENTO A LA DERIVADA DESDE LAS

GRAFICAS PARA ESTUDIANTES DE BACHILLERATO

Eduardo Carlos Bricefio Solis
Universidad Autonoma de Zacatecas, ecbs74@gmail.com

Maria Esther Magali Méndez Guevara
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Julissa Rodriguez Garcia
Universidad Autonoma de Guerrero, julissa.rgl7@gmail.com

Resumen

Este trabajo muestra los avances de un estudio sobre el desarrollo del usos de las graficas para construir nociones
de funcién polindomica y su derivada por estudiantes de bachillerato. La propuestas es desarrollar un taller bajo la
categoria graficacién-modelacion, sustentado en la teoria socioepistemolédgica, donde el desarrollo de usos de
graficas es parte importante de la misma. Compartimos una exploracion con una estudiante de nivel medio
superior, misma que nos permitié verificar si las actividades funcionan de acuerdo a nuestros objetivos o si
necesitan ser rediseiiadas. El objetivo es que el estudiante pueda graficar una funcion polindémica y su derivada
sin tabular al identificar sus caracteristicas por medio de la grafica (los parametros que influyen en su forma y
posicion en el plano).

Palabras clave: Modelacion-Graficacion, Variacion, funcion polinémica.

1. INTRODUCCION

Las investigaciones en torno a la derivada reportan que existen dificultades en los estudiantes
respecto a este concepto en su trayectoria en la matematica escolar del bachillerato, por ejemplo, en su
interpretacion grafica para su comprension en la construccion de significados (Robles, Del Castillo y
Font, 2012; Ortega y Pecharroman, 2010; Sanchez-Matamoros y Salvador-Llinares, 2008). Sin
embargo, se ha contribuido a esta problematica desde diferentes miradas, por ejemplo, desde las
representaciones ontosémioticas o el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional (Robles, Del
Castillo y Font, 2012; Cantoral, Molina y Sanchez, 2005) por mencionar algunas contribuyendo en esta
linea de investigacioén de contribuir a dicha problematica. Por otra parte, se encuentran investigaciones
en matematica educativa que estas problematicas se debe a la ausencia de generar en el estudiante
argumentos variacionales para la comprension del concepto de derivada (Dolores, 2000). Por otra parte,

Bricefio, Ramos y Zaldivar (2015) desarrollan una investigacion donde ponen en juego la importancia
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de desarrollar estrategias variacionales con el uso de tecnologia, donde el argumento de qué y como
cambia un fendmeno fisico, permite el desarrollo del pensamiento variacional. Coincidimos con estas
investigaciones principalmente en que la problematica de la ausencia de argumentos variacionales es a
cauda de la predominante de tratamiento de la derivada en la matematica escolar, mediante
procedimientos algoritmicos para su calculo o la definicion matematica tradicionalmente analitica
donde la grifica no juega un rol importante, obstaculizando otros significados que pueden
desarrollarse. Mencionamos a la grafica ya que estos autores resaltan su importancia, sin embargo, la
manera de como la desarrollan y analizan es distinta. Dolores (2000), Cen, Cordero y Suarez (2010), y
Bricefio, Ramos y Zaldivar (2015) consideran importante el uso de la grafica como una practica que se
desarrolla en el seno de individuos para generar argumentos variacionales en situaciones especificas,
pero y entender como se comporta la funciéon sin conocerla primero. Ya que, como reportan Cen,
Cordero y Suérez (2010), la postura del discurso matematico escolar es que la funcion es primero y la
grafica es utilizada para representarla sin jugar un papel importante en el aprendizaje. Mencionamos
algunos ejemplos de esta importancia y como el estudiar a la grafica mediante sus comportamientos

permite entender qué funcién y como se comporta.

2. PRUEBA DIAGNOSTICA DEL DISENO DE ACTIVIDADES

Se reporta una prueba diagndstica que se realizd con estudiantes de primer semestre de la
Universidad de Zacatecas, se presentan algunas ilustraciones de sus respuestas. La actividad consiste es
que, dada una grafica de un polinomio, se encuentre la grafica de su derivada. El primer recurso
consiste en buscar una funcion algebraica segin le sea familiar la grafica para luego derivarla y
graficarla. Sin embargo, al no conocer las caracteristicas del polinomio, se tienen interpretaciones
erroneas, como, por ejemplo, en la Figura 1, un estudiante considera que se trata de una cuadratica cuya
derivada es recta y siguen la misma forma que la grafica polindmica. Otro estudiante considera
tangentes en los maximos del polinomio y por lo tanto considera que eso representa la grafica de la
derivada (Figura 2). Otro de los errores es considerar un polinomio como de grado 3 lo que hace que el

estudiante bosqueje la grafica de su derivada como uno de grado 2.

Lo anterior valida la problematica sobre las graficas de la derivada, el estudiante no encuentra

una amplitud de significados ya que el tnico que conocen es lo algoritmico. Se puede observar que es
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muy importante reconocer qué tipo de polinomio lo cual, el estudiante no domina. Consideramos que la
suposicion grafica del estudiante de la Figura 2 por alguna memoria que tiene sobre que la derivada es
la tangente en un punto, por lo cual realiza dicha grafica. De tal forma que existe la problematica de
generar argumentos sobre la derivada desde el contexto grafico, por lo que este trabajo intenta analizar
los argumentos que los estudiantes proponen considerando aspectos sobre que se requiere para
comprender la derivada y como lo implementamos en contextos graficos. En ese sentido, finalmente se

toma una postura de la grafica que resalta su uso para generar argumentos y que a continuacion se
describe.

) r

» Sieao

, . f
’ ¥

Figura 2. Interpretacion erronea de la grafica de la derivada
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Figura 3. Tercer error reportado en la prueba diagndstica

Por ejemplo, no se reconoce que la derivada adquiere un nuevo estatus y significados si se ancla
a procedimientos donde la situacién de predecir la posicion de un moévil cuando se conoce su posicion
inicial y la variacion en ese instante. Bajo esta situacion, la funcion f no se conoce, solo los estados de

la cantidad f(x) y f(x+h) y las variaciones f°, f*’. Tal ejemplificacion llevo a comparar dos estados que lo
condujo a la analiticidad de la serie de Taylor f(x + h) = f(x) + f'(x)h + f ”(x)f;—j + ---, como un

instrumento de prediccidon para conocer estados futuros. Por ejemplo: en la Figura 4, se tienen ciertos
valores iniciales X, f(X() y necesitamos conocer su estado futuro f(xq + h). Segun la grafica siguiente
f(xo + h) = f(x,) + B, podemos observar que B = (tanx)(h), si tano es la pendiente m y m =
f'(X,) , tenemos que B = f'( xy)h. Asi f(x, + h) = f(xo) + f'(xo)h, que es parte de la secuencia de la
serie de Taylor (Cantoral, 2000).

il

f(x0 + AH)=?

BY

fxv) P

AD o+ A

Figura 4. Analisis graficos para predecir como se comporta la grafica

De esta manera teniendo las condiciones iniciales y como varia, se puede predecir su etapa

posterior en el andlisis de sus comportamientos graficos con cierta tendencia.
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En Rosado (2004) encontramos como se construye el concepto de la linealidad del polinomio

mediante el andlisis de sumas en el contexto grafico. Es decir, dada por ejemplo una ctibica y a ésta se

le suma una recta, cudl serd la grafica resultante (ver Figura 5).

- 3
a,x> ax+a, h(x)=a,x" +ax+a,

Figura 5. Actividad tomada de Rosado (2004)

Esto llevo a que se defina la linealidad del polinomio que dado cualquiera de grado » uno se fija

en la parte lineal y la grafica, y por donde corta al eje y por ahi no sélo pasa el polinomio sino también

en la vecindad del cero se comporta como una recta. A eso se le debe el nombre de linealidad del

polinomio (Figura 6).

' y=a,xta,

Figura 6. Grafica de P, = 612X3 +aXx+a,

n

Estos trabajos motivan los propdsitos de esta investigacion, al considerar a la grafica como un
constructo que permite el razonamiento y la argumentacion en actividades donde se ponga en juego su

uso. A continuacion, describimos algunas investigaciones bajo este constructo mencionado.

3. REFERENTE TEORICO: EL USO DE LAS GRAFICAS

El estudio del uso de la grafica ha llevado a consolidar marcos de referencia donde la grafica es
un medio de anélisis para dar evidencia de la funcionalidad del conocimiento matematico (Cordero,
2008). Esta vision no concibe a la grafica transparente y sin efecto sobre el conocimiento matematico,

por el contrario, la concibe como un medio para generar dicho conocimiento.

Innovacion e Investigacion en Matematica Educativa
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El uso de las graficas sucede y se resignifica en situaciones especificas. La resignificacion
misma es la expresion del conocimiento funcional (Buendia, 2010). En otras palabras, la situacion
especifica expresa de alguna manera un uso del conocimiento matematico, el cual genera
argumentaciones referente objeto matematico que se esté trabajando. En este sentido, el uso de la
grafica es una herramienta que se desarrolla y norma ciertas construcciones de conocimiento, donde la

argumentacion es producto de una resignificacion del uso.

La formulacion anterior ha alcanzado una dimensidon amplia en investigaciones bajo la Teoria
Socioepistemologica por ejemplo, se ha caracterizado el uso de las graficas en el discurso matematico
escolar, en los libros de texto (Cen, Cordero y Suarez, 2010; Cordero y Flores, 2007); pero también se
han disefiado situaciones especificas para resignificar el uso de las grafica en &mbitos escolares
(Zaldivar, Cen, Bricefio, Méndez y Cordero, 2014; Bricefio y Cordero, 2012). En sintesis, estas
investigaciones han construido ciertas categorias del conocimiento matematico que permiten explicar
otra naturaleza de ver la construccion del conocimiento matematico, en este taller nos referimos a la

categoria del comportamiento tendencial de las funciones.

Nos interesa potencializar los argumentos gréaficos, ya que este &mbito es poco explotado en la
matematica escolar, aunque las graficas se utilizan desde el nivel basico hasta el superior, aportando
informacion sobre el tipo de graficas que se encuentra actualmente en la educacion bésica y en el
bachillerato. Esto ha proporcionado evidencias de que el uso de las graficas tiene un desarrollo que
sustenta una construccion de conocimiento matematico. Estos trabajos tienen una orientacion hacia la
ensefanza y el aprendizaje de las matematicas en un ambiente tecnoldgico. En estos estudios de uso de
las graficas existe una intencion de caracterizar a la graficacion como un conocimiento con estructura
propia y susceptible de desarrollo, por lo que nuestro acercamiento pone en juego estos elementos en
actividades de desarrollo del uso de las graficas que permitiria significar los comportamientos de la

funcion polindmica y su derivada.

Con este aspecto tedrico opta esta investigacion, en el disefio de una actividad sustentada por
una parte lo encontrado en la prueba diagnostica, y por otra complementada con el uso de las graficas y

ciertas consideraciones tedricas que a continuacion describimos.

Innovacion e Investigacion en Matematica Educativa
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4. CONSIDERACIONES TEORICAS PARA LA INVESTIGACION

Primero se considera lo reportado por Sanchez — Matamoros y Salvador- Llinares (2008)

retomamos elementos importantes sobre la comprension de la idea de la derivada:

L. Los estudiantes pueden considerar a los contextos graficos y algebraicos como modos separados
donde se aplican algoritmos sin relacion para resolver problemas (pp. 277). Esto nos lleva a
buscar la manera de relacionar lo grafico y lo algebraico, aunque no necesariamente desde la
postura de representaciones.

II. Otra observacion es “los estudiantes de céalculo construyen sus conexiones, influidos por su
experiencia previa“ (pp.277), por lo que planteamos como hipdtesis que es posible significar a
la derivada mediante actividades que vinculen las actividades tradicionales con aquellas que
involucren aspectos de variacion mediante el andlisis de la grafica, es decir, incluir en sus
experiencias escolares otras formas de acercarse a la derivada.

1. “Acercarse a la derivada con base en la practica social de prediccion desde la linea del
pensamiento y lenguaje variacional, lo cual conlleva al estudio de fendmenos de cambio” (pp.
271). Consideramos que reconocer las practicas y précticas sociales podrian generar un
escenario propicio para construir la nocion de derivada con los estudiantes de bachillerato.

Con bases tedricas y ciertos resultados encontrados en la prueba diagnodstica se elaboro la
siguiente pregunta de investigacion.

Como construye significados el estudiante de bachillerato sobre la derivada de la
funcién polindmica mediante argumentos de variacion global y local desde la grafica de

f(x)y f'(x).

De tal manera que nos planteamos como objetivo general, disefiar una serie de actividades como
parte de un taller, donde el estudiante argumente las caracteristicas que presenta una funcion a través de
las variaciones globales y locales por medio de la grafica, y llegue a desarrollar argumentos en torno a

la funcion y su derivada mediante el uso de las gréaficas.
Como objetivos especificos nos planteamos:

e Desarrollar e implementar actividades donde el alumno describa las caracteristicas de la

grafica de una funcion

e Desarrollar e implementar actividades donde el estudiante establezca la relacion entre la

grafica de una funcién y su derivada.

Innovacion e Investigacion en Matematica Educativa
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e Desarrollar e implementar actividades donde el alumno bosqueje grafico de una expresion

algebraica y su derivada

A continuacidén, se describe algunas actividades de la propuesta, su caracteristicas e
intencionalidad de tal forma que nos pueda brindar elementos para responder a nuestra pregunta de

investigacion.

5. UNA PROPUESTA PARA EL TRATAMIENTO DE LA DERIVADA DESDE LA
GRAFICA

Son ocho las actividades propuestas y de las cuales se reportan algunas de ellas en este
documento, se puede decir que existen dos momentos en estas actividades, las primeras se refieren a
que el estudiante se familiarice con el tipo de polinomio que esta trabajando, ya que lo encontrado en
nuestra prueba diagnostico tiene dificultades para reconocerlo. Las demas tiene que ver con el
desarrollo de argumento graficos para relacionar la grafica de f(x) y f "(x).

5.1. Actividad 1

Nota: Argumenta cada una de tus respuestas.

Explora con ayuda del programa Geogebra las formas graficas de x* con la condicion de que a

pertenece al conjunto de los niumeros naturales.
a) (Qué observan en las formas de las graficas? ;Cuantas formas diferentes observan?
b) (De qué dependen las formas de las graficas?

¢) Qué cambia en la forma de las graficas de x® y (x — b)%, con la condicion de que a pertenece

al conjunto de los nimeros naturales y b pertenece a los nimeros reales.
d) En qué se parecen las graficasde x%y (x — b)“
e) En qué se difieren las graficas de x%y (x — b)®

El objetivo es que el alumno con ayuda del software Geogebra explore los parametros ay b e

identifique la forma de la grafica. Se espera con esto identifique que la forma de la grafica depende de

Innovacion e Investigacion en Matematica Educativa
Red de Centros de Investigacion en Matematica Educativa AC (2017) Vol. 11 92



&% Investigacion e Innovacion
o en
Matematica Educativa ISSN: 2594-1046

que el nimero es 0, par o impar. Consideramos que las posibles dificultades es que se den cuenta de

que hay formas parecidas pero que quiza no las asocien con los niumeros pares e impares.

En esta misma dindmica se plantea la Actividad 2, en este caso se trata de que puedan agrupar
conscientemente en pares e impares, de tal forma que puedan agrupar segun el parecido de las graficas.
Consideramos que las posibles dificultades pueden darse a que no sepan en que grupo poner a la
gréfica de grado par que tiene pendiente negativa.

5.2. Actividad 2.

En equipo argumenten qué observan en las siguientes graficas de las funciones:
x+a
ax? + bx
a(x + b)?
ax®+ bx*+cx+d
b(x — a)3

Agrupen tipos de funciones

a) (Qué caracteristica comparten?
b) (Qué las distingue?

Las demads actividades consisten en dada dos conjuntos, una de expresiones algebraicas y otra
de graficas, que el estudiante lo relacione. Consideramos que las primeras actividades deben permitir al
estudiante describir sus caracteristicas del polinomio para asi, elegir su correspondiente grafica. Es
hasta esta etapa que consideramos que estas actividades permiten al estudiante analizar
comportamientos graficos y asi mismo, conocer caracteristicas de ellas para definir qué tipo de
polinomio se estd trabajando. A continuacidon, mostramos algunas actividades que corresponde con

determinar la relacion entre el polinomio y su derivada.

5.3. Actividad 6

a) Realiza un bosquejo de su derivada y argumenta como lo hiciste:

Innovacion e Investigacion en Matematica Educativa
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b) De acuerdo con la actividad anterior, contesta las siguientes preguntas:
1.- (Para qué valores del eje x, la grafica de la funcion derivada es positiva?
2.- ;Para qué valores del eje x, la grafica de la funcidn derivada es negativa?

3.- De acuerdo con tus respuestas anteriores ;/Qué pasa con la grafica de la derivada cuando la

funciodn es creciente?
4.- {Qué pasa con la grafica de la derivada cuando la funcidn es decreciente?

5.- {Qué pasa con las derivadas cuando la funcion tiene un maximo o un minimo?

Figura 7. Actividad de establecer la grafica de la derivada

Esta actividad trata de obtener explicaciones de los estudiantes al hacer uso de la grafica para
establecer su derivada, en qué se fijan y que herramienta utilizan para hacerlo. Como resultado
esperado se espera que el alumno tome en cuenta la orientacion de las graficas sus maximos, minimos,
desplazamientos, sus curvas y cuando se presenta un pico en la grafica. Quedando como correctas las

siguientes graficas:

1) » 2 y 3)
Figura 8. Graficas esperadas por los alumnos

La posible dificultad la consideramos cuando se les presenta una grafica con picos.
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5.4. Actividades 7y 8

La actividad 7 consiste en relacionar la grafica de f(x) con la grafica de su derivada, es decir
obtener explicaciones en los alumnos de cémo identifican los parametros y caracteristicas de las
graficas para asi poder relacionarlas (funcidon<>derivada). Se espera que en sus argumentaciones
identifiquen cuando la funcion es creciente, decreciente, maximos, minimos, positiva, negativa, pero
con posibles dificultades cuando la grafica tiene picos y cuando dos graficas tienen algunas

caracteristicas en comun (Ver figura 8 imagen izquierda).

Figura 9. Gréaficas para relacionar con su derivada y dado una grafica, establecer donde f("x)>0,f"("x)>0.

Esta actividad que proponen Cantoral y Montiel (2001), (Figura 9 imagen izquierda) pretende
utilizar para concluir las actividades y tiene como objetivo que el estudiante ponga en juego todo lo que
realizd y explico en las siete actividades anteriores. Los autores reportan que esta actividad ha tenido
dificultad debido a que el estudiante no tiene argumentos variacionales debido a que solo realiza
procedimientos algoritmicos. Por lo que recomienda que el estudiante pase por un universo de graficas.
Sera interesante validar nuestras actividades debido a que se toman estas recomendaciones para
desarrollar argumentos por medio de las graficas en los estudiantes y sirvan como base para resolver

esta ultima actividad.

6. REFLEXION DE LA EXPERIENCIA DE INVESTIGACION

El trabajo intenta validad un disefio donde el estudiante pueda desarrollar argumentos sobre la
derivada en el uso de gréaficas. La prueba diagnoéstica anterior (figura 1, 2 y 3) provee de elementos

respecto la problematica reportada. Las actividades que se muestra en este documento es un intento
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para lograr el desarrollo de argumentos en los estudiantes producto del analisis encontrado en la prueba
diagndstica, sin embargo, estas actividades se ubican en su mayoria en el contexto grafico tratando de
que lo use para desarrollar otras explicaciones desde la grafica misma para la comprension de la
derivada. Siendo un ejercicio de tipo exploratorio la propuesta se valida en la ultima actividad, ya que
requiere de argumentos variacionales y caracteristicas de comportamiento de un polinomio que se
obtiene en el desarrollo del uso de las graficas. De esta forma su intencionalidad no es recurrir a los
procedimientos algoritmicos y desarrollas un tipo de pensamiento matematico respecto a la derivada
desde el uso grafico. Esto permitira el redisefio de las actividades para un mejor desarrollo de la
comprension de la derivada desde la grafica, generando argumentos en el estudiante, pero también,

sobre como mejorar este tipo de actividades.
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